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随 着 科学 文化 事业 的 发 展 ， 广 大 中 等 学 校 数 学 教师 热切 希望 
有 一 部 以 题解 为 中 心 的 .比较 系统 的 ,实用 的 工具 书 。 上 鉴于 建国 
三 十 余年 来 中 学 数学 教学 已 经 积累 了 比较 丰富 的 实践 经 验 ， 各 
种 文献 资料 也 提供 了 众多 的 题材 ， 这 就 有 可 能 在 总 结 我 国教 学 
实践 经 验 的 基础 上 , 广泛 吸收 各 方面 的 精华 , 遵照 教育 部 《全 日 
制 六 年 制 重点 中 学 数学 教学 大 纲 (草案 )> 的 精神 , 编纂 一 部 比较 
符合 我 国 国 情 、 门 类 比较 齐全 、 查 阅 比 较 方 便 的 数学 题解 辞典 . 
为 此 ， 我 们 邀集 上 海 市 部 分 富有 教学 经 验 的 数学 教师 编写 了 这 
部 工具 书 . 

本 辞典 分 代数 .三角 .平面 几何 ,立体 几何 ,平面 解析 几何 、 初 
等 微 积 分 六 卷 ， 主 要 供 中 等 学 校 数 学 教师 教学 、 进 修 时 使 用 , 也 

可 供 数学 爱好 者 及 中 等 学 校 学 生 人 参考 . 

” ” 编 繁 本 辞典 时 , 力求 贯彻 下 列 要 求 : 

1. 重视 提高 解 题 的 分 析 能 力 . 释文 着 重 分 析 解 题 思 路 , 揭示 
解 题 规律 , 使 读者 不 仅 得 到 简明 而 准确 的 解答 , 而 且 学 会 思考 问 
题 的 方法 . 

2. 注重 题材 的 广泛 性 和 代表 性 ， 选 题 时 , 注意 筛选 收录 中 外 
各 类 数学 题解 辞典 和 各 种 参考 资料 中 富有 启发 性 的 题目 ， 我 国 
高 等 学 校 历届 入 学 考试 和 国内 外 各 种 数学 竞赛 中 有 代表 性 的 试 
题 , 以 及 中 学 数学 范围 内 传统 的 著名 题 , 特别 是 在 教学 实践 中 有 
助 于 巩 男 数学 概念 、 富 于 思考 性 的 自 编 题 。 此 外 ， 还 酌 收 少量 
一 般 教 材 中 常见 的 典型 题 . 
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3， 注意 题材 归 类 ， 以 典型 带 一般 . 题目 编排 分 类 清楚 ,条 理 
分 明 , 各 类 题目 选 好 典型 , 加 以 分 析 说 明 , 使 读者 举一反三 , 触 类 
汶 通 . 

由 于 我 们 水 平 有 限 ， 虽 经 努力 ， 但 上 述 编 繁 要 求 未 必 都 能 达 
到 , 选材 和 释文 也 可 能 有 政 漏 和 不 当 之 处 , 热诚 地 欢迎 读者 批评 
指正 ， 
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凡 例 


1. 本 书 分 坐标 法 、 曲 线 和 方程 .直线 . 圆 、 椭圆 、 双 曲线 、 抛物 
线 、 一 般 二 次 曲线 , 高 次 曲线 和 超越 曲线 九 章 , 共 收 录 平 面 解析 
几何 题目 一 千 二 百 余 道 ， 正 文 后 附录 解析 几何 简 史 和 汉 英 对 照 
解析 几何 和 名词. 

2. 题目 按 学 科 知 识 体系 的 章节 分 类 分 组 编排 .正文 前 刊 有 
按 类 组 形式 编制 的 目录 ， 正 文 后 附 有 按 题目 的 条 件 和 结论 分 类 
编制 的 索引 , 以 供 检索 . 

3. 在 各 章 开头 用 双 线 相隔 的 部 分 , 为 解 题 或 证 题记 需要 的 定 
理 、 法 则 、 公 式 等 知识 提要 , 按 章节 编 序 , 作为 解 题 的 依据 . 

4. 题目 解答 一 般 是 一 题 一 解 ， 部 分 题目 有 其 它 较 好 解法 的 ， 
则 一 题 多 解 , 分别 列 出 ， 本 书 中 已 收录 题目 的 结论 , 在 其 它 题 目 
中 应 用 时 , 一 般 不 再 重复 , 只 注 明 “参见 第 Xx x x 题 ”. 

5. 对 典型 题 或 较 复 杂 的 题目 , 以 [分 析 ] 的 形式 提示 解 题 的 关 
键 和 思路 的 分 析 ; 另 以 [说 明 ] 的 形式 标明 有 关 解 题 规律 的 总 结 
和 题目 意义 的 推广 。 在 典型 题 后 还 配置 若干 相关 的 题目 ， 以 收 
触 类 旁 通 之 效 . 

6. 本 书 附 插 图 728 幅 , 分 别 附 于 有 关 题 目下 面 ; 同一 题 中 有 
一 旺 以 上 者 , 分 别 注 明 图 ,图 2……. 

7. 本 书 涉及 的 知识 , 除 第 八 、 九 两 章 外 , 基本 上 按照 < 全 日 制 
六 年 制 重点 中 学 数学 教学 大 网 (草案 )> 的 要 求 ; 超出 大 纲要 求 的 
知识 (在 提要 中 相关 序号 的 左上 角 用 * 号 标明 ) 以 及 部 分 难度 较 
高 的 题目 , 仅 供 教师 参考 , 不 宜 作 为 教学 要 求 ， 
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第 一 章 坐 标 法 


通过 建立 坐标 系 ， 把 几何 的 基本 对 象 ( 点 ) 和 代数 的 基本 对 象 
( 数 ) 联 系 起 来 ,进而 使 作为 动 点 轨迹 的 曲线 和 方程 联系 起 来 ,为 
将 平面 图 形 问 题 转化 为 有 关 点 的 坐标 的 代数 问题 来 研究 ， 创 造 
了 条 件 . 平面 解析 几何 就 是 从 这 一 基本 观念 出 发 , 用 代数 方法 
全 完 平 面 图 形 性 质 的 一 门 科学 . 


1. 直线 坐标 系 

设 点 4、B 的 华 标 分 别 为 4(w4)、B(wp); 点 了 了 (wp) 是 分 4B 
为 定 比 入 =AP:PB 的 分 点 . 

(1) 有 问 线 段 4B 的 数量 . 


AB=%wp— wa. | | (1.11) 
(2) 4、B 两 点 间 的 距离 . 
AB|= |zs 一 24|. (4 .12) 
(3) 定 比分 点 下 的 坐标 
24 十 人 wp 
Tp- (A 一 1). (1.13) 


2. 平面 直角 坐标 系 

设 平面 上 点 4、B、O 的 坐标 分 别 为 4(24， Ya) 、 Blws, Ys) 、 
Olwo, yo); 点 4、B 在 z 轴 ,gy 轴 上 的 射影 分 别 为 4,、Bs，4，、 
B,， 把 有 向 线 外 4B 看 作 向 量 , 4B 在 0w 轴 上 的 射影 为 AsB。， 
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射影 4B。 的 值 4.Bs 记 作 (4B)os4sBs= (4B)o1 (61 为 Oz 
轴 上 的 单位 向 量 ); 48 在 Oy 轴 上 射影 4,B, 的 值 4,B, 记 作 
(4B)oy, 4yB, (42B)owea(is 为 0y 轴 上 的 单位 向 量 ). (02, 4B) 
表示 以 Oo 为 始 边 ，4B 为 终 边 的 有 向 角 ， 即 4B 的 幅 角 ，AB 
的 模 记 作 |4B| 或 14B|. 

设 a 为 直线 4B 的 倾角 , kas 为 直线 4 了 的 斜率 ; 点 P(wp, yz) 
是 分 4B 为 定 比 =- 的 分 点 . 

(1) 向 量 4B 在 坐标 轴 上 射影 的 值 ( 见 第 9 题 ): 
(AB)os=%p—%4= |ABlcos (On, AB), 
(AB)w=ys—ya—|ABlsin(O%, AB). 

(2) 4、B 两 点 之 间 的 距离 . 

|4B| = ~ (zs 一 24)3 十 (op 一 04)3. (1.22) 

(3) 4、B 两 点 连 线 的 斜率 : 

hasB= te oa=- Ye—Y4. 人 v4 wa). (4 .23) 


VB wa 


(4) 定 比 分 点 二 的 坐标 


_ 004 十 人 91B _ Ya hyp 


当 入 >0 时 , 了 为 4B 的 内 分 点 ， 当 和 <0 时, 了 为 4B 的 外 分 
点 ; 当 入 = 时 , 了 为 4B 的 中 点 ,其 坐标 为 


化 十 
vp— 4 二 ， 4P 一 4 


(5) 三 角形 4BC 的 面积 : 

wa Ya 

ws Ys 1 | 的 绝对 值 , (4 .25) 
1 

(06) 存在 儿 率 的 现 首 线 互相 平行 的 汉 取 条 体 两 直线 的 斜率 


(1.21) 


Shaso 一 去 
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相等 , 即 
bi = ks,. (4.26) 
(7) 存在 斜率 的 两 直线 互相 垂直 的 充 要 条 件 ， 两 直线 的 斜率 
之 积 等 于 一 二 即 
有 一 —1. (1.27) 
3. 平面 极 坐标 系 
设 点 4 B.CO 的 极 坐 标 分 别 为 ,A(ps, 所 )、B(ps, ps) 
Ct(ps, 0a)， 在 极点 与 原点 重合 , 极 轴 与 2 轴 正 半 轴 重合 的 条 件 
下 ,上 态 卫 的 极 坐标 为 (p, 0), 直角 坐标 为 (%, 9). 
(1) 极 坐标 与 直角 坐标 的 关系 : 
| | 


(1.81) 
tg 0— (zz0)， 


y= psing, 
(2 


Ne 


4、B 两 点 的 距离 ， 
14B|= Vpi+ pi—2pips cos(0: 一 六) (1.32) 
三 角形 4BO 的 面积 ( 见 第 101 题 ). : 


Saxno— 训 |pspssin (0s—61) +pspasin (Ga— 0;) 


+ papisin (01— 0s)|. (1.33) 
(4) 4、B、O 三 上 扣 共 线 的 充 要 条 件 ( 见 第 98 题 )， 
sin (6s—68) ,sin (0s—01) | sin (91-0s) _0 
Ai pa P38 
(pi1p2ps 天 0)， (1.84) 


(3 


We 


人 笃 . 平面 斜 坐 标 系 
设 侨 坐标 轴 的 夹 角 为 w, 4、B、 人 


Al(w4, ga 、B(om ya)、 Owo, yo), 线段 4B 4 定 比 0 人 
分 所 为 PF (wp, YP). 
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(i) 4、B 两 点 间 的 距离 . 

[AB|=N (va—%p) + (ya— ys) + 2(va— vp) (Ya— Ys) Cos,. 
(1.41) 

(2) 征 比 分 点 了 的 坐标 ， 


24 十 人 十 AV/ 
vp YP™ 和 WD), (1.42) 


当 入 一 1 时, 了 为 4B 的 中 凡 , 其 坐标 为 


pp 4 gp 一 几 吉 好 ， 


(3) 三 角形 4BC 的 面积 ( 见 第 107 题 ); 
wa Ya 1 
改 A4B0 一 可 wp Ys 1 
wo Yo 1 


sin w 的 绝对 值 ， (1.48) 


5、 坐 标 变换 
设 点 己 原 来 的 坐标 为 (z, 几 , 变换 后 的 坐标 为 (w ,9 )。(zogo) 
为 新 原点 的 坐标 ,0 为 坐标 铀 旋转 过 的 角 . 
(1) 平移 . 
VW=% wo NW’ 一 4 一 200 
{yyy yyw Wen 
(2) 旋转 
{Ye 
j=—w Singay cosd, 
{ye 
y = —w8in0t+ycosd. 
(3) 一 般 变 换 . 
{ee 
j= Sin d+oy cos0 十 th， 


rg tt 
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1. 设 44z4) 和 了 (za) 为 数 轴 上 任意 两 点 求证 ， 
4 PB 一 25 一 04. 

[分 析 ] 根据 坐标 概念 ， 点 卫 的 坐标 w% 是 以 原点 为 始点 , 以 点 一 为 终 
点 的 有 向 线段 的 数量 ， 即 OP = zx， 其 中 为 数 轴 上 的 单位 向 量 。 按 向 量 
的 加 法 法 则 即 可 得 证 . 

[证 一 ] 设 数 轴 的 原点 为 点 0, 单位 向 量 为 2， 则 04=zsl, 0B 一 zp. 


OA+AB=08, .. AB=0B-0A~2n -vw 
即 APe=(xp~xs)e. .. AB=zxp— wa, 
[证 二 ] (1) 当 zs>z4x>0 时 , 则 
AB=0B~04d4=rp— ta. -证 一 和 一 全 一 一 


台 果 Z4>7Zas>0 则 
AB=— (BA)=— (04 -0B) 


一 一 (04 一 0B) 一 和 8 一 04， 0 2 4 7 

《3) 当 4<0<za 时 , 则 
ee 
4DB=40OTTOB=O0B8-0O04=Za 一 0 A O B x 


如 果 Zes<0<2Z4， 则 
AB=~ A0--OB=0B-0A=7xp~7. 
(3) 当 zyxXp<0 时 , 则 


AB= 40— BO= ~-0A+0B=zxsp~ 72. A 3 O x 
如 果 Zp<X4 一 0U， 则 


AB~-0B—0A~xrp~ Xz. 
[说 明 ] (1》 林 题 是 证 直线 (一 维 ) 几何 中 诸 定 理 的 主要 工具 ，(3) 由 
此 可 得 4、B 两 点 间 的 距离 为 |4B|= |zs 一 z4|. | 
2. 设 4、B、O 为 轴 上 任意 三 拟 。 求 证 ，4B+ BC = A0, 或 
AB+ BVO+OA=0, 
[分 析 ] 建立 直线 坐标 系 后 运用 上 题 结果 : 4B=%xsp 一 x4, 即 可 得 证 . 
[证 ] 取 定 原点 , 在 轴 上 建立 直线 坐标 系 , 设 4、B、C 三 点 的 坐标 分 别 
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为 Ta Te 和 ro, RR] AB +BO=~7Xp—rAtro—ra—ro— t= AC. 
AC=-—CA, .. AB+iBCTOA=0 
[说 明 ] 本 题 称 为 夏 尔 (Chasles) 定理 ， 运 用 数学 归纳 法 或 直接 运用 
AB==2p 一 24 进一步 可 证 : 4443? 十 4343 十 … 十 4 14 一 414。 


83. 设 P、A、B、O 为 同一 直线 上 的 任意 四 点 ， 求 证 ， 
(1) PA.BO-++PB.0A+ PO.AB-0, 
(2) PA.BO+PB’.OA+PO?.AB+ BO.CA.AB-0. 


[分 析 ] 在 直线 上 建立 直线 坐标 系 ,把 有 向 线段 的 值 转化 为 点 的 坐标 的 
代数 式 , 通过 计算 化 简 即 可 证 明 . 
[证 ] 取 马 为 原点 以 4、B、0 所 在 直线 为 轴 建 立 直线 坐标 系 ， 设 
二 4 了、C 的 坐标 分 别 为 0、 zi、z3 和 zx， 则 
(1) PA.BO+PB.CA+ PO.AB 
一 01(23 一 09) 十 201 一 23) 十 03 (ca 一 24) 
一 和 103 一 102 十 0122 — tars t+ rors — Tits =0, 
(2) P42DC 上 +PB2.O4 上 PO23.4BTTDBO.O4. 4 
一 21(03 一 23)] 十 2(21 一 23) 十 Xia 一 021) + (ra 一 023)(Z1 一 23) (2Z3 一 21) 
一 Zi03 一 Xi009 十 0201 一 2208 十 80 一 21) 十 (0a 一 Zoo) 一 2a)(Z3 一 21) 
一 28(21 一 02 十 Zi02(0o 一 0) 十 23(0a 一 21] 
+ (te — 9) (Tt1— Ta) (m9 — 1) 
一 (23 一 21)[L 一 Za0o1 十 023) -rir 23] + (23— 232) CX1— 09) (TX3 — 71) 
= (09— 1) (Ta 一 01 (Ta— 2) 一 (03 一 03) V3— KI) v9 — 1) 一 0. 
[说 明 ] (1) 式 又 称 欧 拉 (Buler) 定 理 ，(3) 式 又 称 斯 图 尔 特 (Stewart) 
定理 . 
DA 


sq 一 OA TE et, 

4. 设 4、B、O、 DD 是 同一 直线 上 的 四 点 ， 且 -与 = 一 已 
一 和 AC 关 土 1), 又 点 0 为 4B 的 中 点 ， 求 证 ， 043~00.0D， 

[证 」 取 0 为 原点 , 以 4、B8B、C、D 所 在 直线 为 坐标 轴 ， 建立 直线 坐标 


系 。 因 0 为 48 的 中 点 , 改 可 设 4、B 两 点 的 坐标 分 别 为 tL 和 一 zx。 


C4 40 
= < ~ 和 (Al 
0B™~” 站 证 了 从) 
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点 的 坐标 为 下 十 下 一 于 十 mi， 同 理 , 点 刀 的 坐标 为 


Xil 十 入 (一 —71) 1—A 国 
I TF MF. 


, 了 十 和 )(3= )= 2 门 43 
00.0D= (入 了) 一共 一 04 


6. 设 点 用 为 线段 4B 的 中 点 , 0 为 直线 4B 上 任意 一 点 . 
求证 ，043 一 0B?= 一 24B.OM. 

[证 ] 取 点 0 为 原点 , 以 4B 所 在 直线 为 坐标 轴 , 建立 直线 坐标 系 ， 设 
4、B 两 点 的 坐标 分 别 为 mi、ma 则 点 1 的 坐标 为 ( 空 填空 


04 一 0 一 对 一 2 一 (21 十 Z3) (v1 一 2o) 
=20M(~ AB) = -2AB.OM. 


6. 设 4、B、O、 刀 为 直线 上 四 点 , 且 才 所 十 所 各 =0. 求证 
1 1 2 


A0" AD AB: 
[证 ] 取 点 扫 为 原点 ， 以 4、B、 OC、DD 所 在 直线 为 坐标 轴 ， 建 立 直 线 坐 
标 系 ， 设 四 点 坐标 分 别 为 4(0), BC(5)、CCe) 和 D(C). 


.1 ,1 1l1,1_ etd 2 2 
0 AD sta a” HH 7 


1 ,1 -3 
LO AD 4 
7. 设 及、4、B、0 为 同一 直线 上 的 四 点 ,点 为 此 直线 上 
的 任意 一 点 。 求 证. 
AM-AN , BM-:BN , OM:ON 
(D pao + Bo Br + Gao08 
AM? BM? OM 


(2) HFAT 1 BO BI + OAOF™+ 
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[证 ] (CL 取 及 为 原点 ,以 4、B、C 所 在 直线 为 坐标 轴 , 建立 直线 坐标 
系 . 设 4、B、C、D 的 坐标 分 别 为 ，z1、 x2、xs 和 2Z。 则 
ANM.AN 上 有 .PN 4 CM-:ON 
AB.AC BO:BA CA-.CB 
_ (CO—21) (2— 21) (一 Z3)(0X 一 73) 《一 Za3) 02 一 032) 
(ta— 21) (03 一 024) Cs 一 Za) 21 一 9) 《21 一 28) 7a 一 23) 
Zi (TH1) (Xa ~— 23) 十 2Z2(2 一 03) (Va ~ LX1) 十 Z3(Z 一 03) (21 一 32) 
(X41— 2) (Za 一 Z3) (Ts 一 01) 
《247Z3 一 X301 十 Za0s — L179) 2 — Tir9 十 2178 一 和 208 十 201 十 73( 人 一 43)O1 一 29) 
(024 一 Za) (Xo 一 03) 《23 一 01) 
_ 《23 一 21)003 十 (Ta — HC1) TIT + (F1— Ta) V1 + 2) D8 (TL1— TL9) (TX ~ Ta)T 
(Wt1— X39) (Ta — Ta) (Ta 一 21) 
(ZI1 一 20) 一 Za 一 123 十 Za(C21 十 Z3) 十 Za(2 一 23) 
(1 一 23)AZ3 一 03) 23 一 21) 
一 [0 一 (1 十 Za)0a 十 ZiZ3 一 (rs 一 ZL Ts 一 Za) 1 
(82 一 %3) (Za 一 21) (za 一 Ca) (zs 一 04) 


(2) 上 式 如 果 用 、 两 点 重合 , 则 从 《1D 即 得 (2). 

8. 试 证 ，% 个 向 量 的 合 向 量 在 一 条 轴 上 射影 的 值 , 等 于 这 % 
个 向 量 在 这 一 条 轴 上 射影 的 公 之 和 . 

[证 ] 设 % 个 向 量 分 别 为 01, 42,…, on。 经 平移 后 , 使 其 首尾 相连 得 一 
向 量 折线 464142…4-14s 如 图 。 且 4:=4144 (=1, 3, 3,…, n).， 入 


讼 do、 4d1、 .41、 4 在 轴 Oz 上 的 射影 分 别 为 lo、 Mi、 My Mn1\ 
M,. z 


Arid) oo=M, 1M, G=1, 2, 3,.%, 1). 
MMi+ MM + iM, = Mod,, 
0 (Ad,)o0o = MoM, 
= MMi tt MMy+ + M1M, 
= AADost Aidy)ost + (An_1hn) oe. 


83. 直角 坐标 系 


$2. 直角 坐标 系 


3. 议和、 了 两 点 坐标 分 别 为 A(wa, Y4)、 Blws, ys). 求证 
(1) AB 在 0w 轴 上 射影 的 值 为 
(AB)o= ws—%4 = ABleos(O%, 4 AB); 


AB 在 Oy 轴 上 射影 的 值 为 
(4B)o,= ys—ya= |AB|sin(O%, AB). 


(2) 如 果 48B 所 在 轴 上 的 单位 向 量 为 &, 则 
(AB)os= AB cos(Ow, 2), 


其 中 4B 表示 4B 在 其 轴 上 的 值 . 
[证 ]] (1) 设 4.B 在 z 轴 ,yy 轴 上 的 身影 分 别 为 和 LL,、 Mp; Ns、 Ns 


则 各 点 笃 标 分 别 为 W4(Gza， 0)、Ma(CZs，0); 
NN4(0, y4)、. Nak0 ys)。 按 向量 射影 的 值 的 定 


义 可 得 . 
(4B)ou= MA MBp=xB— Ta, 
(AB)o, = NsNs= 一 4 一 4 
再 根据 三 角 函 数 概念 可 得 : 
¢o8 (Ox, AB) = 2 
. (AB)os=|ABloos(O%, AB), (4B)o,=|ABl|sin(Or, AB) 
(2) 当 4B 与 5 同 向 ，4B>0，|4B5|= .4B，(0z, 引 ==(0z, 4B)， 从 
(1 即 得 (4B)。= | 4B| cos(Ox, AB) = 4Bcos(Oz 人 
-AB, (Oz, AB)=wt+ (Oz, 2), 从 


CAB)on gin (0%, AB) — -2 


当 48 与 E 反 向 ，4B<0，|4B|= 
(GD 得 8 1 
-ll > 


图 2 
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(AB)os= |AB|cos(Oz, AB) = — ABe¢ostr + (O%, 2 
~ ABoos(Ozx, e). 

[说 明 ] ”本题 和 上 题 的 结论 合 称 为 向 量 射影 定理 .本 题 (1) 的 结论 即 提 
要 红 .21), 以 它 推导 距离 、 斜 率 、 分 点 、 面积 等 公式 十 分 便利 ; 同时 又 是 扒 
导 直 线 参 数 方程 和 特殊 曲线 参数 方程 的 重要 工具 ， 本 题 (2) 的 结论 便于 进 
行 第 二 次 投影. 

10.， 已 知 两 点 4(@y, 81)、B(as, 02), 点 PP 是 4B 的 延长 线 上 
的 一 点 , 且 |4B|.|BP|=m，(m>>0). 求 点 了 的 坐标 . 

[分 析 ] 把 向 量 4B、BP 分 别 投 影 到 两 轴 上 ， 应 用 提要 (1.21) 即 可 得 
解 . 

[ 解 ] 设 所 求 点 卫 的 坐标 为 (z, 凡 ，(Ox, 4B)=a, 则 


0 一世 [ 。 pa 一 Di 
GOS 0 一 ， Singa= , 
14B| 14B| 
|4B1.1BP|~=m， +， |BP|= 仿 T. 
BP),, =z—qg= |BPlcoosa=— 7” .42 一 4 
mm (ay 一 Q1) 
aaDi+ Cb — ob) 
. _ mm (G2 一 01) 
703 (as 一 0 十 《ba 一 D1) 
同 理 ， 
BE = = I 一 ba—b1 
(BP)o=y—bs= |BP|sina PT TABT 
m (ba — Db1) 
Ta 一 01)2 十 (D3 一 D1)2 
/二 Da 十 mm (bo —b1) 
《a3 一 0472 十 (02— 01)*° 
即 点 书 坐标 为 
(or+ ma 一 Q1) mn (Dba 一 D1) ) 
(a3— 91)”+ (ba— my EE “二 = Qa1)2+ (2 —b1)? 


11， 两 圆 相交 于 4、B 两 点 , 若 点 4 的 坐标 为 (5, 一 V5), 根 
据 下 列 条 件 求 尽 BB 的 坐标 . 
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(1 两 圆心 都 在 2 轴 上 ; (2) 两 圆心 都 在 y 轴 上 ; (8) 两 圆心 都 
在 直线 y= 一 2 上 ， 

[分 析 ] ”相交 两 圆 关 于 连 心 线 成 轴 对 称 , 交点 也 关于 连 心 线 成 灿 对 称 . 

[ 解 ] GD) 点 4(5， 一 V 5) 关于 z 轴 对 称 的 点 为 BC(5, V5); 

(2) 点 4(5， 一 V5) 关于 g 轴 对 称 的 点 为 B( 一 5, 一 V5); 

(3) 点 4(5， 一 M5 ) 关 于 直线 y= 一 2 的 对 称 点 为 BCz, 办, 则 z==5, 


由 也 -六 和 一 -2 得 y=V5 一 4 故 点 马 的 坐标 为 (5, V5 一 信 . 
13. 等 边 三 角形 边 长 为 5, 一 顶点 在 原点 , 一 高 在 y 轴 上 , 求 


其 它 各 顶点 的 坐标 . 
[ 解 ] 如 图 , 《1) 若 等 边 人 40B 在 4 轴 上 方 , 则 其 顶 


点 举 标 为 : 0C0, 0)、4( 台 ,26)、B(-， 6) 
Ce) 着 等 边 A4OB 在 2 朝方 凤 其 顶点 册 标 六 

oo 人 
13. 等 边 三 角形 边 长 为 2 一 顶点 为 原点 , 一 边 在 9y 轴 上 , 求 


其 它 各 顶 反 的 坐标 . 
[ 解 ] (1)》 车 一 边 在 y 轴 的 正 半 轴 上 , 则 顶点 B 
的 坐标 为 (0, 2 . 当 第 三 顶点 4 在 第 一 象限 时 , 其 坐 


标 为 (“5b, 思 ); 当 第 三 顶点 4 在 第 二 象限 时 ， 
其 从 标 为 (- 2 区 ) 
(2) 车 一 边 在 y 轴 的 负 半 轴 上 ， 则 顶点 也 的 举 


标 为 (0， 一 b)， 当 第 三 顶点 媚 在 第 四 象限 时 ， 其 兴 标 为 (3-5, 一 忆 ) 


当 第 三 项 点 在 第 三 象限 时 ,其 坐标 为 (一 2 一 去) 


14. 求 和 2 轴 的 距离 与 和 Y 轴 的 距离 之 比 是 3:4 且 与 两 点 
A(l, 2)、 呈 一 3, 4 等 距离 的 点 卫 的 坐标 . 
[分 析 ] 根据 点 卫 所 应 满足 的 条 件 列 出 方程 求解 ， 
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[ 解 ] 设 点 的 坐标 为 人 z, 功 ,根据 条 件 有 : 
[=D 和 Dr yD +) ys 
由 @ 得 y= 土 子 分 别 与 加 联 立 , 解 得 


Y= 一 3 一 -十 
、 所 求 点 也 的 坐标 为 (一 4 一 驴 或 (- 卫 , 蕊 ). 


15. 正方 形 边 长 为 24, 一 顶点 为 原点 ， 
一 对 角 线 在 % 轴 正 半 轴 上 ， 求 其 它 各 顶点 
坐标 . 

[ 解 」 如 图 , 其 它 三 顶点 坐标 为 

A(V 24, —V 2a), BC(QV Za, 0)、 
CV 2a, V 20). 

16. 以 原点 为 位 似 中 心 , 位 似 比 为 x(% 到 0), 点 了 (w, y) 经 过 
位 似 变 换 后 到 达 PP, 试 求 了 的 坐标 人， 外 ,并 求 位 似 变 换 对 应 
的 矩阵 . 

[ 解 ] … OP':OP=k, MP | Or, M'P’ | Ox, 
AOMPo AOM'P', . OP':OP~OM':OM= 


以 一 
|,，_。 位 似 变换 对 应 的 短 
4 =ky. 


M'P': MP. 


k 0 
隆 为 (1 中 
17. 以 原点 为 旋转 中 心 ， 将 O 五 旋转 角 9(0>0， 按 逆 时 针 
方向 旋转 ; 9 之 0, 按 顺 时 针 方 向 旋转 ) 到达 OP， 如果 点 卫 的 举 
标 为 (%, 细 , 斌 求 点 了 ' 的 举 标 (w', y), 并 求 此 旋转 变换 对 应 的 
矩阵. 
[ 解 ] 设 OP 的 幅 角 为 p，  … 10P’|=|0P], 
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v'= (OP')os= [OP'|cos(0 + 9) 
=|OPlcos Ocosg—|O0Plsindsnog 
一 6008 0 一 9 Sn oo, 

y= (OP')o,=|0OP'|sin(0 +9) 
=|OP|sin dcos gt+ |OPl|cos 0 sing 


=x Sin Oy co0s0. 
cos0 —sing 
次 转变 换 对 应 的 短 阵 为 (0 。 “eo ) 
[说 明 ] 如 果 0 一 转 ， 则 变换 对 应 的 短 阵 为 ( 1 3) 如 果 9 一世， 


0 工 
则 变换 对 应 的 短 阵 为 _1 0 人 如 果 6=m 则 变换 对 应 的 矩阵 为 


一 0 
(“。 :1 如 关于 原点 的 对 称 变换 


18.、 如 果 先 施行 变换 Tj 
Ww’ = 0110 G12 _ | 2 = bw’ + Dia 
4 二 十 T,. 
{yor 再 施行 变换 7 y” = ba + baa 
所 得 变换 了 称 为 变换 1、 Ts 的 积 , 记 为 了 一 TsT1， 试 求 变换 
La 的 积 工 . 
, 2 一 Qt 和 十 0120/ 
~ t 4 一 0212 十 Q3zg/ 


| 2 一 D12 + bioy 
9 = Or’ + V2oy 


对 应 的 矩阵 为 0 a ) 


d21 U29 
对 应 的 短 阵 为 oz ) 
21 022 
= bi (07 G10y) + b19 (212 ao) 
= (G1011 + G01b12) 2 + (gq19011 + G02b12)Y; 
Y = ba (a1r+ 012Y) + bo2(G21%+ A220) 
= (Qa11D2l + G21022)£ + (G12021 + G22022)Y. 
由 此 可 得 和 矩阵 乘法 法 则 与 变换 的 积 的 对 应 关系 
LT, -( bl bi X Ql Qa19 )= ( aip11 十 Qo1pD13 G19011+ G2o013 ) 
bo bo2/\ do a Qiib21 + a21022 G12021+ Qo0029 


这 里 应 往 意 ; (1) 先 施行 变换 的 矩阵 在 右 ,后 施行 变换 的 和 矩阵 在 左 , (2) 右 和 矩 
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阵 的 第 一 列 与 左 矩阵 的 第 一 、 二 行 对 应 元 素 积 的 代数 和 为 积 的 第 一 列 ; 右 
短 阵 的 第 二 列 与 左 矩 阵 的 第 一 、 二 行 对 应 元 素 积 的 代数 和 为 积 的 第 二 列 . 
[说 有 明 」 有 了 矩阵 乘法 法 则 , 就 为 求 变换 的 积 和 用 矩阵 表达 变换 方程 带 
来 方便 ， 例 如 旋转 变换 方程 可 表达 如 下 : 
v\ /cos0 ~sin0\/r ros 0—ysing 
(5 )-(Ye 的 卫生) 
绪 合 矩阵 的 加 法 和 数 与 矩阵 的 乘法 , 可 把 求 变换 方程 转化 为 矩阵 的 初步 运 
算 来 解决 . 参见 第 19、20、23 题 . 
19. 设 向 量 4 它 两 端 坐标 为 4(xo yo、Ple, 9), (0%, 4 三)=9， 
将 4P 绕 4 点 旋转 角 到 达 4 疡 , 试 求 已 的 坐标 (wy/). 
[ 解 ] … 0P'~=04-+4P', |4P|=|4P'|， 
(OP)o= (OA out (AP')oo 7 
一 20 十 14P cos(0 十 的) 7/ 
一 20 十 |4Pjcosbeosp 一 4PIsiagsne 
一 00 十 (一 20)co8s0 一 (一 加 )8O ~" 
同 理 , y= (OP )o,=(0A4)o, + (AP')oy 
一 go 十 |4P |sin (+9) 
一 加 十 (一 20)SinO 二 (一 加 )c080. 
[说 明 J 这 变换 可 以 看 作 平 移 二 旋转 的 结合 
vw\ /eco0 一 SnbNVAZ 一 DA\ /Vo 
(» )-(s co8 0 从 % 一 加 )*(>) 
-Ce 0— (y—yo)sind )*( ") 
(一 Zo)Sin 0+ (y—Yyo)cosd Yo 
《0 一 00o)cos 0— (y— yo0)sin Owo 
-Ce 0 十 《9 一 bo)cos gw) 


结果 与 上 相同 . 

20， 甲 、 乙 两 小 队 做 军事 游戏 , 甲 队 按 下 列 方案 将 一 球 埋藏 于 
某 地 ， 以 三 已 知 目 标 4、B、O 为 标志 ,将 4B 绕 点 4 按 逆 时 针 
方向 旋转 90"， 到达 4D; 再 将 CB 绕 点 C 按 顺 时 针 方向 旋转 
90°, 到 达 CBE; 最 后 将 球 埋 在 刀 且 的 中 点 MM 处 , 并 有 意 将 标志 
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B 移 去 . 试 间 乙 队 如 何 只 根据 标志 4、OQ 找到 球 的 埋藏 处 以 的 
位 置 ? 

[分 析 一 ] 要 找到 点 M, 应 先 找 到 D、 加 ,而 D、 怠 又 取决 于 4、B、 0， 
但 点 如 已 被 移 去 ， 政 在 建立 坐标 系 后 ， 暂 
时 设 点 8 的 坐标 为 (Xo, yo), 按 题 意 列 出 忆 、 
豆 两 点 的 学 标 4zt 纪 ) 、(2a， y3) 所 满足 的 方 
程 , 求 出 D、B 坐标 后 ,再 求 点 收 的 坐标 .如 
果 操 股 的 坐标 写 点 如 的 坐标 无 关 , 则 点 到 
的 位 置 可 定 . 

[ 解 一 ] 取 委 0 两 点 所 在 直线 为 % 轴 ， 
AC 的 中 点 0 为 原点 ,建立 直角 坐标 系 ， 设 
4、B、C 的 坐标 分 别 为 《4, 0)、(smo, go)、( 一 0) .其 中 a 为 已 知 数 ， 而 
zo, 加 是 未 知 数 . 令 刀 、 召 两 点 坐标 分 别 为 (24，%1D)、(2o，0%2). 


4 万 | AD, .. -H.W 1 
4 一 人 20 一 他 
即 N= .0. |4B|=|4DI, 


(v0—a)° += (0 一 0 十 好 … 国 ， 以 @ 代 入 @: 


_ mAN 3 __n\2 
0 


“(wo 一 0)*? 十 0 于 0， 即 得 的 == (21 一 8)?，... XI 一 4 一 加 ， 或 0 一 Q 十 to 
(不 合 题 意 , 舍 去 ), 代入 四: 级 二 X70 一 409，.", 点 喇 的 坐标 为 (4 一 yo,%0 一 0)。 
同 理 , 点 吾 的 坐标 为 (%%p 一 4, 一 20 一 9)，.", DB 中 点 牙 的 坐标 为 (0, 一 外 ). 
即 点 收 在 40 的 中 点 0 的 下 方 , 且 i0M|=104|. 由 此 可 以 找到 埋藏 球 
的 地 点 . 

[分 析 二 ] 可 根据 4、B、C 三 点 的 坐标 , 运用 向 量 旋转 计算 出 刀 、 刀 两 
点 的 坐标 ， z 

[ 解 二 ] 取 和 坐标 系 及 各 点 坐标 同 前 . 令 (0%, 4B) =a, (Oz,0B) =B. 则 


(0%, 4D) =a+ 守 ，(05, 0 庆 ) =B 一 全， 根据 提要 (1.21): 


oad= (AD),= ADioos (et 和)= -14Blsna= — (yo—0), 


, 1 二 一 Yo, 
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-0=(AD)ow=|ADlsin(a+¥)=1ABleos a —a, 
Yi 一 XZ0 一 4。 族 点 吕 的 坐标 为 (49 一, X20 一 9). 
m2—(—0) -Oo mI0B los (B~$)=I0Blsin B=yo~0, 
ti—th—d, 
y—0~ (OB)o=|CBlsin (B-4)=—|CBlcos B= ~ (zoo), 


2 二 一 和 0 一 4， 下 点 如 坐标 为 (yp 一 4, 一 40 一 9)， 于 是 DB 的 中 点 双 
为 (0, 一 9)， 结 果 同 [ 解 一 J]. 

[分 析 三 」 运用 矩阵 来 描述 旋转 , 也 可 获得 D、 召 两 点 的 坐标 、 

L 解 三 ] 建立 坐标 系 和 设 各 点 坐标 同 前 . 


OH 一 人 co8 90° 一 Sin 90° \/zo—a 
yl )-(a go: cos 90° \ yo ) 
0 ~l\/wo—a 一 加 
(1 ,A Yo )-(2,) 
1 上 | 
241 一 20 一 Qi 21 一 20 一 


ZX3 十 C cos(—90°) —sin(—90°) \/xzo+a : 
~ ( 2 )-( Seco0°) cos(—90°) 人 Yo ) 
0 1\/wo+ia go 

-oA 

{ z 上 {| 

2 一 一 20 一 届 yo 一 一 00 一 (。 

点 到 的 坐标 为 (0， 一 功 . 结果 同 [L 解 一 ], 
[说 阴 」] 求 满足 一 定 条 件 的 点 的 坐标 (TY，y)， 可 根据 题 设 条 件 ， 列 出 

x、Y 满足 的 方程 组 , 解 方 程 组 求 出 x%、y， 列 方程 的 依据 为 ，(]) 点 所 满足 
的 条 件 的 坐标 化 ; (3) 利 用 向 量 射影 公式 (1.21), 建立 已 知 点 坐标 与 未 知 点 


坐标 的 关系 ;(3) 利 用 矩阵 运算 描述 点 的 几何 变换 , 根据 矩阵 相等 的 概念 ， 
列 出 变换 前 后 点 的 坐标 之 间 的 方程 . 


21. 正三 角形 两 个 顶点 的 坐标 是 4(1, 0)、B(2, 1)， 求 第 三 
个 顶 扣 9 的 坐标 ， 
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[分 析 ] 点 C 是 正三 角形 的 顶点 , 应 满足 |C4|==1CB|==14B| 的 条 件 ， 
据 此 可 列 出 方程 求解 . 
[ 解 ] 区 后 的 坐标 为 (4%, 9)， 


Ic41=14B|, 
» (T—1)°+y = 2.， ‘9. 
xX '. |CB|=|A4AB|, 


GCC 一 2 +Yy -DD =2..®. 


t+ — 20—1=0 
四 (加 得 {ry 2320°® 
oI c=—3—Y3 
垦 @ 得 -V3 | 1+V3 
Y= 9 ? VY 二 2 夫 


正三 角形 第 三 个 顶点 的 坐标 为 
o (2+ 3 1 V3) 或 0(3—V3， tv3). 


,已 知 两 点 A(wi, yi1)、B(wa, ya). 
求 以 48B 为 一 边 的 正三 角形 的 第 三 顶点 
的 坐标 ， 

[ 解 一 ] 设 点 C+ 坐标 为 (z, y)， 向 量 B4 对 
应 的 复数 81 二 (wi 一 X29) 十 (yi 一 ya)i; 向 量 BO1 对 
应 的 复数 pa= (2 一 22) 十 (y 一 ya)i。， 而 

g1° (C08 60° 二 ?8im 60°) 一 bo 


[Cm—o) + Cyd | + yy. 


Dixa_ 3 yy) | +( 扫 3 全 ba | 3 一 六 一 罗 一 2 
2 2 


一 录 一 03 十 (一 轨 )1. 


7 一 - 红 十 2 一 3 i+ 3 Ya 
2 


故 点 01 坐标 为 


yy 一 .多 士 久 十 V 3 0 一 V 3 
2 2 时 
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(St Vt V 3 Wt Vm dg) 
2 上 2 各 


同 理 可 求 另 一 顶点 02 的 坐标 为 
ES to VtV Sr 
2 2 2 二 


[ 解 二 ] 对 应 于 旋转 角 6 变换 的 矩阵 为 
cos0 —sing 
( sin 6 cos 0 
, cos60° 一 Sin 60° \/%1— to 
全 60° cos 60° 儿 2 2) 
(01 一 0a)c03 60 一作 一 sp)Sin 60° 
(@ 一 Za)Sin 60° + (4 — Ya)¢0s 60° ) 


pp 
rr 


1 V3 
| 5 (21 — 2) 一 一 (多 一 约 ) ju T— Ta ) 
V3 yya/ 
a (1 a) 十 于 (的 一 多) 2 
点 位 的 坐标 为 
( 1 十 和 2 一 V 3+ 3 V 3 wi— VM 3%2t+ti+Yy ) 
2 " 2 . 


cos(—~—60°) —sin(—60°)\/2xi— /£5 
(Ca cos(—60°) 9 人 
可 求 出 点 02 的 坐标 为 
(2 二 VS 的 Wty VS mt V3e) 
2 2 " 
23. 有 _| 形 折线 04BO, 每 段 长 均 为 &, 各 段 之 间 均 互相 季 
直 ,， 设 第 一 段 的 一 端 位 于 原点 0, 这 段 与 % 轴 正 回 的 夹 角 为 a 


同 理 从 


求 点 4、B、O 的 坐标 ， 
[ 解 一 ] 104|=14B|=|B80|=a *… (Oz, 04)~a, 
, ly bb mm 
《Oo Ab)=at+, (Ox, BO) =a+ > 


设 点 4 坐标 为 (m1, 1)， 则 wi 二 =g C0osa, 红 二 % SI a。 设 点 B 坐标 为 
(wa, J 则 
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(AB)o,=a COS (a+ 竺 )= -一 忆 sin 多 一 一 次] 


(AB)o,=a Sin (a+ 琉 
Za 一 G(cosw 一 Sin og), 
3 一 Q(SIn ot+ cos ao). 
设 点 C 泽 标 为 (za，8%s), 则 
(BO)os= a CO8 GQ= 0a — To 
(BOVo,=4 Sin a = 3— ty. 
“. Xa=a(2 cosa—sina), ya=a(2 sinat+cos wy ， 
"。 和 名 点 坐标 为 : 4A(4 cos a, asia a), B(a co0s a ~a sin a, 
asinatacosa), CO(2acosa—asing, 2a8ina+tacosa). 
[ 解 二 ] 根据 三 角 函 数 定义 可 知 点 4 坐标 为 (a cos a, a sin a)， 设 点 B 
坐标 为 (2z， Y); 并 设 wx 天 0， 则 
| (XZ—acosa)’+(y—asina)?=a? 


)=a COS = Ya ~ Yi, 


zy 一 CSnC 


GD)， 
2 一 4coSa 一 二 (+ 可 


解 方程 组 人 由 得 
{0 | {tne 


4 一 CC0S a singa 4 一 uaSDnaw 一 600SQ， 


根据 图 形 位 置 应 取 


1 Sin @& 
4 一 0 008 a+a Sn w. 

点 BB 的 坐标 是 (a cos a 一 a sin a， a cosa-tasina). a 一 0 时, 容易 署 
出 点 如 坐标 为 (4,， 94)， 可 以 统一 到 前 面 的 一 般 式 中 去 ， 设 点 0 坐标 为 - 
(z, 9), 并 催 a 于 90"， 则 


| [%~ (a cosa—asin oa)]?+[y— (a cosatasina)]~= 0 
Y—acosa—aBina (2. 
XT—acoatasna “tga 
解 方程 组 加 得 / 
{ne {ne 
Y=24 Sin atacosa Y= a COS a, 


根据 图 形 位 置 应 取 
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{> COS CX 一 Q Sin a 

y= 20% Sin gta cosa, 

a 一 吝 时 ,容易 看 出 点 C 坐标 为 (一 2a),， 可 以 统一 到 大 可 的 结论 之 
中 ， .'.。 点 QC 坐标 为 (2a cos a 一 a Sina, 2a sina+ta cosa). 

慌 ， 已 知 正方 形 的 一 个 顶点 为 4 一 4,0), 它 的 中 心 为 B(0, 3). 
求 其 它 各 顶点 的 坐标 . 

[分 析 一 ] 人 设 正方 形 其 它 三 个 顶点 为 B.C、D. 用 
分 点 公式 容易 求 出 点 0 的 坐标 ， 根据 | BB|= |DE| 
14E| 与 BDL4E, 列 出 83、 的 坐标 所 满足 的 方 
程 , 即 可 得 解 . 

[ 解 一 ]】 设 吕 C0 坐标 为 人 2 急 ， “五 为 4C 中 
点 ，…， 二 让 二 =0, z= 省 -二 一 3, y=6， 即 点 0 坐标 为 (4 6)。 

设 点 吾 坐 标 为 4 仿 ， .1B8E|=|DE|=|4B|, 

'， xz? (y -3)3= (4-0)+(0—3)?=25...0D), 
* BDLAE, :4.3 -1 


即 y= 2+3..@. 


解 、@@ 组 成 的 方程 组 得 
X 一 3 X= ~—3 
t {7 
“"。 点 如 的 坐标 为 (3, 一 了 ,点 也 的 坐标 为 (一 3, 7)。 
[分 析 二 ] 利用 复数 的 向 量 表 示 来 解 . 
[ 解 二 ] 设 点 如 坐标 为 (x, y), 向 量 且 4 绕 点 召 按 道 时 针 旋 转 90° 得 
向 量 召 B， 根 据 复 数 知识 可 知 :4 一 43%，BB 一 z+(y~3)i， 而 
《一 4 一 3) = 一 2 二 一 39)1， 3 一 上 一 2 十 人 一 3)， 利 用 复数 相等 条 件 


二 3 
解 得 | ，__1 … 点 了 人 标 为 (3， 瑟 。 同 理 可 求 得 点 0 坐标 为 (4， 6)， 
挟 D 坐标 为 (一 3, {1). 
25， 已 知 正方 形 4BOD 相对 两 个 项 点 4(0, 一 1) 和 0(2, 5)， 
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求 胃 外 两 顶点 BB 和 DD 的 坐标 . / 
[ 解 一 】 设 点 B、 品 的 坐标 分 别 为 (zg, ya) 和 (xp, yp)，''. AC 和 BD 
互相 平分 , 易 得 对 角 线 中 点 加 的 坐标 为 人 ,2)， 
7ZB 十 ZXD -1 .， Ys Typ 9.,, 
一 本 一 WU， 2 2 ©. 


|401=1B8D], 
(xs 一 7ZD) + (Ya — yD) =40...@. 
ACI BD, .. -yp 1...@. 


Tp— Hp 
联 立方 程 @、 名 、@@、@, 解 得 

28 一 一 4 Ys=3; Xp=4, yp 二 1]， 或 zs 一 人 yp 一 二 ; 2D 一 —2, bp 一 3. 
a B(—2, 3), D(4, 1) 或 B(4, 1), DC-2, 3). 

[ 解 二 ] 设 点 如 坐标 为 (z, 四， 向 量 8B 对 应 的 复数 = (zw 一 了) 十 
(y 一 2) 纪 向 量 加 4 对 应 的 复数 #2= 一 1 一 3i。， 根据 复数 乘法 的 几何 意义 可 
知 2 一 23。 即 

[C2—1)+ (~—2)]i= —1—3, (zt—1)i—(y—-2)=—1—3 

又 根据 复数 相等 的 定义 有 2 一 1 -3 和 y 一 2=1，., z= 一 2, y=3. 

即 点 BB 举 标 为 (一 2, 3). 


设 点 孔 华 标 为 (z, y)，*… 点 召 是 对 角 线 BD 的 中 点 ，.。 一 J 


引 =2 得 ?==4, y=1， 即 点 也 坐标 为 (4, 1). 


如 果 有 4、 如、C、DD 的 旋转 方向 是 逆 时 针 方 向 , 则 点 旦 和 点 DD 坐标 对 换 。 
即 点 如 坐标 为 (4, 1), 点 DD 坐标 为 (一 2, 3). z 

26. 已 知 正方 形 相 邻 两 顶点 坐标 是 4(p, 9), B( 一 gq, p). 求 
正方 形 的 中 心 坐 标 . 

[分 析 ] ” 设 正方 形 的 中 心 为 2， 则 [M4|= 
1MBl, 且 A4M1LBM, 故 允 点 可 求 . 

[ 解 」 妇 正 方形 中 心 坐 标 为 M(s, 9). 

” IMA|=|MBI|, 
(2—p)+ yq) =(2+q) +(y—p)".@D. 
MALMB, 
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联 立方 程 山 、 包 , 解 得 
{。 人 2 
V 一 2 十 9. 
正方 形 中 心 戏 的 坐标 为 (0, 0) 或 (p 一 gq, p+9)， 
[ 广 明 ] 取 48 中 氮 必 将 4 旋转 土 %" 也 可 得 解 . 


2 .已 知 两 点 4(oi 办 )、B(cza ya)， 求 以 4、B 为 两 顶点 的 
正方 形 田 外 两 个 项 点 的 坐标 . 


[分 析 」 把 4、B 作 为 相 邻 两 顶点 的 正方 
形 有 两 个 , 把 4、B 作 为 相对 顶点 的 正方 形 只 
有 一 个 , 据 此 可 根据 复数 乘法 意义 求解 , 
芋 解 ] 设 4. 吕 是 正方 形 的 相 邻 两 顶点 . 设 
顶点 Di 的 坐标 为 (z, 分 , 向 量 4D1 对 应 的 复 
数 一 = 《zw 一 21) 十 (y 一 yi 向量 48 对 应 的 复 
数 8g3= (Wot) (Yo — Yi)i, Bl't= po, 

[ (2-72) + (YY) i= (89 — 1) + (ya — Yi), 
(TED Y—Y) = (V01) + (ya — Yi1). 
T=0+ ya Yi 2 一 01 十 训 一 23。 
Di 的 坐标 为 (由 十 一 急 ， 对 十 狼 一 22). 
. 设 顶点 01 的 坐标 为 (z， 引 ， 则 向 量 BO1 对 应 的 复数 83 = (z 一 wo) 二 
(y 一 yg)i。 向量 如 4 对 应 的 复数 和 = 《m1 一 22) 十 (yi 一 Yo)i，241i=8， 
[oa 一 Z3) + Yi Ya)2]i= (£— 9) + (y ~ Yy2),, 
(21 -TDI— (1 —Y2) 一 一 02) + (YY —Yy2)1. 
T=7aT Ya ~ Yi, Y= TL1+ Ya 一 03， 
点 Ci 的 坐标 为 (zz 十 ya 一 21 十 %3 一 Za)， 同 理 可 解 出 
D3 的 坐标 为 (m1 + Ya Tot N11), 
Ca 的 坐标 为 (Wa Yi ~ Yo, Ta Ya — 21), | 
如 果 4 恕 是正 方形 的 相对 两 顶点 , 则 4B 中 点 下 的 坐标 为 


(2 和 经 ) 
号 2 ” 


y=0, 


8$823. 直角 坐标 系 
设 点 C 坐标 为 (x, 人 ,向量 有 4 对 应 的 复数 
gs = + 要 i 
向 量 人 MC 对 应 的 复数 
s(n 
_ 1 十 并， ( -各 # 娄 i 上 1 一半 9 Y1 一 Ya ; 
[ 5 )+(y 本 /aT 
-2 和 )( 委 半 如 )= 1 一 03 ，01 一 8 22 ; 
《 5 /一 以 3 
pit Ya ,M+ Ya + ra Xl 
EE /i 
2 2 
“。 点 C 坐标 为 


( 扫 二 吕 二 妇 一 的 四 
0 2 » | 友 


ICM|=1MDI，.“.， 点 口 的 坐标 为 


(2 二 2 二 旬 一 儿 VY! ， 识 上 如 2 
2 2 


28. 一 正六 边 形 4BODEBF (六 时 针 向 ), 点 4 位 于 原点 O 上 ， 
4B 与 % 轴 正 同 夹 角 为 a(0<a<90°), 边 长 为 <. 求 顶点 B.C、 


的 坐标 ， 
[ 解 ] 设 各 点 坐标 为 B(ze ye)、C(zo，%o)、 


Frwy, Yr), RN ip=a co8 oa, ys=a gin a, 
40=vV3a ZrAOC=a+30°, 
Xo= VM 3 a cos(a+ 30°), 
yo= MV 3 a sin(a+30°). 
XAF=120° 十 ca， 
ry=a CosS(120° +a), yr =a Sin(120° 十 ay ， 
所 求 各 点 坐标 为 
Bla cos a, a sin a), OC(V 3 aceos (a+30°), MV 3a sin(a+30°))、 
Fa cos(at+120°), asin(at+120°)). 


29、 设 平行 四 边 形 三 顶点 举 标 为 4(0, 0)、B(0, 5) ,O(a, 0)， 
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求 第 四 个 顶点 DD 的 坐标 . 
[分 析 ] 第 四 个 项 点 也 的 可 能 位 置 有 三 个 ， 用 对 角 线 中 点 重合 来 确定 
D 的 坐标 . 
[ 解 ] 设 第 四 个 顶点 的 坐标 为 Dlx, y), 分 三 种 情况 研究 . 
(1 阁 四 个 顶点 按 逆 时 针 硕 序 为 40DB, 则 


EP wi er 


点 也 的 坐标 为 (4, 5 十 0). 
(2) 若 四 个 顶点 按 逆 时 针 顺 序 为 408D, 则 
w+a 0. Yt+e _b z 
2 2 2° 
.。 0 一 一 妃 Y= 二 0 一 6， “。 点 了 的 坐标 为 (一 a, 5 一 0)， 
(3) 若 四 个 顶点 按 逆 时 针 顺 序 为 4DCB, 则 
0 一 0 gg 一 0 一 2 所 六 的 坐标 为 (%， oc 一 
30. 点 了 到 %? 轴 的 距离 与 到 gy 轴 距 离 之 比 是 3:4 且 与 点 
4(1, 2)、B( 一 3, 和 4) 所 组 成 的 三 角形 面积 是 5， 求 点 卫 的 坐标 
[分 析 ] 将 点 一 所 应 满足 的 条 件 转化 为 方程 , 然后 求解 ， 
[ 解 ] 设 点 三 的 坐标 为 (z, 思 , 根据 条 件 得 


yl_.3 ., 
| 4 山 
x yy 1 
1 2 1i|= 土 10...@®@, 
一 3 4 1 
3 _3 __3 _ 
加 Y= YT” 顺 I (: 可 人 
r+2y=0, [z+2y=10, [z+2oy=0, [x+2y=10., 
分 别 解 得 
t=0 { 一 。 {= { 
{ ,0 y=3, (y=0, (y=15. 


所 求 点 卫 坐标 为 ，(0, 0) 或 (4, 3) 或 (一 20, 15)， 
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31. 人 4B0O 的 三 个 顶点 为 4(0, @), BG, 0), 0O(0, 0), P、 
Q@、R、5S 为 内 接 正 方形 的 四 个 顶点 , 了 、S 分别 在 4B、 AC 上, 
以 天 在 BC 上. 求 点 了 、Q@、 DBD 的 化 标 . 

[ 解 ] 如 图 , 设 正 方形 边 长 为 y, 根据 条 件 


BO 04 a 
Uc— 
atc—b 

点 S、 忆 的 纵 坐 标 是 -% 一 02 
Gc—0" 


AD DS AD DP 


x " HE B08 
点 仿 的 横 华 标 为 XfI， 点 卫 的 横 坐 标 为 zo， 则 
ac—ab ac—ab 1 
atc—b ” 4 X 十 C 一 已 四 
ab—ac cc 一 好 由 ab—ac pz- “@ 
a+c—b a+c—b 
ab 
解 愉 得 wi 二 一 一 一 一 pr Ce 一 D， 解 包 得 29 二 5 二 5 二 TDD 
点 必 、 乙 的 坐标 分 别 是 


ac ac—ab Xp 5 一 CD 
(人 -2 小 (人 Es). 
点 也 坐标 为 (二 0), 点 9 坐标 为 ( 寺 2 D 0) 
5 用 解析 法 证 明 ， 连 接任 意 四 边 形 各 邻 边 中 点 而 得 另 一 四 
边 形 的 周 长 ， 等 于 原 四 边 形 两 对 角 线 之 和 . 


[证 」 建立 直角 华 标 系 如 图 。 设 四 边 形 项 后 
坐标 为 0C0, 0)、4(a, 0)、B(2, cy)、C(Q, 用, 则 
四 中 所 坐标 为 
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四 边 形 DBFG 的 周 长 一 | 万 画 | 十 | 下 克 十 |BG+1GD| 
-VBJGJ VE 
tN(3) 二 ) VC) (全 ) 


0 
2 


py 2 2 
~ VDT +V a-ad) + =|BO|+|40|. 
由 比 命 题 得 证 ， 


33、 设 刀 为 A4BO 边 BO 上 的 一 点 , 而 BD=2DO、 求 证 : 
14Bls3140la=-314D13 二 610D|2 
[证 ] 建立 直角 坐标 系 如 图 ， 信 4BC 三 项 点 
的 坐标 分 别 为 4(%, )、B( 一 24, 0)、C(a, 0). 
14B|?+214C|?= (2+20)° +9 +2(0— 0 +2y 
一 3(22 二 7 人 十 6o- 
~3|A4D]j?+6|0D|?. 


84， 人 和信 4BO 中 /0=2/4, 下 为 40 边 的 中 点 ，BO | A4O， 
0 是 委 足 . 求证 ，|OM|= 却 |BO|. 


[证 ] 取 A0C 所 在 直线 为 % 轴 , BO 所 在 直 
线 为 y 轴 建 立 直 角 坐 标 系 如 图 ， 设 人 4 一 
则 ZC 二 20.。， 点 召 举 标 为 (0，5)， 则 所 4 华 
标 为 人 ctg 9,0), 点 0 坐标 为 (一 8 ctg 29, 0)， 
点 于 坐标 为 4 0), 则 

2 一 忌 (cte 0—ctg 20) 一 去 c86G 20， 


即 omM | = 马 cse20 * JBC|=besc20, .. ou1= 却 |BOl. 
当 ~C 是 钝 角 或 直角 时 结论 仍 成 立 , 证 法 相同 . 
35， 人 入 4BC 的 重心 为 9, 了 为 任意 一 点 求证; 
(1) 3(GA+GB?+GO) = BO OA + 4B9 
(2) PA PB 4+-POI~-GA+GB GO +3GD", 
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[证 ] (1) 取 BC 为 xz 轴 , BC 中 点 为 原点 建 
立 直角 坐标 系 ， 设 乓 4、 B、 C 坐标 分 别 为 (a, b)、 
《一 c, 0)、Ce, 0), 则 重心 6 的 坐标 为 (全 部 ) 

3(GAI+ GB GO 一 2a2 十 302 十 6c2， 
BO 二 COC42? 十 .482 一 9a2 十 2034 十 6c2， 
3(G42 二 GB2-HG0O3) 一 BO2 二 0O42 十 4B2. 

(23) 设 太 了 坐标 为 (x, 9)， 

则 AP--BPOP=(2—a)?+ (yb + (Lto) ty + (v— 0 + 
—322+3y—2ar—20y+o + 0 +2c2, 
GA2+ GB +G0+3GP’ 


-+++3[(2- 各 ) + 全 号) ] 
To +0 t+ 2 一 本 十 可 


= 30%2 十 392 一 2az 一 200/ 十 a2 十 2D2 十 2c2 
忆 42 十 忆 PPB2 二 PO2 一 G42 二 GDB2 二 GO2 二 3GP2 


36. 在 正方 形 4BOD 中 , 过 一 个 顶点 也 作对 角 线 O4 的 平行 
线 DE, 若 10B|1=|AC|, 且 OB 交 边 D4 于 点 已 求证 148B| 
= |A4AF|. 

[证 ] 建立 直角 坐标 系 如 图 。 设 正方 形 项 点 
学 标 分 别 为 4C0, a)、B(a, @)、C(a, 0)、D(0, 0) 。 

0AfDE, .“. DE 在 第 二 象限 的 平分 线 
上 . 可 设 点 如 坐标 为 B(z, 一 2) (zs<0). 
* [CE|=|A4C|=V 20, 
(4 一 四 2 十 好 一 202. 
z 一 和 (1 一 WV 可 )， 故 点 如 的 坐标 为 (名 (1~V3), 名 V3 一 D). 
设 点 下 的 坐标 为 (0, 办， 恕 、F、O 共 线 ， 
a -一 a -— 
FL—V 3) FV3 —1) 1 
0 Y +1 
a 0 1 
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即 Ly(V E+tD- VID 
", y= (2— VM 3)a. .. 人 (2 一 V 3)a= (VvV 3 一 1)a， 
HBI=-AV SV -D+ VI- = (VI -Da. 


| =|AF|. 

37， 如 图 ， 已 知 等 腰 人 04B 的 一 顶点 重合 于 原点 , 顶 角 
所 40B 的 平分 线 0C 位 于 2 轴 的 正 半 轴 上 , 卫 为 其 内 部 一 点 , 其 
坐标 为 (4, 8), 设 人 BOA4A=29, 00=h. 求 点 妃 到 两 腰 的 距离 
1PD|、|PB| 和 到 底 边 的 距离 |PF1. 

[ 解 」 设 和 人 x70P=a. 

/x04A= /BOx=0, 
PD | 04, PE | .0B. 
[PDI = 10Plsin(g 一 四 
一 1]OPlcosawsing 一 |OPlsnacosb 
一 4Sinb 一 Dcosb0 
|PE|=|0OPisin(0 +a) = |OPl¢eosasin G+ |0Plsin a eos0 
=0Q BinO-b cos0. 

又 因 A048 为 等 腰 三 角形 ,CC 为 项 角 的 平分 线 ， .， 00 上 4B, 而 
PF | 4B, 故 点 下 坐标 应 为 (4, 5). 

,|PF|I=|h-al=h—a. 


38. 已 知 三 平行 线 已 、fa、8. 及 与 之 间 , 3 与 1s 之 间 的 距离 
分 别 为 a.5， 正 三 角形 4BO 的 三 顶点 分 别 在 红 、ls、 ls 上. 求 
此 正三 角形 的 边 长 . 
建立 直角 坐标 系 。 利用 14B|=1BC|=104| 
的 条 件 , 找 出 点 和 4 的 横 坐 标 x 与 a、b 的 关系 ， 
即 可 求解 ， 

[ 解 一 ] 如 图 建立 直角 坐标 系 . 设 4、C 两 
点 坐标 分 别 为 (x, 9)、 《5', 一 0)。 '“ 14B|=|BC|=140], 


Pla, b) 
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000 = 22 ) + (a+0)2, 
由 此 得 方程 组 . 
i 03 “0 
{204 42ab 0...@. 


2 2 
从 加 得 = 二 十 5 十 “2， 代 入 @@ 得 
3z:4-H32x2(a2 一 200 一 202) ~ (02+ 9040)2=0 


"f= 车 故此 正三 角形 的 边 长 


[ABI=V ote = S$ (atabtb =- Bata tb, 


[ 解 二 ] 建立 直角 坐标 系 同 前 ， 设 (Bz, B84)=p, 则 
(Br, BO) 一 9 一 杞 - 


“(BOm=|B0lsin ( p 一 们 ) 


=|BA|sin p cos 可 一 |BAlcos p sin 可. 


从 此 得 z= 2 .… ”正三 角形 的 边 长 


HB1= VGi 古 一 AM/ (2 二 号 二 的 = 对 VS 二 矶 下 5 
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39. 已 知 两 点 P( 一 1, 一 6) 和 4(3, 0), 延长 RP 到 4, 使 


4P|= 亏 |P@|， 求 点 4 的 坐标 
[ 解 」 设 点 4 坐标 为 (z, ). 根据 题 意 


人 一 上 4 工 
40 4 
1 
1 3 1_ 工 
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40. 己基 两 4 3) 和 Be, 0), 求 线段 4B 的 内 分 反 了， 
使 AP:PB=PB: AB. 
[ 解 ] 设 点 卫 的 坐标 为 《2, 纵 ， 后 


ZX 一 3 3-72... Ys .0 一 .， 
5 一 3 了 由 0 一 3 ©, 


由 四 得 zx? 一 22x 车 76 二 0， VE ”点 乙 内 分 4B，… 下 


z~11-3V5， 由 回 得 六 +3y 一 9~0, 解 得 y 一 一 和 3 5 ， 同 理 取 


y= 3+3V5. "，。 点 卫 的 坐标 为 (11-3V5 , -3+3V5) 

氏 . 设 人 4BC 三 顶点 的 坐标 分 别 为 A(wi, Yi)、B(rvs, ya)、 
C (za Ysa). 求 和信 4BO 的 重心 G 的 坐标 . 

[分 析 ] 三 角形 的 重心 G 为 中 线 4 的 三 等 分 点 ， 即 4G:GM =2;1, 
利用 分 点 公式 即 可 得 解 . 

[ 解 ] 设 BC 的 中 点 为 1 则 ww 一 名 从 ,yw 一 妇 区 ， 
21 十 LOWN 好 十 Za 十 2 ， 


”AG:GM=2:1, , Xa = To 了 


ye 一 Yi oy ++ ya 
”I+3 3 


故 重心 G 的 坐标 为 (了 2 十 2 十 办 ， 纹 士 %9 十 络 ) 


42， 求 证 平行 四 边 形 的 对 角 线 互相 平分 . 


[证 一 ] 建立 直角 坐标 系 如 图 .平行 四 边 形 。 ， 
4BOD 四 顶点 坐标 分 别 为 4(0, 0)、 BCa, 0)、 
Ca 十 D，c)、 忆 CD，c)， 


40 的 中 点 坐标 为 Mi (人 2 全 BD 
的 中 点 坐标 为 Ma( -2 二， 全) 304 与 Ms 重合。 “， 对 角 线 4C、 
BD 互相 平分 ， 


DBc)》 Cla+b,e) 
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[证 二 ] 建立 直角 坐标 系 ， 并 设 平行 四 边 形 4BCD 的 四 项 瓜 的 坐标 分 
别 为 A(wi, 1)、 Bra, ga)、C (a, Y3)、 DTa, Ys). 
AB= DO, (ABY ss= (DO sg CAB) 4,= (DO) sy,. 
Wa— i=0a— TOD, Ya— Yi=Y3— Ys "DD. 
从 了 世 、 回 得 zi 十 X33 二 Xo 十 0 十 Ya 二 Ya 十 有 即 
2Z1 十 Z3 ”23 十 ZX4 41 十 ba _ Yt ya 


3 3” 3 5323 
对 角 线 40、BD 的 中 点 重合 , 故 互 相 平 分 . 

43. 设 任意 六 边 形 4BCDBF, 各 边 4B、 BO 0D、 DEBE. 
FR ZE4 的 中 点 依次 为 天 、 WP Q ER AS、 求证 A4 PR 与 
信和 NQS 的 重心 重合 . 

{证 设 六 边 形 4B0DBF 的 顶点 坐标 分 别 为 . 

dl Yi) Ba, ya) ~ Cre, Y3)、 DRa, ya) BLs, ys) Pre, Ye), z 
则 六 边 的 中 点 尝 标 分 别 为 : 

21 十 Za Wty 02 十 23 Yat 十 2 十 
ee 对 和 


Q(T ee) R(t 多 二 经 ) S(t 各 闻 约 
2 ” 2 人 2 ” ” 23 人 2 ” 2 J 
人 到 P8 的 重心 Gi 的 坐标 为 ( 见 第 4 题 )， 


CT 十 2 十 05 十 we)， 


1 z 
ya = YY 二 ytyt yst+ye). 


A 人 NOS 的 重心 Gs 的 坐标 为 . z 
zo, = 二 Cat atvs+ ot) 
yo, = 二 (Yatyet yt yt Yet 
因 zo = TG, Ya, 一 ya 故 Gi 与 Gs 重合 . 
竹 . 任意 四 边 形 4BCD 四 顶点 坐标 为 4 (wi, 1)、B (wa, ys)、 


CO (vs, Ys)、D (wa, Y4)， 求证 两 双 对 边 中 点 连 线 如 G、FH 和 两 
对 角 线 40、BD 中 后 水 、 六 的 连 线 相 交 于 一 点 (叫做 四 边 形 的 
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下 均 中 心 ), 并 求 出 该 点 的 任 标 . 


[分 析 ] 分 别 求 出 三 线段 BG、F 及 、MN 的 中 点 ， 再 证 明 三 中 点 重合 . 
[证 ] 根据 条 件 , 点 吾 的 坐标 为 


(2 后 ) 点 G 的 坐标 为 (2 yt) 
BG 的 中 点 及 的 举 标 为 (人 2 各 了 +， -加 二 名 二 加 十 多 
点 下 的 坐标 为 (2 寺中 扫兴 点 可 的 举 标 为 (名 加 ,如同 ) 
FH 的 中 点 PP 的 坐标 为 2+ ts, yt ) 


点 下 的 坐标 为 (也 寺 空 ee) 点 杂 的 坐标 关 (2 和 wty) 
MN 的 中 点 0 的 坐标 为 ( 刀 二 空 二 十 下 at 
生生 4 下 


0 与 Pi、 Py 重合。 即 三 直线 如 GG、FH、MN 共 点 . 从 证 明 过 得 可 和 
_ 81 十 To3 十 3 十 民 Yi 十 Wz 十 Ya 十 Ya 
该 点 坐标 为 (+ tt ) 


入. 质量 均匀 的 直角 梯形 板 的 四 个 顶点 坐标 分 别 是 4(0, 0)、 
B8(7, 0)、CG 6)、D(0, 5).， 求 直角 梯形 板 的 重心 鼠 的 坐标 . 


[分 析 j 将 梯形 分 成 两 个 三 角形 A4BC 和 
入 40D, 分 别 求 其 重心 卫 和 8%, 再 根据 物理 知识 ， 
可 知 梯形 重心 ER 在 直线 PQ 上 ,上 县 

PR _ 人 40D 面积 
9 ”人 ABO 面 税 “ 
由 此 可 以 求 出 点 B 的 坐标 ， 

[ 解 ] 设 和 人 入 4BC 和 和信 40D 的 重心 P、@ 的 坐 

标 分 别 为 (44, 级 ) 和 (x2, y2), 则 


12 
= 三 认 一 全 一 2 Za= 二， 4 一 一 一 一 二 


3 3 3 
太 卫 和 的 坐标 为 
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0 0 1 
人 4B0 的 面积 = 二 |7 0 工 | -31， 
4 6 1 
0 0 1 
人 40D 的 面积 5.= 序 4 6 11=13, 
0 6 1 
PR 4 、 _ 
ae Ro 一 了 设 重 心 及 坐标 为 Go， 2)， 册 
1] 4 4 4 
_ 可 7 本 -3 ,_ +1730 
1 二 地 1 上 + 生 半 


点 互 的 坐标 为 ( 淋 , 党) 


46. 已 知 人 4BC 的 顶点 4 的 坐标 是 (3, 外 ,而 顶点 了 在 第 
二 象限 , 又 重心 9 的 坐标 是 (1, 1)、 

(1) 设 顶点 好 的 坐标 为 (ao， 纺 ,试用 4.5 表示 顶点 C 的 坐标 ; 

(2) 若 垂 心 0 在 原点 , 求 a、5 的 值 . ， 

[分 析 ] 点 0 随 着 点 了 而 确定 .把 (a, 5) 看 作 
定点 ,利用 重心 坐标 和 顶点 坐标 的 关系 , 可 以 求 出 
点 C 的 坐标 ， 又, 根据 垂 心 定义 可 知 40LBO，， 
BO.1.04, 从 而 可 推出 a、 5 的 两 个 关系 式 。 解 方 各 
组 可 求 出 5、 2. 

[ 解 ] (D 设 点 0 的 维 标 为 (%, 殷 , 则 1= 23 二 -1 一 2 二 


0 标 为 (4 一 5 一 了 ). 
(2) 0(0, 0) 是 醉心 ，;，40L BC， .， 二 -下 ~ 一 也 ,得 34+ 纪 
~-2…@0. 又 B0104， ， 村 > 一 一 名 ,得 (b++5)b 一 一 0? 一 34.…@ 


解 和 加 组 成 的 方程 组 ,得 a= 右 , b 一 一 五 或 4= 一 已, 5 一 二 ， 由 于 点 
_ .6 ， 2 
B 在 第 二 象限 ， “+ = 5B’ b= 地， 
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47， 用 解析 法 证 明 ， 平 行 四 边 形 一 顶点 和 任意 一 条 对 边 中 点 
之 连 线 与 不 过 此 顶点 的 对 角 线 互相 分 割 为 1:2. 

[分 析 ] 证 明 对 角 线 的 1:2 的 分 点 , 与 顶点 和 。 y 
对 边 中 点 连 线 的 1:2 的 分 点 互相 重合 . 

[证 ] 以 平行 四 这 形 一 顶点 为 原点 ,一 边 所 在 
直线 为 z 轴 ,建立 直角 坐标 系 ， 设 平行 四 边 形 四 
顶点 坐标 分 别 是 0C0, 0)、4(b, 6)、B(5b+a, 0)、 
Cla, 0), 则 4B 中 点 刀 的 坐标 为 (b+ 所 , o)， 设 线段 DC 上 1:2 的 分 点 
为 B', B' 的 坐标 为 (2, 分 ， 则 


a a 
_ b+ 可 十 可 


2 _ 20 十 20a y= ct0 _2c 
1 3 ”” 3 
工 十 王 十 村 


“。 本 的 坐标 为 (一 夺 环 ，- 守 ). 设 对 角 线 BO 上 1:2 的 分 点 为 再 0， 王 
的 坐标 为 (7, 急 , 则 


b+at0 26+2a c 十 0 2c 
3 
1+ 施 1 十 可 
RB' 的 坐标 为 (二 24 十 30 ， 衬 ) HW 和 EK! 坐标 相 同 ， EH'", 


E' 重合 . 直 顶 点 和 对 边 中 点 之 连 统 与 不 过 此 项 点 的 对 多 线 互相 分 割 为 
1:2 


如 采取 04 中 后 为 D, 同 理 可 证 ， 


48， 已 知 三 角形 三 顶点 坐标 分 别 为 4 (wi, yi)、B (wa, ya)、 
CO (ws, ys)， 三 边 长 为 |BC| =a、 104| =8、|4B|~c， 求 这 个 
三 角形 内 心 了 的 坐标 . : 

[分 析 ] ”如 图 ， 利用 角 平分 线性 质 , 先 求 出 点 
DD 的 坐标 ; 再 在 人 4BD 中 用 角 平分 线性 质 求 内 / é 
心 工 的 坐标 . 

[ 解 ] 设 “4 的 平分 线 交 BC 于 疡 ， 点 也 坐 “7 


83. 直角 坐标 系 3 


标 为 《2p， VD) = DO Tar 7 
十 地 十 二 
mc 
1 2 be 1 了 .2 bie 
一 一 
_ DLL 十 CTZa DYz1o 十 C 
Si 万 坐标 关 -+e Duet oy.) 
所 了 坐标 为 be De 六 
[BDI _ 5 . ac 
TBDI TD re 2 


设 内 心 坐标 为 (%, Y), ~ BI 平分 LABC, 


-hi ep 


ID |BD| G 


运用 定 比 分 点 公式 即 得 
六 一 c21 十 Do 小 CO3 y 一 ao1 十 Da 十 Co1a 
4 十 DB 二 CC G 十 六 十 < 


让 了 的 雁 枝 类 (te 2 二 cg ) 
中心 了 的 坐标 为 人 一 5 一 TO |/ 


[说 明 」 在 解析 几何 中 引用 平面 几何 知识 , 常 可 简化 解 题 过 程 , 本 题 即 
运用 了 人 角 平 分 线 的 性 质 定理 .用 相同 的 方法 可 得 人 4BC 三 个 旁 心 的 坐标 
分 别 为 


7 人 byat cya— oy ) 
<\ bitico—a ” bte-a 人 


7 ( crs+am—br cyatayi— oy ) 
cta—b ct+a—b ” 


了 人 a ee 
° a+b—c atb—c 


49. 已 知人 4BO 三 个 顶点 坐标 为 4(w, 9y1)、B(vs, y9)、 
O(ws, Ya), 在 顶点 4、B、C 处 分 别 挂 上 质量 为 ma、 ms、ms 的 物 
体 , 求 此 三 物体 的 联合 质心 . 

[分 析 ] “ 先 求 3B、C 处 两 物体 的 联合 质心 马 再 求 它 和 4 处 物体 的 联合 
质心 型 , 则 改 就 是 三 物体 的 联合 质心 . 

[ 解 ] 设 总 B.C 处 两 物体 的 联合 质心 为 加 (zz, ya), 根据 物理 知识 可 知 
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Lk Ma 
z of Mo 3 _ Marot Mara ma 72013 十 ?303 
By TT ™ 
ne nn 7 mm 
1 ma 13 十 79 1+ 9 5 十 3 
ho jo 


点 加 的 坐标 为 人 et ays.) 祝 点 召 处 的 质量 为 


Mo 十 Ma ” 7%9 十 ?03 


人 92 十 1% 
109 十 ms， 设 召 、4 处 两 物体 的 联合 质心 为 内 (2, 力 ， 则 地 7 =, 
mat ma ,Morat mar 
六 一 1 ?7 mms mT1 + m2 二 730a ， 
1 Tg Ma mi 个 Nz 十 ?9 
Wa! 
+ mo Ta M22 Mya 
4 一 91 M1 ma ms MY mya may 
了 十 923 十 7723 m21 十 ?0 十 ?023 ® 
ms 
三 物体 联合 质心 到 的 坐标 为 


miTt+ mato mara Miya Nys ) 
mmatma 7 m1 m2 9 L 


[说 明 ] 应 用 数学 归纳 法 可 以 推出 % 个 质点 的 质量 中 心 公 式 : 


D3 Ms "ws Ms 
光 二 一 一 ， Y= 
之 Mi 2 


50. 三 角形 的 顶点 是 4(0, 0)、B(4, 8)、0(6, 一 和 扩 以 
分 4B 边 成 比 3:1, 太 是 40 边 上 一 点 ， 且 人 4 面积 等 于 
八 4BO 面积 的 一 半 .， 求 尽 久 分 40 边 所 成 


的 比 . : 
[分 析 ] 列 出 点 广 坐标 所 应 满足 的 条 件 , 然后 求 


Yh - 


解 . 
、 _。 ,. AM 3 
[ 解 一 ] 设 点 1 坐标 为 (z, 四， 亲 厅 = 于 ， 
. 
0+3x4_a。 ,_ 0+3x8 _ 
rr, YT 一 


点 姓 的 坐标 是 只 (3, 6)， 
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6 一 人 1 
人 4BO 面积 = 去 4 8 1|-=32 
0 0 1 
_ 一 . 一 2 
设 点 马华 标 为 (2, 拉 ，"… 4、NC 三 点 共 线 ，… 艺 一 -下 ， 即 区 = 一 也 乞 
由 方程 组 ， 
y= 3 spors (QD) 
x 二 44 
0 0 1 外 | 
于 | y 工 | -16…@@ y 一 一 避 
3 6 1 
点 邓 坐 标 为 { 生 一 避 ) ~ 全 ~2. .点 下 分 40 所 成 的 比 


为 2:1. 


_、 、 AN AN 入 AM 3 
-一 一 = 一 i] -一 ~- 一 一 -一 一 一 一 一 .一 一 一 
[ 解 一 」 设 和 0 ~» 则 了 一 了 TF -AB 一! 而 
-全 4WN 的 面积 _ AM-:AN _I 3..4 1 
和 俯 4BC 的 面积 4PB.4OC 2: 4 i+A 3° 


A=2. .。 操 站 分 4C 所 成 的 比 为 2;1. 

5b1. 国定 和信 4B0 的 底 边 BO 的 位 置 ,使 项 点 4 在 BC 一 侧 移 
动 , 分别 以 B、O 为 直角 项 点, 以 4B、AC 为 腰 向 三 角形 外 作 两 
个 等 大 直角 A4BD、A40 百 ， 求 证 D 也 万 的 中 点 用 为 定点 ， 

[证 ] 以 直线 BO 为 z 轴 、BO 中 点 0 为 
原点 , 并 使 点 和 4 在 % 轴 上 方 , 建立 直角 坐标 
系 ， 设 |BC|=2a, 则 B(~a, 0)、C(a, 0). 
设 点 4 坐标 为 (40, go)，'. 人 441C0 哇 
ACEE, .. 1CB = 44 ， 则 i=Oa 
一 0 十 加 ，%a 一 14C| = 一 au 一 0。， 同样，zp= 一 4 一 yp, yp 一 4 十 0 

设 DE 的 中 所 型 的 坐标 为 (%x, yx), 其 中 


_ Mp+ Vp 
2 


2 YE 一 0 


化 好 二 0， Yu 二 


即 点 避 的 坐标 为 (0, 9)， 故 为 定点 ， 
6562， 以 三 定点 4(w1i, Y1)、B(wa, ya)、O (ze, Ya) 为 顶点 的 三 
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角形 4BO 内 部 有 一 动 点 P(zo, yo)， 作 以 BP 与 OP 为 两 边 的 
平行 四 边 形 BPOD, OP 与 4P 为 两 边 的 平行 四 边 形 OPA， 
AP 与 BP 为 两 边 的 平行 四 边 形 4PBF， 车 G 为 人 DEF 的 
重心 ，() 求 Q 的 举 标 ; (2) 证 明 GP 经 过 与 己 位 置 无 关 的 一 个 
定点 , 并 求 此 定点 的 坐标 . 

[分 析 ] ”利用 平行 四 边 形 对 角 线 互相 平分 的 
性 质 , 可 求 D、 吾 、F 的 坐标 , 从 而 得 解 ， 

[ 解 ] (1) '. BC 与 PD 互相 平分 ， 


XpD 十 20 Tatra .PT 十 加 Yat Ya 
2 2 “ 2 2 


. XDp=—=Xo+ Ta3— To, YD YT Ys Yo. 
同 理 ， Vp—= Vai m1 To, Ya—Yy3+ ~ Yo. 
Xp 一 4 十 23 一 20 Yr Ya — Yo, 


。 23 十 03 一 20 十 23 十 21 一 20 十 21 十 03 一 00 2(%1 十 3 十 9) 
， je 一 一 人 一 一 


2(oi 十 92? 十 
go 一 二 人 上 ge 二 ga 一 和 


(3) 6GP 的 中 点 到 的 坐标 为 : 


Wec 十 Z6 01 十 %3 十 3 Yat yo _ TYyat ya 
MT 3 ?yx 3 


、 2 X11 十 Xa。 名 十 加 十 43 
GP 经 过 与 尸 位 置 无 关 的 定点 厅 ( 刀 士 委 二 宅 ， 基 二 的 二 ) 


53. 设 直线 483 的 倾角 等 于 由 0(3, 一 外 )、D(0, 一 9 两 点 所 
确定 的 直线 的 倾角 的 2 倍 , 求 直线 4B 的 斜率 . 


[ 解 ] 设 直线 0D 的 倾角 为 则 记 0- 一 5+9 一 和 4 
:。 直线 4B 的 斜 康 
8 
_irog__ 3 . 3 24 
ble 7 
0 


殉 . 求 下 列 两 点 连 线 的 斜率 与 倾角 ， 


83. 直 衣 坐标 系 39 


(1) A(—~2, 4). B(-3, v3 十 和 | 
(2) A(Recosa, Rsing) BCR eos B, R sin B), 


(- 本 < 全 二 < 号 ) 


[ 解 ] (1) 直线 4B 的 斜率 ha 一 3 十 4 一 4 _ VB, 故 A4B 的 倾角 


一 3 一 (—2) 
为 至 . 
(2) 直线 42 的 斜率 
2 sin o—b cos <+h 
人， 一 Ek(sin a— sin B) 2 2 
23 Fi(eos a— Cos B) ~2 sin < gin 2 
2 十 局 _ atpB 
cg 一 7 地 (< 人 + 全 
_m_atB_w 人 二 1 
< 0 < 十 可 之 是， 
故 4B 的 倾角 为 <5 全 十 卸 


66. 已 知 一 道路 上 两 点 4( 一 1854, 2100)、B(1054,， 一 1900) 
(单位 为 米 ， 坐 标 系 2 轴 的 正方 向 为 正 北 方 )， 试 求 有 向 直线 
4B 的 方位 角 . 

[分 析 ] 4B 的 方位 角 是 (Oz、4 荔 ， 即 以 并 为 始 边 ，4 节 为 终 边 之 角 ， 
注意 它 与 直线 4B 倾角 的 区 别 . 

[ 解 ] (AB)o~ ta— rt4= 1054 一 (一 1354) =2408, 

(4B)o=ya—ys= —1900—2100= 一 4000 


_ YB—YA 一 一 4000 加 
tg (0%, AB) = a 1.6611, 


根据 点 4、 召 的 坐标 可 知 (Oz, 4B) 在 第 四 象限 ， 
(Ox, ABP) 2 360° ~ 58°57'—=301°3" 
56. 八 4BO 中 , 4T 为 人 4 的 内 角 平 分 线 , D. 召 分 别 在 4B、 
4C 上 , 且 18D|=|0B|, BO、D 如 的 中 点 分 别 为 以、N， 求 证 
MN / AT. 
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[分 析 ] 线段 BC、ZD 的 中 点 到 、 六 分 别 依赖 于 这 两 线 毁 的 端点 坐标 ， 
考虑 到 47 是 L048 的 平分 线 , 改 可 取 4 为 原点 
47 所 在 直线 为 x 轴 , 建立 直角 坐标 系 。 用 参数 做 
定 145|、14C|、1BD| 及 <C4B5 以 后 ， 计 算 有 关 
各 点 的 坐标 ; 若 得 yx 一 yw， 即 可 得 证 . 

[证 上 取 4 为 原点 47 所 在 直线 为 轴 ,， 建立 
直角 坐标 系 ( 如 图 ). 

设 LZ04B=26, 14B|==2m, 1401=20 |BD|=|10B1=2, 则 BC、 DD、 
各 点 坐标 分 别 为 : 

B(l2m cosD 2m sin 0)、 C2n eos0, —2n sin 0).、 

D2(m—i)cos 0, 2m—D3in0、 En—D)ceos0, -2%—lsn0). 

至 、 两 点 的 纵 坐 标 分 别 为 : 


yu 一 二 (Yst+yo) = (mm —%)8in 9, 


gw 一 二 (gp 十 9 有 一 (mm 一 仿 sm 0. 


.yu=yx.。 故 MN/ AT. 

[说 明 ] 用 解析 法 解 几何 题 ,首先 要 选取 适当 的 坐标 系 .一般 利用 图 中 
的 垂直 关系 \ 特 殊 点 ,选取 坐标 轴 与 原点 .同时 根据 题 中 条 件 , 选择 适当 的 
参数 , 使 有 关 点 的 坐标 便于 计算 . 选 参 数 时 , 不 局 限于 线段 长 度 , 有 了 时 角度 、 
线段 长 度 并 用 .选用 参数 的 个 数 不 宜 过 多 , 能 使 问题 的 图 形 确定 即 可 . 


B57. 在 直角 个 4BC 中 ，L 人 O90”， 人 和 4 的 平分 绕 41 交 BO 
于 ,ODL 4B 交 4T 于 Q@, TR14AB 交 4B 于 RR 求证. 
QB/ BC. 


[分 析 ] 车 以 4 为 原点 , 47 为 + 轴 ， 建立 直 
角 坐 标 系 , 并 设 ZC04B=20, | 47| = 则 可 求 
点 各 .如 、C 坐标 ,并 由 po 一 Kor 得 证 . 

[证 」 取 4 为 原点 47 所 在 直线 为 2 轴 ， 
建立 直角 坐标 系 ， 则 点 了、C、B 的 坐标 分 别 为 
(a, 0) (a cos20， 一 48inogcosb)、(acos20，asin bcos 的 ， 又 设 点 怠 的 坐 
标 为 (Ki, 0)， 


8$82. 直角 坐标 系 条 


rit vt tn 


. gsinf cosb ， 加 
COLAB, .. Dog ‘te 1, ,. Xi=4 Co0s20. 
RQ、C7 的 斜率 分 别 为 ， 


kpo= a sin 0 cosb ~ctg 0, for= oan ee -ctgb. 


a OS 0 — 0 c08 320 
/ kpo=kor, .. QRYBC. 

58. 在 八 4BO 中 , 4D 为 人 4 的 平分 线 ， 4M 为 中 线 , 过 B 
作 4DD 的 垂 线 与 4M 的 延长 线 相交 于 如。 ， ， 
求证 ED/ AB. 

[证 ] 取 和 4 为 原点 , 直线 4D 为 4% 轴 , 建立 直角 
坐标 系 ， 设 14B|=2c,，|40|=2b, 人 C4B=29, 
MB(C2c cos0, 2c8in0). COC(20¢c080, —22 8in0). 
点 到 的 堂 标 为 : 


2 一 (十 cycos 6， yu= (Cc—b)sin 0. 
令 点 召 的 坐标 为 (za, ga)， 则 za 一 2c cos 6， 4、ML、 召 三 点 共 线 ， 
(c—b)sinG ya 2c(c—b) 
(c+b)cos0 2cco0s0’ “2 十 5 
令 点 也 的 坐标 为 (co 0)， 了、D、C 三 点 共 线 ，… BC、BD 斜率 相 
2(e 二 bsinb0 2csing 
交趾 23(e 一 byeos0 2ccosb 一 Zp 从此 解 出 
2cfkc 一 D) 4be 
c+b 


一 2 _ 一 
Xp 一 2000SO GoSO pT co3 0, 


直线 DE 的 斜率 为 
2c(c—b) ,in 


kps=hkas=tg0, .. DE f AB. 
59. 证 明 两 点 PiCwi, Y2)、 Pa(%a, Ya) 在 原点 张 直角 的 充 要 条 
件 为 mas+4sya=0 《点 Pi 和 Ps 都 不 和 原点 重合 ). 
[证 ] 必要 性 设 点 Pl、Ps 都 不 在 9 轴 上 ， `” 和 人 Pi0Ps 二 30， 
,~ 基 ' 汪 = 一 1， 即 yya 十 X12 二 0。 如 果 点 Pi、 Ps 中 有 一 上 感人 在 Y 轴 上 ， 
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ul Zi.0o 一 0 PiOP,=90°, 。。 男 一 所 必 在 ZzZ 轴 .上 ， 元 妇 "Ya 二 0. 
从 而 ga 十 Zizos=0。 又 , 点 PI、Ps 不 可 能 都 在 y 轴 上 . 
充分 人 性， 设 N1、 za 都 不 等 于 0 '… zlzs 十 193 一 路. 了 —l 


即 0P1 OPs，“，LP10Ps 二 90”.。， 如 果 内、za 中 有 一 个 为 9， 不妨 人 充 
=0。， '… 05123 十 gg 一 0，.… "Ya 一 0; 但 级 天 0，.“, gp 二 0, 即 点 全 在 y 
轴 上 而 点 在 z 轴 上 ，.“，ZPi0Ps 一 90”， 又, xi、va 不 可 能 都 为 4， 


60. 试用 解析 法 证 明 蔡 形 对 角 线 互相 垂直 平分 . 


[证 一 ] 取 鞭 形 4BCD 的 对 角 线 40 为 x* 轴 , 4C 中 点 0 为 原点 , 建立 
直角 坐标 系 (图 了 ), 设 4( 一 a, 0)、0(a, 0), 菱形 边 长 为 88>>a), 则 另 两 
个 顶点 的 坐标 满足 下 列 方程 ， (2 十 @)?+ 纺 二 (2 一 4)?+yP 二 2 解 得 : 
B(0, V3 一 2) .D(C0, 一 V 1--a)，… 卫 、 也 两 顶点 在 y 轴 上 , 且 与 原点 
距离 相等 , 故 萎 形 480D 的 对 角 线 40、BD 互相 垂直 平分 ， 


图 1 图 2 


[证 二 ] 取 净 形 4BCD 的 一 顶点 4 为 原点 , 4B 所 在 直线 为 2 轴 , 建立 
直角 坐标 系 ( 图 2， 萎 形 边 长 为 % 一 内 角 人 84 站 = 入 锐角) 四 项 点 坐标 
分 别 为 . 4(0, 0)、B(a, 0)、C(atacos0, asin0G)、 D(a cos 0 asin 0), 
对 角 线 40、BD 的 斜率 分 别 为 

1 一 asing _ 8sing posing __sing 
全 a(l+cos0) 1l1+eos0” 3 Qcos0—a co0—1° 
sin?2 0 ， 
[sosp 一 -DT 一 —1, -i AC LBD., 
4A0、BD 的 中 后 性 、VW 的 坐标 为 : 


2 一 避 代 十 co8 0), yu 一 可 sin 0， 


vat = 了 (1+c0s 0), yy 一 瑟 Sin 0, 
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以 、N 重合 , 即 4C、BD 互相 平分 . 

61. 以 人 MABC 的 两 边 4B、4C 为 边 , 分别 向 三 角形 外 作 两 
个 正方 形 4BDE、A4OFG, 设 处 、 工 为 它们 的 中 心 , 用 为 BO 
的 中 点 .求证 ，|KM|=|LM|, KMLLAM. 

[分 析 ] 适当 建立 直角 坐标 系 后 , 求 出 点 
4 了 CC 人 二 到 各 点 坐 标 , 用 距离 公式 和 
垂直 条 件 就 可 证 明 . 

[证 」 以 直线 BC 为 z 轴 , BC 边 上 高 40 
所 在 直线 为 Y 轴 , 建立 直角 坐标 系 ， 设 乓 
4、 BB、0 坐标 分 别 是 (0, @)、《b, 0)、(c, 0), 则 点 UL 坐标 为 (于, 0). 设 
正方 形 40FG 中 心 荆 的 坐标 为 (z, 人 则 因 4L1LCL 且 14L| 一 10CZLi, 得 

| yo Y 1 
水 LV—cC 
2 十 (2 一 0)2 一 (2 一 c)2 十 1 
CS 人 


wz. 


-L(ga— ~ 
9 一 可 ( C)， Vy 2 (ct+a). 


¢=(C +a) 
根据 图 形 位 置 应 取 


点 工 坐 标 为 (< 沁 2, < 和 + ). 同 


9 一 可 (C 十 0)， 
理 求 得 正方 形 4BDB 中 心 玉 的 坐标 为 (5,45 一). 


2 
rv + | 4 ) lV tao rr, 
1 


VV 《〈a 一 D)7 十 (ce 十 c)5 


EE 


|ML|= |MKI|. 
cio Gb 
Rur kyr™= 2 2 +o. 0b 1, 


c+a b+e l b—-a _ 0 十 c a— GD — 《a+c) 和 
4 4 2 3 
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ML | MEK. 
[说 明 ] 证明 有 关 线 有 跋 的 祖 等 平行、 垂直 问题 ,一 般 是 先 确定 有 天 点 的 
坐标 , 再 利用 距离 .斜率 等 公式 以 及 平行 .垂直 的 充 要 条 件 进 行 论证 . 
62. 梯形 4BCD 的 两 底 |4B|、|CD| 之 和 等 于 一 腰 | BO|， 
另 一 腰 |4D| 的 中 点 为 P. 求证 PB Po. 
[证 ] 取 扣 如 为 原 上 总 ，4B 所 在 直线 为 x 轴 ， 建 


立 直 角 学 标 系 如 图 。 设 梯形 四 顶点 坐标 为 : 
Atla, 0), BCO0, 0), Cb, oc) Db+A, ©). 


+ Cb c) DIDZHIC) 


14B|1+1CD=1B01，… atad=Vb+o, 
即 《十 的 ? 一 p=o3 P(e to, 号 
“、BP、 OP 的 斜率 分 别 为 ; 
C 
1 2 -2 js- -3 _ _ - 。 
Fatbtd) “tote b—FCb+tatd) (ot 
. C3 0 , 
i .. BPLICP. 


63， 俯 4B0 中 ,40B 90°, 分 别 以 04、0B 为 边 在 这 三 
角形 外 侧 作 正方 形 0A40D、0BEF. 为 4B 的 中 成 ， 求 证 
OM | DF. 

[证 ] 取 0 为 原点 04 所 在 直线 为 z 轴 , 建立 

直角 坐标 系 , 设 4(a, 0)、B(0, 5), 则 DO0, 一 2)、 


(5b, 0)、M( 各 , 也 )，0M、DF 的 斜率 分 别 为 


b 
2 _b 一 Q 
Kom a pe py OFb Db 
2 
Kow"Fpr= 一 二 。 OM [DF 


64. 平行 四 边 形 4BOD 中 , | BO| --3| 4B|, 车 将 4B 向 两 方 
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延长 使 14B|=|14B|=1BF|,， 求证 OB81DF. 


[证 ] 取 4 为 原点 ,4B 所 在 直线 为 Z 轴 ， 
建立 直角 坐标 系 ， 设 14B|=a, 人 BA4D=0, 
则 各 氮 爸 标 为 : 4(0, 0)、E (一 a, 0)、 
F(2a, 0). CO (a+2acos0, 2asing). 
D(C24 cos 0,24 sin 9), CBDF 的 和 斜率 分 别 为 


1 一 Da sind sin 0 
oF gtoacos0Fa 1l+cos0’ 
1 一 2asing Sing 
D5 DyecosO—2da cos0—1: 
| 
hong'hpp—— SH CC 一 一 1 | 下 


cos’ 0—1 

65. 在 和信 4BC 中 , |4B|=|40|, 作 高 4D、BB 相交 于 五 ， 
引 如 PLBO, 垂 足 为 了 ,延长 4D 至 G, 使 1DG|= 12 点 
以 为 4H 的 中 感 ， 求证 BML BG. 
[证] 取 BC 所 在 直线 为 “ 轴 , D 为 原点 , 建立 
直角 坐标 系 如 图 . 设 1BC| 24, 人 4BC 人 BC4 
=a 则 各 点 坐标 分 别 为 ，B(w 0)、4C0, a 志 o)、 
H(0, ae 权 轨 ， 马 点 维 华 标 为 

加 一 2 8in a cos a = SIn 2a., 

从 而 可 得 1,G 两 点 坐标 为 UM(0, 名 (tga+otgo) )、 
GC0， asin 24)。BM 与 BG 的 斜率 分 别 为 : 


位 
_3Sctce 1 1 
BM Oa : 2 sin a eos a Sin 2x ” 
jae= 二 452 一 sin 2 ‘ houhoo——l, .. BMLBG. 


66. 人 4BO 两 边 BO、C4 上 的 高 分 别 为 4D、B, 好 为 边 
48B 的 中 点 ,好 为 DB 的 中 点 , 求证 MNLDE. : 
[分 析 ] 从 证 MN.LDE, 可 先 确 定点 也 、 万、 了 L、N 的 坐标 适当 选取 
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公 标 系 ， 用 参数 设 定 14B|、LBAC 和 ACEB4 
以 后 , 根据 人 4BBE、 八 4BD 是 直角 三 角形 的 条 
件 , 就 能 算出 D、 召 、 必 、 的 坐标 通过 和 斜率 计 
算 可 证 MN DE. 

[证 ] 取 委 为 原点 ,， 48 所 在 直线 为 2 轴 , 建 
立 直角 坐标 系 如 图 ， 设 14B|=24， 人 B40 
a，LCBA4A=B， 则 点 M 的 坐标 为 (la, 0).。D、 吾 的 坐标 分 别 为 ， zp= 
2a — 24a cos2B = 2a sin? B, yp = 24cosB sinB=asin 28; ws = 24 COs’ a, 
yz 二 24 cosasina 二 a 8in 2a.， .“. DE 的 中 扣 VW 的 坐标 为 . 

vy=a(cos’ atsin* B), yy=a Sin(a+B)eos(a— B). 
DEB 的 斜率 : 
alsin2a—sin 28) 2¢cos(at+B)sin(a—B) tg(a— BY: 


“pz 一 2a(cos3w 一 sin28) (1 上 cos 2x 一 1 十 cos 326) 
MN 的 斜率 : | 
hwv=.9 sin(a+B)cos(a—B) _ sin(a+8)costa—B) _ ctg(a—B). 


” alosia+sinB—1) sin(a+B)sin(B—a) 


此 DB Air 一 一 ，。 MN | DE 
[说 明 ] 第 64 一 66 题 同时 选用 线段 长 和 角度 作 参 数 ， 使 坐标 计算 比较 


简便 . 

67?7. 在 正方 形 4BCD 中 , 过 顶点 C 任意 作 一 直线 O 交 4B 
-于 加 ,以 书 为 中 心 ,CEB 为 半径 作 弧 交 人 BAD 的 外 角 平 分 线 于 
.求证 O08 | BF. 


[分 析 ] 利用 正方 形 两 邻 边 互相 垂直 关系 , 以 点 D C 
4 为 原点 ， 两 邻 边 所 在 直线 为 轴 ， 建 立 直角 坐标 
系 ， 和 欲 证 5 55， 只 须 证 losg*paz 一 一 L， 当 百 FF 
的 坐标 用 参数 设 定 后 ， 利 用 五 到 两 轴 距 离 相等 及 A FEF BX 
1#| 二 180O| 就 可 确定 点 下 的 坐标 , 

[证 ] 取 4 为 原点 48B 所 在 直线 为 4 轴 , 建立 直角 坐标 系 ， 设 正 
方形 边 长 为 a,|4B|= 和 则 点 C、 吾 坐标 分 别 为 (a, 9)、 以 , 0)， 因 
FF 在 人 BA4D 的 外 角 平 分 线 上 ， 故 邻 FC 中。 1F8|=|BC]， 
“AT += (a 和 ?Ta 即 访 十 和 WW 一 =0， 解 得 =a 一 入， 
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Ha 一 一 4 不 合 题 意 )。 直 线 CB、EF 的 斜率 分 别 为 : 


jcp= 一 ，jzppr= 一 一 一 卢 - 
性 总 六 一 和 ? EF + 


Fog Pap= 0 -1 


CAIATA TONG- 
OB | EF 
68. 三 角形 4BC 三 顶点 坐标 为 4 21, 1)、B (za，Ya)、 
C (wa, Ys)， 求 证 各 边 中 点 连 线 分 此 三 角形 
为 四 个 面积 相等 的 三 角形 ， 

[证 」 线段 A4C、4B 的 中 点 D、 吾 的 坐标 分 别 为 

全 加 (2 名 地 如 

O 时 ™ . 了 9 


2 2 
“。 和 人 ADE 的 面积 是 下 式 的 绝对 值 ; 
41 4 1 
1 Ti+ To Yi 十 YY 于 1 1 Y1 l 
部 2 2 ~ 04 十 Ya M+y 2 


ee 


21 十 03 Wi 十 b3 1 XI 十 Za i+ys 2 
2 


jt 


Ta 3 
wa 3 


1 
8 


jt 


w1 Yl 工 


Zi HY 1 

To ya 1 

Z3 ya 1 

“… 和 4DE 的 面积 是 和 作 4B0C 面积 的 四 分 之 一 ， 同 理 可 十 : 
和信 BEF 的 面积 = 人 FCD 的 面积 


= ADBF 的 面积 = 卫 人 480 的 面积 ， 


人 4ED 的 面积 = 人 入 BBF 的 面积 = 人 FCD 的 面积 = 俯 DEF 的 面积 . 
[说 明 j 用 解析 法 证 明 有 关 直 线 图 形 面积 的 一 些 性 质 , 常常 是 通过 三 角 
形 面积 公 江 导 .35) 计算 证 符 ， 


而 人 4B0 的 面积 是 去 的 绝对 信 ， 
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EE es 


69. 己 知 梯形 04BO, 一 腰 4B8 中 点 为 求证 三 角形 
CC 的 面积 是 梯形 C4BC 面积 的 一 半 . 


» 

[证 ] 如 图 建立 直角 坐标 系 ， 设 梯形 四 项 点 8 
坐标 为 : O00, 0)、 Ala, 0)、 BO, c)、 Ca, c), MM 
则 点 下 的 坐标 为 ( 23 总 ) _ | 

g++b OO 
AOMC 的 面积 81= 寺 | 3 可 [= 上 5 一 四， 
2 4 
a 他 
梯形 04BC 的 面积 Bo= 人 (ae 二 5- 四。 … S153. 


?0. 已 知 平 行 四 边 形 04BO, P 为 AO4B 内 任意 一 点 . 求证 
AL BC 的 面积 等 于 人 PBO 的 面积 与 AP4B 的 面积 之 和 |. 
[证 ] 如 图 建立 直角 坐标 系 .。 设 平行 四 省 Cc 


边 形 四 顶点 的 坐标 为 ，0 (0，0)、A4 (a，0)、 
Pa 二 D c)、C(b, C0). 又 ,点 三 坐标 为 (4%, y)， 
”点 卫 在 入 048B 的 内 部 ， 2 
2 Yy 1 2 yl1 
. APBO 的 面积 太一 元 at+b c 1 = 二 a 00 =4(c—) 
D Ce 1 bp CC 工 
rT yy 工 
APBO 的 面积 54= 注 atbo 1 = (2ay—by). 
0 01 
a 0 1i a 0 1 
AP4B 的 面积 = 二 atb ec 1 ~ 三 5 ce 0| 
rr 4 Y 一 4 Yy 0 
= 字 (by cz+ac). 


Sst Ss 二 Cv-bytby -cstac) =T(a0—ay) =S1. 
即 APBC 的 面积 等 于 APBO 与 AP45 的 面积 之 和 ， 
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[说 明 ] 《1) 根据 点 的 坐标 , 运用 行列 式 求 三 角形 的 面积 ， 应 取 其 绝对 
值 的 一 半 ， 但 采用 绝对 值 记号 , 将 给 计算 带 来 困难 , 如 能 按 项 点 的 逆 时 针 
方向 顺序 , 写 出 顶点 华 标 的 行列 式 , 则 可 确定 其 值 必 正 , 故 不 需 再 加 绝对 值 
记号 ， 本 题 计 算 三 角形 面积 即 用 此 法 .。(2》 如 点 卫 在 人 A0BC 的 内 部 , 则 


Ss 一 二 (ay 十 by 一 cz), 就 有 Sa 一 SG 十 Sa 


氏 、 任意 四 边 形 480D 中 , 边 4B、0D 的 三 等 分 点 分 别 为 
.FF 和 GG 过 求证 四 边 形 4BOD 的 面积 是 四 边 形 BFGH 
面积 的 三 伴 . 

[分 析 ] ”在 建立 适当 坐标 系 ,并 假设 4、B.C、 
DD 四 点 的 坐标 后 ,根据 定 比 分 点 公式 易 得 恕 、 政 、 
G、 互 四 点 的 坐标 。 再 计算 四 边 形 4BCD 和 
AFG 了 HH 的 面积 , 进行 比较 . 

[证 ] 建立 直角 坐标 系 如 图 。 设 四 边 形 4BOD 的 顶点 坐标 上 顺 次 为 
《0, 0)、(3a, 0)、(35, 3c)、(34, 3e)， 则 分 点 加 、 也、 G、 五 的 坐标 分 别 为 . 
(a, 0)、(2a, 0)、(4d+26, e+2c)、(5 + 24, c+ 2e). 四 边 形 4BCD 的 
面积 


3D 3c 1 
30 3e 1 
0 0 1 


39 0 1 
dp 3c 1 
0 0 1 


1 _9 
十 三 = 本 (XC 十 0 一 (二 。 


Sd 二 


心 一 心 \Bo4 十 属 Aop4 一 


四 边 形 BFGEH 的 面积 

a 0 1 
d+20 et2 1 
b+2d c+2e 1 


a 0 1 
D1= HansG 十 Sazas 一 瑟 20 0 1 
a+2b e+2c 1 


1 
一 


末 (ao+be 一 cg .。 S=38, 
即 四 边 形 4BCD 的 面积 是 四 边 形 BFGEH 面积 的 三 倍 . 

42.， 直角 三 角形 两 锐角 4、B 的 平分 线 4D、B 乃 分 别 交 对 边 
BC0、40 于 D、 了 ,7 为 内 心 。 求证 三 角形 4BI 的 面积 等 于 四 
边 形 4BDE 面积 的 一 半 ， 
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[分 析 ] “利用 角 平分 线性 质 求 出 及 DT 了 各 点 ， 
坐标 ,再 用 面积 公式 计算 , 即 可 证 明 . B 
[证 ] 建立 直角 坐标 系 如 图 . 设 点 C、 4、 互 的 
化 标 为 (0, 0)、C4, 0)、(0, 5), 斜 边 4B 长 为 


ICE| D FDI wu \、 E A 
nl 一 
NE x 纵 浴 标 wp 二 -2 
公式 求 得 点 巴 的 机 坐标 zz 5 点 也 的 纵 坐 标 gz pr 
IBI|_ bb _b+c AT 了- 
TIET 一 一 一 的 点 1(%, y) 的 坐标 
b+ce 
be ab b+e 
sa Bt a a 
1 +4 -ec Xw 十 D 十 5C 1- b+c a+b+e 
a a 
a 0 1 
。 _1 0 b 工 | _ Cpc 
… 人 481 的 面积 3 一 2 a ab 23(C 十 p 十 c)。 


十 D 十 CC a+b+c 


、 zy_ 了 a 2 
四 边 形 4BDB 面积 8 一 二 46 3 b+e c+a 


-1 ) tote) 
2 (b+c)(c+oa) 2(0+c) (c+a) 
abc(b+ct+a)’ 

2(4G 十 D 十 co)(B 二 cc 十 ao) 
2abc(o "十 dc 十 bc 十 0D) 

(gato+t+c) (b+e) (cta) 


_ 2abc(ec+b) (ct+o) 
2(g+6+c) (b+e) (+a) 


abe 1 
ES Po .= 
a+b+c™ 1 2 


即 入 4BI 的 面积 等于 四 边 形 4BDE 面积 的 一 半 , 
3. 已 知 同 底 的 两 三 角形 4BO 和 .4BD, 一 条 平行 于 OD 的 
直线 分 别 交 A0C、BO、4D、 BD 于 点 P,Q 及 8 
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求证 ，- 全 430 的 面积 -|PQ | 
: “AA8D 的 面积 ”|RS| 


[分 析 ] 以 局 为 原点 , 直线 DC 为 2z 轴 , 建 
立 直 角 坐 标 系 , 则 两 个 三 角形 的 面积 可 分 别 通 
过 其 项 点 坐标 而 求 得 。 市 信 、 有 RR、@、P 四 点 的 
位 置 由 5PP 和 0D 间 的 距离 而 定 ， 故 可 在 假设 
其 距离 为 入 后 , 求 出 它们 的 坐标 , 进而 求 得 |P@| 与 RS1 之 比 。 再 与 两 
个 三 角形 面积 之 比 相 比较 , 

[证 ] 如 图 建立 直角 坐标 系 ， 设 点 了 DD, 0、4、B 四 点 坐标 为 (0, 0)、 
(ga, 0)、《b, c)、(4, f)，'.” 直线 P8RS fCD, 故 设 点 P、@、 BR、5 四 点 坐 
标 分 别 为 ， (wl 和 人)、(za， 和 )、《zva, 和) 、(D 和 )。 点 44、P、C 共 线 ， 
co 1 
Xi 人 1 
a 0 1 


同 理 ， 由 点 已 、 亿 、 C 失色 ; 解 得 mm 
由 点 4、 五 、 刀 共 线 , 解 得 z= 了 


一 (， 解 得 21 一 2 十 CC , 


由 点 B、 5、 DD 共 线 , 解 得 办 = 人 


三 角形 4B80 面积 61 一 子 = 二 (ac+bf 一 do—af). 


| 


三 角形 4BD 面积 8, 一 地 可 Gf 一 器 ， 


OP TR ST 
Oe OQ 


|PQ} = |o— 2 = (bf of dotao), 
[RS|= Im -sl =f od). 


ee ee | 


1aS| bf —ed SS, 
[说 阴 .」]」 用 解析 法 证 题 , 坐标 系 的 选择 是 关键 ,要 利用 图 形 中 的 平行 或 
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垂直 关系 来 建立 坐标 系 , 使 有 关 点 的 坐标 容易 确定 , 从 而 简化 证 明 过 程 . 


74、 已 知 两 人 4BC 和 人 4 BO， 且 直 线 44'、 BB'. CO' 互 
相 平行 ， 如果 八 4BCO 表示 三 角形 4BC 的 面积 (4、B、O 为 他 
时 针 序 时 取 正 值 ,反之 取 负 值 )， 其 余 类 推 . 求证 . 

3( 人 4BOTA4'BOD = AAB'O'+ABO'A +AOA'B 
十 人 4 BO 二 ABCO4 二 AC 40. 

[证 ] 以 召 为 原点 , 直线 BB 为 fz 轴 , 建 
立 直角 坐标 系 如 图 . 设 A4BC、A4BC 各 
顶点 坐标 为 . A(m, yi)、B(0, 0) .GC (%a, Y2), 
4' (ws, Y1)、 B' 《zu 0)、 C 《2Z5， 42) 


y A(XLH) ACxa,y1) 


ClX2, y2) C(xs, 2) 


3(AABC+AA'BO') 
wi1 Yi 1 , Xs i 1 ] 321 十 ds .1 1 
3 2 
Za ys 1 zs Yy2 1 37z3 十 305 ya 1 
AAB'O'+ ABO'A'T+ ACAB+AABOC+ABCA+ACAB 
x Yi 1 0 0 1 ZJ 3 1 
= 1 Ta 0Q 1 1 十 1 Ls Ya 二 + 二 w3 Yl 1 
2 2|1 2 
zs Ys 1 zs yi 1 ma 0 1 
Xa Yi 1 Xa 0 1 zs ya 1 
1 1 ] 
十 去 0 0 1 十 豆 | 2 忽 1 + 可 | 各 煞 1 
Z3 ta 二 Xi 1 1 0 0 1 
21 Yi 1 Xa3 1 1 wg Yi 1 
zs Ya 1 zxs ya 1 Za ya 1 
1 Xa3 1 1 1 TX1 Hl 1 1 bt 11 1 
Za ya 1 Za ys 1 zs ys 1 


23x] 十 了 Ze 1 ] | 
= 去 24 0 1 , 
drs 十 3Xa Pp 1 


晶 对 


~ 
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3C(AABO+ AA'B'O") 
= 人 ABUC'+ABO'A’T+ACAB+AABOCABCATACAB 
416， 已 知 正三 角形 4BC 的 边 长 为 <, 又 了 为 平面 上 任意 一 
氮 。 求 证 ， | 了 4 二 BT 二 POCO > 
[证 」 以 C4 所 在 直线 为 z 轴 , 04 的 中 垂 线 为 
y 轴 , 建立 直角 举 标 系 ， 设 正三 角形 三 项 点 的 坐标 
、 /3 / 
pa 别 为 A(4, 0)、 B(0, 5 a)、 C(-3 0) 点 PF 
坐标 为 《z,，9), 则 
I1PAl*+ |PBI’+|PO? 
-( 名 十 做 十 (2 一 0)? 十 (ya) + (z+) + 


一 3z2 十 二 CC 2 3y)’+a > a2 


当 且 仅 当 z=0， YE N= 三 角形 4BC 的 中 心 时 ,等 号 成 立 ， 
[PA|I*+|PBI?+ |PC|?>07 

?6. 在 人 4BO 中 , LB=2LO. 求 
证 ; | 40|<2|14B|. 

[证 j 取 BC 所 在 直线 为 Z 轴 , 点 4 在 DO 
上 的 射影 0 为 原点 ， 建 立 直 角 坐 标 系 ， 设 点 
委 的 坐标 为 (0, a)，LC=a， 则 人 B=23a. 
B.C 两 点 的 坐标 分 别 :为 (一 actg 2a，0)、 
(a ctg a, 0). / 
2|4B| |A4A0|=2Va?+a’cte?2a 一 W 0 十 a2ctg2z 

加 -2dgesc2x ~acsea=_ 24 
Sin sina 
_ 24sina(l—ceosa) _ da(1— cos a) 、 
Sin & Sin 20 Sin 2a 
(… 1>cosa; 0<2a<w, sin 2a>0) 
1AC| <2|4B|. z : 


17. 设 41、44、hs、 hs 为 平面 上 任意 四 点 , 且 O 为 414 
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的 中 扣 . 求证 . 1 4143| ”十 | .443|12 十 y 
14341|?>|1041|3 十 104s1? 十 104s13. Ay x3, 73 


[证 | 取 0 为 原点 , 4141 为 x 轴 , 建 并 直角 
坐标 系 . 人 设 和 41、42、43、41 的 坐标 为 (X10)、 
(T2, Ys) (Ts, Ya)、(—2z1, 0), 则 

| A142|?+|4A243|?+|As41|?—1041|?-10421?3—1043|? 
= (7X1— Xa) +y2+ (raza)’ + (Y2— bs) 十 (Cs 十 ZU)” 
+Yy3 ~— Xi1— 22— YT— ZT8— Ya 
=— XI— 20179+ 22 — 227mg+ T+ 2737T1 二 2 十 寻 一 2y2Yy3 
= (Xl 二 Xa 一 za)’ + (ys—Y3) ">0., 
[1A1421°+|A243|?+|Asdi|?>1041|?+1042|?+ 104s|’, 

当 且 仅 当 位 十 Z3 一 Ze、 纺 一 图 时 414 的 中 点 与 04s 的 中 点 重合 

041424s 是 平行 四 边 形 时 , 等 号 成 立 ， 


?8. 试 证 ， 对 于 任意 实数 wl、wa、 Yi、 Ya， 
MAC EO NE 成 立 . 


[证 」 建立 直角 坐标 系 , 原 点 为 0, 设 以 (zt %) 和 (za ya) 为 坐标 的 点 分 
别 为 4、B. 车 4、0、B 不 在 一 直线 上 , 则 有 14B1<1041+10B81 即 
V (T1722) ?+ (1— ya) < T+ 十 V 形 十 蚁 ， 
若 4、0、B 在 一 直线 上 , 则 从 40++08==4B 得 |40+0B|=|14BI.， 而 


Av (TX2, y2) 


Ai(—X1, 0) 


|A0+0B|<|A0j+|0B|J, .. |AB|I<104|+|0B|J,， 
Bi V (51—02)7+ Cy1 ~ Y2) 志和 V 0 十 抽 十 W 人 G 十 角 ， 


故 对 于 任意 实数 x1、 x2、 1、yz, 恒 有 
V(t1 ~ 22) ”+ (Yi1— ya) EY Ti+ 十 V 戏 十 级 
79. 设 忆 为 矩形 4BOD 内 使 /4PB- LCPD 的 点 , 求证 
点 忆 必 在 4D、BO 中 点 的 连 线 上 ， ， 
[分 析 ] 点 五 的 位 壮 依 来 于 两 角 的 关系 ， 
而 角 由 两 边 的 斜率 确定 , 故 可 用 两 直线 夹 角 公 


式 求解 
[证 ] 以 点 4 为 原点 ,4B 所 在 直线 为 x 
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轴 ， 建 立 直 角 坐 标 系 . 若 |4B|=a，1BC|==6， 则 各 点 坐标 为 有 Ta 0)、 
C (a,，b5b)、D (0, 5b). 设 点 忆 坐 标 为 (zo, go). ' 人 《4PB= 人 DPC, 


则 有 kpp— fepa kpp— po 
1 kppkpa 1 +kppkpo ” 
yo Yo Wb -5 
BD To— To _ To To 
1 YY .YY 1 b yo—b 
Xo— Vo To 0 一 也 


整理 得 (2yo 一 b) (3 十 46 一 axo 一 byo) 一 0， 如 果 台 十 奶 一 axo 一 byo 一 0, 则 
(人 To (和 全 ) 

此 时 点 了 到 矩形 对 角 线 交点 (名 , 世 ) 的 距离 等 于 对 角 线 一 半 ， 即 点 书 与 
答 形 四 个 顶点 之 一 重合 , 这 与 点 卫 是 矩形 4BOD 内 一 点 矛盾 , 因此 怠 + 奶 
一 azo 一 byo 大 0。 而 2yo 一 5=0, 即 久 一 邓 ，， 点 呈 在 4D、 BC 中 点 的 
连 线 上 . 

80， 目 人 4BC 的 垂 心 五 引 人 4 的 内 、 外 角 平 分 线 的 垂 线 ， 
垂 足 分 别 为 名 、。 求证， 加、 五 与 BC 边 上 的 中 点 以 共 线 . 


[证 ] 取 4 为 原点 , 和 4 的 内 、 外 角 平 分 线 
为 xX、y 轴 , 建立 直角 坐标 系 如 图 。 设 人 4= 
2a, |4B|=c, | 4C|=b, 则 B、C 的 坐标 分 别 
为 (ccosa, csin a) 和 (8 cos a, —b sin a). 今 


人 4BC 的 垂 心 为 五 (zz, WD) '.. BHL|AC, 
yy 一 CSinw .一 pSnaw _ | 
和 一 CC008S8C Doeosa | 
即 X COs a—Yy sh a=c 008 2a…p 人 人 


AH | BO 。 2 .csna+bsnw__ 1 
”'*” zw ceosa—boeosa ’ 


即 g= -2 一 2 zetg a…@@， 解 联 立方 程 与 加 得 . 


be 
_ 《8 十 c)008 20 已 一 C)CO8 2a 
2cosw 7 2 sing 


忆 、 也 两 点 的 坐标 分 别 为 
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(se, 0)、 @ 0- O20) 


2 eosa 2 8in o 
BC 中 点 以 的 坐标 为 
( (D-cycosw (cec—b)sina ) 
2 2 " 
(b+c)eos 2a 0 1 
2 GO08 
2gna 
(b+ce)eosa ”一 《DB 一 CJSn 1 
2 2 
- cos Oa 0 1 
2 ,2 
OO cos2a 1 
4 sin & eosa | 
‘|eosia 一 Sin2a 1 
608 2c 0 I 
bp*— ce? 
= C082% cos2x 了 [一 0 
48Sm a cosa 
. cos 2 一 Sin2w 1 


加 . 机 nm 三 点 共 线 . 
81， 和 人 A420 的 三 外 角 平 分 线 分 别 与 其 对 边 的 延长 线 交 于 也、 
且 、F. 试 证 D、 加 、F 三 点 共 线 . 


[证 明 ] 如 图 ， 设 A4BC 的 顶点 坐标 分 别 为 ，A(z1, 1)、 B(xa, 92)、 
C (23， Ya3); : 
三 边 长 |B0C| =a, JC4A|]=b, 14B|=c., 


AP: FB- -1401:1301= 一 全 


b 
po Ar — br 
4 Ty 
a 
A 
gf1 一 了 92 ay! — byg 
YF 1_ 5 bp 
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de 


同 理 ，zz 一 2 二 2 ,p= cys— p= 2 22 ,yp= eo . 
DZ3 一 CO8 bya— Cys 1 
: xp yp 1 b—e D 一 C 
义 Xs Ys 1|= 一 一 一 一 -2 一 人 1 
er yr 1 ari—bzxs Qay—bys 1 
a—b a—b 
| DZ3 一 C03 bya~—cys Db—oe 


Ca3 一 QZ CYy3—aAay CcC—a 


(Cabo Ce a) 


Cd1 -一 Ors QAY1C— bys2 a—b 
0 0 0 


| 
CXa—ar “83 一 CH ce—a 


《一 六)(D 一 CCC 一 0 


D、B、 太 三 点 共 线 ， 

82. 在 人 人 ABC 的 外 侧 作 正方 形 4BEF、ACGH, 以 BC 为 
斜 边 在 4 点 的 同 侧 作 一 等 腰 直 角 三 角形 BOP, 求证 ZB、P、G 
三 点 共 线 . 


[证 一 j」] 取 BC 所 在 直线 为 x 轴 , BC 的 中 
点 0 为 原点 , 建 羡 直角 坐标 系 .， 设 人 4BC 
三 顶点 的 沧 标 顺 次 为 (b,c)、( 一 a,0)、 
(ao,0)，… OG=00+0G, .. ze=(0G)o0s= 
(O0)os+ (CG)or=a+o, yo= (0G)w= (O00 ot+ (0G)w=a—b. 四 0 了 ~ 
OB+ BE, + zp= (OR)os= (OB)ost (BE)os= —a—e, YB 一 (OF)o,= 
(0 二 w+ (BB)w~a+b，'… 人 BOP 为 等 腰 直角 三 角形 , OP 一 二 BC=a 
“点 卫 坐 标 为 (0, 9)， 而 BG 的 中 点 坐标 也 为 (0, a), 故 点 卫 与 ZG 中 点 

合 , 即 吾 、P、G 三 点 共 线 . 

[证 二 」 取 坐 款 系 同 [ 证 一 ]. 

"* OG=00+0G=00+0A(-i =a+ (batcd)(—i) 
~ai+c+ila—b), .. PG~=atc—b 


于 
者 


ari— br 001 一 Do a—b 


0B=OBT+TDPBH=OBTTD4Y 一 一 4 二 CT 二 cz 一 一 4 一 C 十 CC 十 DD)2 


58 第 一 章 坐 标 法 
1 


BP~atc-b. ‘ ep =l, PVPG. 
思 、P、G 三 点 共 线 ， 
[说 明 ] 在 解析 几何 中 ， 阁 要 证 明 、 Q、 及 三 点 共 线 , 一般 利 用 三 点 
ZX1 Yi 1 
P(xi, 妇 )、Q《To，Y2)、RR(X3，Ys) 共 线 的 充 要 条 件 1za Yo 1 1 二 0; 或 者 证 
Xa Ya 1 


明 9 是 PR 的 定 比 分 点 ; 也 可 通过 PO、9 对 应 的 复数 之 商 为 实数 ,从 而 
得 到 PQ AR 亦 即 P、Q@、 RR 三 点 共 线 . 


83. 作出 满足 下 列 条 件 的 后 集 . 
D={(%, WD | ls|>2, w+y <9}. 


[ 解 ] .十 六 二 9，“，。 点 (2, 幼 到 原点 的 
距离 不 大 于 3. .|x 二 2，.. 2Z>2 或 + 研一 2, 
点 集 DD 所 在 的 区 域 如 图 阴影 部 分 所 示 ， 


B44. 设 4={(z, v9) 10<r<2, 0<y<2}, B= (fo Y) |v<8, 
y>2; y<o 一 身 是 民 平 面 上 的 点 集 ， 试 求 ， 0 和 ( 扫 寺 名 ， 
如 和 ) (wi, y1) €A, (wa, ys) EB| 所 示 图 形 的 面积 ， 


[分 析 ] 利用 已 知 条 件 与 不 等 式 运 
算 先导 出 分 寺 宇和 所 5 从 的 取 值 范 


围 ， 以 及 它们 之 间 的 关系 , 从 而 确定 点 
集 C， 并 画 出 它 的 图 形 ， 再 计算 其 面 
积 . 

[ 解 ] 上 图 中 划 有 和 斜 线 的 部 分 ， 乡 
别 品 示 点 集 4 和 B( 包 括 边界 在 内 ).“.”(x2,， 82) EBPB， 由 蕊 知 Za 和 8&， 
ys 之 2, 且 Yo 所 Xo 一 4 得 2 所 Xo 一 4， ,V2 之 6. 于 是 6<x2o<8.'…D， 又 由 
Xo<8, 得 xX2 一 4<4， .tp 所 X02 一 4<<4… 加 ， 于 是 2<Yp 专 4.…@.， 再 由 
(z1 一 抽 1) €E 4， 易 得 0<r1 拟 4:… O02 + 4"'@, 
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由 DD、 四 得 3< 呈 5 和 <5; 由 轩 、@@ 得 1< 扫 5 归 <3; 由 加 、@ 得 
委 5 经 < 2 一 工 因而 


C= 站 2 5 空 , 包 二 昌 用 Co yr) ed (rz, yo) EB| 
一 2 13<7re5, l1<y<3, Hy<7r—1}. 
及 41B1 的 中 点 为 Ps (如 图 )，42B1、43Bs、0B;、A1B3s 的 中 点 分 别 为 
Pa、Paa、Po3、P1i3， 故 点 集 C 所 示 图 形 为 五 边 形 PuiPa1P3sPosPis, 它 的 
和 镶 杭 是 


】 7 
4 一 却 一 《面积 单位 ). 


85. 设 0 为 原点 ， 在 直角 坐标 平面 上 作出 满足 下 列 条 件 的 
尽 集 :Di={ (vi 9Y1) 12<21<8, 2<4h<3}, Da= {(2a,， Ya) | 
7<watya<9, —1<%a— ys<1}, 如 PED QED 以 OP OQ 
为 两 边 作 平 行 四 边 形 0PR8Q， 求 第 四 顶点 (zs，9s) 构成 的 
反 集 Ds。( 当 0、P、Q@ 位 于 同一 半 直 线 OQ@ 上 , 则 点 如 满足 条 件 
OR=0P+00Q.) 

[ 解 ] .2<x1=<3, 2<yi<=3.….0, 


“D1 为 图 中 的 正方 形 内 部 . 
“1mty 9, —1<z—ya <1...®, 
和 <。 …@. 放 DD; 为 另 一 正 
3 一 ya<5 
方形 内 部 。 * ORE=0B+06, 
{从 @ 与 @、 
Ya3 =i ya 
出 和 但. 5 二 xs<8, 5 <ys <8.… 人 名 从 
@、 ®@5 4d<nt<6, -1<w—<1 得 : 1l1 < 3+ ys < 15, 
一 2<xa 一 Ys<2， 从 而 Ds 为 图 中 的 六 边 形 内 部 . 
86. 证 明 格 点 三 角形 不 可 能 是 正三 角形 .( 凡 坐标 均 为 整数 
的 点 称 为 格 点 或 整 点 ,顶点 均 为 格 点 的 三 角形 即 格 点 三 角形 . ) 
[分 析 ] 命题 用 否定 形式 出 现 , 可 应 用 反 证 法 , 即 设 格 点 三 角形 为 正三 
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角形 , 然后 导出 了 矛盾 的 结果 , 从 而 使 命题 得 到 证 明 ， 
E 证 ] 通过 平移 使 三 角形 的 一 顶点 为 新 原点 O0， 则 其 它 两 顶点 4、B 的 
坐标 仍 为 整数 《m1, m1)、(ma, m2), 假设 此 三 角形 为 正三 角形 , 则 


8 Po1 
tg LAO0B=tg 60°=V 3 = 1 M2 RN 
1 9 2212123 十 721725 
十 -一 .一 
M1 9 
. 。 1909 一 Don 7 
01241、7412、4J、73 的 关 ”一 一 一 一 一 一 -一 类 V3 
1、?%2、W1、?43 均 为 整数 ， Mm ie 为 有 理 数 , 而 


在 无 理 数 , 有理数 不 可 能 等 于 无 理 数 ,得 出 矛盾 ,证 明 假设 是 错误 的 ， 因 此 
格 点 二 角形 不 可 能 是 正三 角形 . 

[说 明 ] 有关 格 点 的 证 明 题 大 多 可 用 反 证 法 ,根据 整数 经 过 四 则 运算 结 
东 为 有 理 数 的 性 质 导出 矛盾 , 从 而 得 证 ， 


87. 求证 ， 格 点 多 边 形 (顶点 坐标 都 是 整数 的 多 边 形 ) 的 面积 
的 两 倍 为 整数 ， 


[分 析 ] 多边形 的 面积 都 可 化 成 顶点 在 多 边 形 项 点 处 的 三 角形 面积 的 
和 和， 因此 只 要 证 明 顶 点 为 格 点 的 三 角形 的 面积 的 两 倍 是 整数 ， 

[证 」 设 格 点 三 角形 的 三 个 顶点 坐标 分 别 为 (al, 1)、(4z, 83)、 
(a3, 03)，“,” 41、Q2、b1、b2、c1、 03 都 是 整数 ，.。 格 点 三 角形 面积 的 两 倍 
a Di 1 
42 b2 1 | 的 绝对 值 是 整数 . 
as bs 1 

由 于 格 点 多 边 形 可 以 分 割 为 若干 个 这 样 的 三 角形 ， 因 卉 它 的 面积 的 两 售 
也 是 整数 . 


88. 在 坐标 平面 内 有 五 个 格 点 ， 证 区 大 中 必 有 两 反 连 线 的 中 
把 也 是 略 反 ， 


[分 析 ] 根据 线段 中 点 坐标 可 知 , 若 要 使 两 格 点 的 中 点 也 为 格 点 , 则 这 
两 个 格 点 的 横 坐 标 和 纵 坐 标的 奇偶 性 应 分 别 相同 , 而 这 五 个 格 点 中 必 有 两 
个 点 符合 要 求 . 

[证 ] 格 点 的 坐标 一 共 只 有 下 列 四 种 情况 : ( 奇 , 奇 )、( 奇 , 偶 )( 偶 , 奇 )、 
( 偶 , 偶 ), 故 五 个 格 点 中 必 有 两 个 点 的 纵 、 横 坐标 奇偶 性 一 致 ， 而 中 点 坐标 


25 = 
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是 两 端点 坐标 和 的 一 半 ， 同 奇 或 同 偶 的 两 数 和 的 一 半 必 为 整数 ， 由 此 可 
见 ,五 个 格 点 中 必 有 两 点 连 线 的 中 后 是 格 点 ， 
99. 求 证， 不 存在 三 个 顶点 的 坐标 都 是 有 理 数 的 正三 角形 . 
[证 j 假定 一 正三 角形 三 个 顶点 的 坐标 (1, Y1) 、 (22， 3)、 (3, 43) 都 


wl 1 1 

是 有 理 数 , 则 它 的 面积 二 | %。 yp 1 | 的 绝对 值 必定 是 有 再 数 ， 又 正三 角 
Z3 Ya 1 

形 的 面积 为 六 ”xz2 其 中 4 为 边 长 ,而 边 长 的 平方 为 (z1 一 02)?+ (yi 一 yo)5 


也 是 有 理 数 , 因此 Y 立 2 为 无 理 数 ， 即 这 个 正三 角形 面积 又 为 无 理 数 . 
从 而 得 出 矛盾 ， 故 假设 是 错误 的 ， 即 三 个 顶点 坐标 都 是 有 理 数 的 正三 角形 
是 不 存在 的 


90. 定 长 为 a 的 线段 4B 的 两 端 分 别 在 wy 轴 上 滑动 , 以 4 
为 直角 项 把 作 等 腰 直 角 A4BC (4、B、O 的 旋转 方向 是 顺 时 针 
的 )， 试 求 100| 的 最 大 值 和 最 小 值 . 


[分 析 一 ] 10C| 的 值 依赖 于 点 C 的 位 置 , 而 . 
点 C 的 位 置 依赖 于 点 4 的 位 置 , 点 4 的 位 置 又 _ 
依赖 于 4B 的 位 置 ，4B 为 定 长 且 两 端 固 定 在 两 
山上 背 动 ,人 只 要 4B 的 倾角 确定 即 可 确定 点 筷 位 
置 , 故 可 选择 4B 的 倾角 9 为 自 变量 , 建立 [00| 
和 9 的 函数 关系 , 从 而 求 得 100| 的 最 大 值 和 最 小 值 . 

[ 解 一 ] 设 43 的 倾角 为 2 点 C 的 坐标 为 (z, y)， 则 


J 


X= CoS(mT — Pp) + a cos (e- 子 )-< Sin 9 — a ¢os 0， 


y=a Sn (9- 信 )= 一 0 008 9, 


[IOC|=~V + =aV (sin 0 一 cos 0)2 十 cos20 
—aVi—2 Sin 0 cos 0 十 COS 0 


a /isin 2p + 二 (+c0s2g) 
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-av/3+ (oos 20 一 2Sin 29) 


cos(29 十 cc) (tga=2). 


当 cos(2p+a) = 工时 ,10C| 有 最 大 值 V 号 + V3 ?TVE+Da, 


当 cos(ap 二 四 = -工时 ,100| 有 最 小 信 V 名 一 3 5 


以 上 是 假设 人 480 在 第 一 象限 时 的 情况 , 若 人 4BC 在 其 它 象限 时 , 亦 
可 类 似 地 求解 ， 

[分 析 二 ] 10C1 的 变化 与 点 C 的 位 置 有 关 ,点 C 的 运动 又 依赖 于 向 量 
AB 的 滑动 ,而 向 量 4B 的 模 |4B| =a 是 定 值 , 故 可 设 (Dz, 4B) =p 为 自 
变量 ,用 9 来 表示 动 点 C 的 坐标 , 建立 目标 函数 即 可 求解 . 


[ 解 二 ] 设 (Oz, AB)=p， 则 (Oz，A40 )=~p 一 他 ,点 4 坐标 为 
(一 acosg, 0)， 车 点 0 坐标 为 (x, )， 则 根据 提要 (I.21)， 
(ACYows=a COS (9- 持 )=a SIn 0 一 和 十 Q C08 p, 
" X=al(sin gp—c¢osp). 
(AC)ow=a Sin (vp- 扩 )= 一 4 008 q =Yy. 


点 COC 坐标 为 (a sin wp 一 &a cos p, 一 a cos 9).， 
IOC | VTi 一 4A (sin 0 一 c08 pp)2 十 cos2 9 


一 CMV1 一 28Simn p cosp+cos’ 9 


一 0 亲 十 村 (cos 29— 2 8n 29) 


+ 8.00s(2p+a) (tg a= 2). 


ol 
2 
当 oos(2p 十 四 二 工时 ,10C 有 最 大 值 V 了 了 + 六 2 一 二 (V5 +Da 


当 cos(2p+o) 一 一 1 时 ,100| 有 最 小 值 Y 一 Sa 二 (V5 一 1)a. 
[说 明 ] (1 在 解析 几何 中 解 最 大 (小 ) 值 问题 ， 常 以 长 度 、 角 度 为 自 变 
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量 . 为 了 便于 使 用 疝 量 射影 公式 ,通常 选用 某 动 问 量 的 幅 角 为 自 变 量 ， 
(2) [ 解 一 -| 与 [ 解 一 ] 的 区 别 在 于 前 者 只 适用 于 图 形 在 第 一 象限 内 的 情 
形 ,后 者 不 受 图 形 所 企 象 限 的 限制 . 


红 . 设 im 为 两 相交 直线 ,4、B 为 1 上 两 定点 ,P 了 为 mr 上 的 
动态 。 问 扩 了 在 什么 位 置 时 才能 使 (1) |4Pj?+1BPl 取 最 小 
值 ; (2) [14P1? 一 1BP1?| 取 最 小 值 . 

[分 析 ] 14Pl*+|BP|? 和 ||4Pl?-|BP|3| 
的 值 和 点 卫 位 置 有 关 ， 因 此 可 取 点 了 的 坐标 为 
自 变 量 , 列 出 函数 式 后 求解 . 

[ 解 : 以 直线 ?为 + 轴 , 直线 人 邦交 点 O 为 
厌 总 ， 建 并 直 角 坐 标 系 . 设 点 4、 如 坐标 为 
(ga, Up 又 LOP=o 10P|== 则 点 PP 坐标 为 (t cos a, tsin a). 

(1) 1P4 十 JPB = (oosaw 一 9) 二 (tsin a)?+ (tcosa—b)?+ (tsina)? 

一 21 一 2(a cos w 十 D cosw)t 十 q2 十 D2 


了 


~2| 1 王 (a + 6b)eos «| 十 9 十 2 一 (0 +b)*cos? ao, 
当 4= 寺 +D)cosa 时 ， |P412 十 |PB12 取得 最 小 什 
a’ 二 b* 一 二 (a+ b)? ceos2 a 
(2) 11P413 一 |PB| =|[2(5—a)cosajt+a?—b2|, 
当 t= 2 十 &_ 时 ，|1P4|3 一 1PB|i 取得 最 小 值 0. 


2 co0s2 


92. 求 一 所 Pla, Y), 使 它 到 已 知 三 扩 A{w1, Y1)、 Bl%, Y3) 、 
C (wa, Ys) 的 距离 的 平方 和 最 小 ， | 


[ 解 了 设 P42+ PB 二 PO?=w， 则 
2 一 (区 一 好 7 思 二 (一 22 六 十 (2 一 03) 十 (9 一 纺 )2 二 (9 ~ ya)?+ (y— ys)? 
二 322 一 22(81 十 X22 十 V9) 十 各 十 如 十 人 0 十 3 
—2y(y1+ y+ ya) + YTY+ 
=3(2— it) +3(y-— 如 -多 一 的 ) +X1 十 和 3 十 3 
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十 23 十 23) + ya ys)” 
十 包 十 旬 十 从 一 《2 二 3) (y1 在 Ys) | 


当 za ye 时 # 有 最 小 值 . 


、 十 Xa 十 十 4 十 

玫 所 求 的 点 为 P( 也 士 呈 十 年 ， 的 十 多 二 组) 

[说 阴 」 本 题 可 以 推广 为 已 知 平 面 上 ?个 点 41(xi, gg)、43(Zo，g2) 和 
An《zn, yn)， 求 一 点 也 ,使 4 十 忆 级 十 … 十 P44 为 最 小 ， 结 论 为 点 已 的 
坐标 是 (守土 守 二 一 寺 3 ye ) 

93. 圆心 在 原点 0, 半径 等 于 1 的 上 半圆 上 有 一 动 点 B, 定 点 
全 的 坐标 为 (2, 0); 人 4BO 是 正三 角形 (4、B、O 顺 时 针 间 )， 
当 反 卫 运动 到 什么 位 置 时 ,四边形 O4CB 的 面积 最 大 ? 


[分 析 j 四 边 形 040B 的 面积 和 点 B 的 位 置 
有 关 , 点 8 的 位 置 由 40B 决定 ， 因 此 可 以 设 
.405=0 为 自 变 量 求 解 . 

[ 解 ] 设 达 40B =0 点 Blcos9, sin 9)， 则 
14B|?=(c0s0-2)? 二 sin?9。” 四边形 040CB 的 
面积 


0 0 1 
8 三 2 0 1 + 14B|? 
cos0 sing 1 


一 Sin 0+ [eos0 —2)?+sin’ 9] -SY 3 +2 Sin (9 所) 


， 当 0 一世 wm 时 , 四 边 形 040B 的 面积 最 大 ,最 大 值 为 SY 了 +2 


94. 已 知 半圆 0 的 直径 是 4B, 40 | 4B 且 14C| -二 14B|， 


在 同一 侧 再 作 BD.| 4B 且 |BD| 一 训 |4B|, P 为 半 国 周 上 一 
点 , 求 封闭 图 形 4BDPO 面积 的 最 大 值 
[ 解 一 ] 取 圆心 0 为 原点 , 直径 4B 所 在 直线 为 轴 , 建立 直角 坐标 系 
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如 图 ， 令 半径 为 r， 则 4( 一 +”，0)、BC(r，0)、 
CC—?, 7)、 DlY, 37). 设 尽 全 的 坐标 为 (vo， Yo0)» 
则 封 朵 图 形 4BDPC 的 面积 


心 一 心术 形 45DO 一 心 wopD 


一 7 9 1 
一 4? 一 二 Xo Yo 1 
+ 3r 1 


2 4 一 rz- 274o 十 4 人 一 一 20 十 ?go 十 272 


解 得 mo=y+27 他 “@. 而 10P|=V 到 二 渍 ， +R @. 
@ 代 入 @, 得 pt2(2r -3 )yt (2 -2) m0. … 委 是 实数 ， 


| 4- 义 27 一人) -8[(27 一 他) -72|>0 解 得 (2 一 V 2)”?<8 < 


(2+YV 3)72. … SRx= (3+TV 2)72 即 封闭 图 形 4BDPC 面积 的 最 大 什 

为 (2 十 V 豆 75 面积 单位 . 
[ 解 二 ] 坐标 系 同 前 ， 设 点 卫 的 坐标 为 (7 cos by sin 9), 则 封闭 图 形 
A4BDPC 的 面积 
四 -7 + 1 


D =DWEABDO 一 sopp 一 492 一 志 ?COs rsSin0 +i 


人 37 二 
一 人 人 . 1 
一 和 和 一 末 +r(cos0+1) rlsing—1) 0 
27 27 0 


~72 (2+8in g--cos 9 ) =73|2+ V Bgin (9- 互 ) ge ro0, 四 ， 
“ 当 0= 时， Sax 一 (2+MV3)r， 结 论 同 前 解 
95.、D、 轧 、 万 分 别 是 A4BC 的 4B、 BO、04 边 上 的 动 点 ， 
在 时 刻 t=0 时 ， 它们 分 别 从 4、B、O 出 发 , 各 以 一 定 的 速度 回 
B、O.、 4 移动 ,在 时 刻 1=i1 时 到 达 8B8、0、 4 位置，(1) 试 证 在 
动 点 D、 召 、F 移动 过 程 中 ， 八 DBF 的 重心 不 变 ，(2) 人 DEF 
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的 面积 的 最 小 值 是 人 4BC 面积 的 多 少 ? 


[分 析 ] 俯 DEF 的 重心 和 面积 均 依 束 于 顶 
点 九 、 总 五 的 位 置 ， 而 动 点 D、 召 、 玉 在 相同 
的 时 间 里 走 完 各 自 的 路 程 4B、 BC、04, 所 以 
在 同一 时 刻 如 , D、 召 、 玉 各 自 把 4B、 BOC、 C4 
分 成 相等 的 比 X， 可 利用 定 比分 点 公式 求 出 
时 刻 6 时 DD、 有、 了 的 坐标 来 求解 . 

[证 ] (1) 以 BC 所 在 直线 为 z 轴 , BC 中 点 0 为 原点 , 建立 直角 坐标 
系 . 大 1BC| 一 24, 则 BC( 一 4g, 0)、C(a, 0)， 设 D、 召 、 卫 移动 速度 为 vp、 
Vg, Vp, 由 条 件 可 知 1 4 号 一 0p 工 一 VDp。 同 理 ， | BC | VB, |AC| 一 var 经 
时刻 时 , | 4D|:|BE|:|CF|=vpto :vato ;vrto=|4B) :130| :104|， 


a8 “Bor ~ 1aar- 
I4Dp| _ _ |BE)] _ |0F 
[IA4BI~-|AD| |B80|~|BE| |CA|—|CF|” 
(4D| _ |BE| _ |OF| . 
下 D5| “E01 “1FZX| 设 其 比值 为 X%>0), 则 
一 24 一 AQ _ 一 4 十 AM _ CQ 十 和 za 
明 了 十 入 TX I 十 入 
=_Y4_. | 
s ~ 一 _1 _ (十 入 )Z4 | 
。， 入 DEF 的 重心 到 的 坐 水 zu 《2ZD 十 28 十 有 HIT 3° 
同 理 yw 一 瞧 . 而 点 (号 ， 综 ) 是 定点 ，.，ADBP 的 重心 不 变 
z4 一 ja 4 4 1 
1i—-atAa 1 | 
(2) Dapgr= IIT 0 1 DI TA at+Aa 0 二 上 
十 KZ， ya ] GtArs Mya 1 
14% I 工 +X 
== 0 ,A 一 和 十 1 
4 TTA 


Sopgr _ A2—At1 
XK Sapo™aya, 直 当 SS spo (A+1)? 四 
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a Fl 
设 胃 一 了 了 CX 为 一 切 正 实数 ), 则 
DA+OQONIDATN-1-0 
由 4 一 (2W +1)? 一 4(N 一 了 ?>0, 解 得 > 并 ， 即 Bepzr> 于 Sadeo， 
ADEF 的 面积 最 小 时 是 A4BC 面积 的 四 分 之 一 ， 


$3. 极 坐标 系 


96. 人 4BO 三 顶点 极 举 标 分 别 为 4(5, 所)、B(s, 于、 
0 (一 3, 所). 求证 人 A4BO 是 等 边 三 角形 . 


[证 ] 14B|~V5?+8 -2x5x8o0s (交代 )=V39=7; 


140|= ae V7 
14B|=|BC||14C|， .…。 人 4BC 是 等 边 三 角形 
97 .已 知 极点 在 点 4( 一 2, 1) 外， 极 轴 与 y 轴 的 正 半 轴 司 向 ， 
求 点 P( 一 5, 一 2) 和 Q@( 一 2 二 M3， 一 2) 的 极 坐 标 . 
[ 解 ] 14P|= V (-5+2)2?+(—2—1)?=3V 2, 


设 (4z， 4P) 一 % 根据 提要 民 .231)， 
(4P)w=|APl|eos p= 3V 2 cosg， 


440 1 Oy, 。。 (CAP) Ax’ 一 CAPY)o,. 
和 而 (4P)w= -23-I= -3，.… 3VYo08g~=—3, 
1 浊 .3% 
PT JF 根据 点 书 的 位 置 ， 得 P= 


点 卫 的 极 举 标 为 (3V3, 演 ) 
[AQ|=V(-2+V3+2)*+(~2-1)i~2V3, 
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设 CAD, AO) =p', (AD =| AQl cosp ~—3, soo 一 -YE 根据 点 
的 位 置 ,得 gf- -全 点 @ 的 极 坐标 是 (3V 5， ) 


38. 已 知 直 线 上 二 点 的 极 坐 标 为 A(p1, 1)、 Blpa, 03)、 
C (psa, 03), pi、Pa、Ps 均 大 于 0. 求证. 
sin (0 — 0s) 十 sin (Oa— 0s) 十 sin (ts — 01) -0 
p3 pi pa 
[分 析 ] 不 妨 设 4、B、0 的 位 置 如 图 ， 由 
Da04B 十 人 aogo 二 Sao040， 可 证 得 结论 ， 
[证 j 设 极 点 0 不 在 已 知 直线 上 . 


S04B+ Hopo= A a040; 


。 i plipy Sin(02 —01) 十 papa sin(0s - 02) = 二 pip sin(bs—0). 


2 
Ep pips sin(01—02)+ po2ps Sin(0s— 03) + pips sin(Os— 01) =0. 
plpaps 寺 出 
Sin (01 — 02) 十 sin(Go — 03) 二 Sin(0s— 01) 一 0 


AP3 Pi P 忆 3 

设 极点 0 在 直线 上 , 则 有 三 种 情况 Gi) 9 一 90s 一 86; (Gi) 91=0,, 0s= 
r 十 0 《iii) 9s 一 0s 一 zw 十 01， 容 易 验 证 结论 也 都 成 立 ， 

99. 证 明 直 角 三 角形 斜 边 上 的 高 与 斜 边 之 和 大 于 两 直角 边 之 
和 . 

[证 ] 了 到 直角 三 角形 4BC 的 直角 顶点 C 为 极点 ， 
04 为 极 轴 ， 建 立 极 坐 标 系 。 设 点 C 在 斜 边 上 的 射 
影 为 已， 点 书 的 极 举 标 为 4o, 路 , 其 中 ICPl=p>0， 


oT 
0 CE (9, F). 


|401=£y: |BCI ~ IAB|=pltg 0+ctg 0). 


加 Sn20 二 cos20 sing+toos0 
OPI+1ABI ~1AC| ~ 1BO| ~p(1+ Sr Sy) 


-Had (sin 0 cos 0+1i—sin 0—cos0) 
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pi —sinO) (1— cosd) 
Sn O eos > 
ICP|+14B|>|14C|+1B0]|, 
100. 设 过 点 P(P, 至 ) 任意 作 一 直线 交 极 轴 Oz 于 4(pu 0)， 


交 直 线 0 = 2 于 B(ps, 守 ) 其 中 p、 pi Pa 均 为 正 数 .求证 ; 


3 
1 i_i 
Pp1 p3 p 


[证 一 ] 如 图 ， 的 人 so4P 十 人 sopB 一 心 Ap4B) 


, mw,1 、 条 
于 plosin 可 十 豆 ppssin 可 


二 .2m 
一 万 Pipz BID a, 


2 3 
即 pip 十 Ppa 一 piPa，。 “。 pit、ps、p 均 不 等 于 零 , 故 等 式 两 边 同 除 以 pplps 得 
i111 
pi p» Pp 
[证 二 ] “40P=POB= 可 ， 


31 2 EA 


J ser 


UB PE ° 
os| FD VP+B-2ppicos 所 


1 _ P+pi— pA 
04|=p 10B|=ps,， “，- 全 = ! 
|=p1, 10B| = py, p2 Fo pos” 


BT pp’— pp3 = pp?ps— PpipS, PICP1T+ Po) (P1— Pp2)= PP1P2(P1 — Ps). 
不 妨 设 1 站 p2a( 若 pi 二 pa， 则 结果 是 显然 的 ), 两 边 同 除 以 p*pipz(p1 一 p32)， 


汪 二 1 _ 1 
-~ 十 -一 一 一 ， 
得 pi pa Pp 


101. 已 知 人 4BO 三 顶点 的 极 坐 标 为 A(pi, 01)、B(psa, 0b»)、 
Olps, 0s). 求证 . 三 角形 面积 
S- 三 plp3 Sin (ts— 01) 二 paps SIn (Hs —0;) 十 Papi Sin (01— 0s) 9 
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[证 ] 若 点 0 在 A4B5C 内 部 (如 图 切 ， 则 
NE OT 


一 5 [Pips sin (0, — 01) + papa Sin (03 — 02) + pap1 sin(O1 ~ 03)1. 


由 


2 


若 点 O 在 人 A4BC 外 部 (如 图 2)， 则 


S AdBO 一 S A04B 十 S a004 -DD AOOB 


= 二 |pips Sin(O2—01) + pspr sin(O1— 03) — pps Sin (2 — 03)| 


-地 [pip2 gin (0;—01) + paps sin (01— 08) + paps sin (O03— 02) 1, 
对 于 入 4ABC 顶点 的 其 它 相 关 位 置 , 结论 都 成 立 . 
102. 设 忆 为 人 4BC 内 部 或 边 上 一 点 , 了 到 三 边 的 距离 
为 |PD|、|PBEI、|PF|. 求证 ; | P41+|PB|+| PC|>> 
2(|PD|+|PE|+|PF|). B(p2,20) 


[证 ] 取 忆 为 极点 ，P4 为 极 轴 ， 建 立 极 坐 
标 系 。 设 4、B、C 的 极 坐 标 分 别 为 (plt，0)、 
Cp», 20)、 (ps, 201+202),. -0P4=260:=2w -~ 
(201+202),| PA|=pi,|PB|=pa,1PC|=ps. PY. 
PR、P8 分 别 为 APB、ABPC、LCPA4 的 平 
分 线 .，| PQ@|=ty [PR 一 思 |PS| = 二 ts，@、R、B 的 极 符 标 分 别 为 (t1, 01)、 
《ta,， 2 十 02)、(ts, 2 一 0s)。'. 4、@.B8 三 点 共 线 ,根据 第 98 题 得 

Sin (0 — 201) + Sin (20; ~— O01) 4 sin (01 —0) _ 0 


Ce ee 


1 a1 pa 
A AT 同 理 可 得 刀 拟 VY Paps C0s 02，ia 拟 
2 
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V Pap1C0s 03， 令 VP1、VMPz、VPs 分 别 为 第 77 题 中 的 041、 042、.04s， 
并 A104s=01, 4204As=0,, /As304'=0;, 则 

[41Asl*+ 1A2431?+ | Aadi|?=p1t+p2s—2V pipscos 多 十 po 十 ps 

—2\ pops cos 92 十 ps 十 pi 一 2 pspi cogs 03 

> |1041|*+|1042|?+ 1043|2 一 Pi 十 pa 十 pa 

移 项 得 

Ai 十 ps 十 ps>2(V plpy cog oO 十 \ pops cogs 0 ,十 \V psp1 cos bs) 

3++t)>2(|PD|+|1PEI+|PF|). 

当 且 仪 当 三 角形 为 正三 角形 且 PP 为 其 中 心 时 ,等 号 成 立 . 

[说 明 ] ”这 个 不 等 式 称 为 埃 德 斯 - 莫 德尔 (Brd6s-Mordell) 不 等 式 ， 这 
里 通过 一 个 比 该 不 等 式 更 强 的 不 等 式 来 进行 证 明 .。 如 果 应 用 三 角 不 等 式 . 
在 x 十 BY 一 5 0、 引 2 为 任意 实数 , 则 妇 十 o2 +2 >27y cos a t+ 2yz cosB 
十 sz cos y”， 则 在 已 证 得 站 < V pips cos O01, to paps co8 02, ts 
V pspi cos gs 之 后 , 呈 可 直接 得 

Pi+pst psa>2(V pips cos 01+ A popa cos 0+ V pap1 Cos 0,) 
之 2(hitttts)>2(|PD|+|PE|+ IPF|I), 
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103. 已 知 一 直角 坐标 系 和 夹 角 为 w 的 斜 坐 标 系 有 相同 的 原 
扩 相 zz 轴 ,如 果 点 卫 的 直角 坐标 为 (w',Y), 斜 坐 标 为 (w, 人 ，… 

求证 人 co8 ww yy 
Y =Y Sm ow., 

[证 ] 过 卫 作 y 轴 的 平行 线 , 交 轴 于 ML; 过 
忆 作 2 轴 的 平行 线 , 交 2 轴 于 Q，…… (Ox, 09) 
一 WW ,., CMz, MP) = w, 

v=0%0=0M+MO=OM+ MP.cos w=7X+y Cos w 
y =YP= MP.sin w=y sin w, 


{~=2+y COS W 
ly 一 9 sin w. 
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[说 明 」 以 上 证 明 为 点 书 在 第 一 象限 的 情况 , 当 点 书 企 其 它 象 限时 , 也 
可 类 似 证 明 . 以 下 第 104 一 107 题 相 同 . 


104. 两 坐标 轴 夹 角 为 @ 的 斜 坐标 系 中 , 已 知 两 点 4、 好 的 斜 
坐标 分 别 为 (wa, Ya4)、(ws, ys)， 求证，4、B 两 点 间 的 距 离 
1A4B| = -MV (wa — XB) “十 (Y4— YB) +2(24— wa) (Ya Ym) eos @.. 


[分 析 ] 直角 坐标 系 中 两 点 间距 离 公式 的 
推导 是 用 勾 股 定理 , 与 此 相应 , 在 斜 坐标 系 中 
只 要 用 余弦 定理 即 可 .或 者 利用 直角 坐标 与 
斜 坐标 的 坐标 变换 推 求 . 

[证 一 ] 作 4M、 BN 平行 Yy 轴 , 分 别 交 z 
轴 于 XM、 NV, 作 BC 平行 + 轴 , 交 AM 于 0 

BC=NM=OM—ON=xs -zp CA=MA- MC =Y4— Ya. 
BCA= /0MA=180° — /AMz=180°—w. 
AB’— BC+ 0 4? 2BO.04 eos BO2 
= (%4— Kp) 十 (04 一 yp) 一 20z2 — Lp) (Ya Ys)e0s(180° - w). 
ABI=V (sar) + (ya— ya) +2ra— a) (YA Ya) coso,. 
[证 二 ] 设 4、B 的 直角 坐标 分 别 为 (x4, 奶 )、《zs, y8), 则 根据 上 题 有 


TaA~—T4TY4 CSO 7ZB 一 8 十 45 COS Ww 
{sin @ 1 一 %5 Sin w 
在 直角 坐标 系 中 ， [4B|= Vv 《2Z4 — Tp)” 十 (Wa 一 yp) 
利用 忆 、 包 得 


14B|= V[(¢s— TB) + (ya ~ Ya)eos w+ [Cya ~ Ys) Sin w]? 
YY (24 — WB) +2(T4 — Ta)N(y4 ~— YB)008w+ (94a —- Ya)? COS w+ (ya — YB) sin 
105、 两 坐标 轴 夹 角 为 的 斜 坐标 系 中 ,点 4、B 的 斜 举 标 为 
4(za，%)、B(za，%a)， 直 线 4 的 倾角 为 pg， 求证 ， 直 线 4B 
的 斜率 


tg p= 一 ga) sinw 
(D1 ~ 23) + (Yi — Y3) CV cw * 
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[证 ] 过 点 44 作 两 灿 平 行 线 4P、46 分 别 
交 2 轴 于 书 交 2Z 轴 于 @， 过 点 B 作 两 轴 平 行 线 
BRE、BS 分 别 交 9 轴 于 已 交 Z 轴 于 S、 自 点 4 
作 4C_LRB， 研 足 为 C， 

CA=EA.sin w= (yi — +2)8in w, 
BO = BE -+ EC= 《2%1 — Xo) 十 (1 — Ya)COS ww 
_C4 _ 《81 一 ya)8I0 6 
BP ED Ct) FY yy oo 
106. 两 坐标 轴 夹 角 为 的 斜 坐标 系 中 ,点 4、 8B 的 斜 坐标 为 
: AP 
(z4 Y4)、(wB, YB), 且 4B 连 线 上 的 点 Plz, 9) 满足 入 = PB: 


试 证 ，(D 2 一 2 ,ge (类 一 D; (2) 车 了 为 


AB 中 点 ， 则 wz 一 -24 三 2 ， y— / » ; 


[证 ] (1 作 4M、PQ、BAN 平行 y 轴 分 别 交 
zt 轴 于 作 、@、N, 则 OM=zs, MA=Yyy; 080==% 
QP=Yy; ON =xsp, NB=ys. 作 40、 PD¥ 行 x 
轴 , 分 别 交 QP、NB 于 C0C、D, 则 40= MY=08 
—0M=zx—%4, PD=QN~O0N -O00=7xs—7x; CP=QP-Q0=y—Yya, DB 


CD / 


OM © NN 


=NB~-ND=ys—y, ‘. AACPwAPDB, 和 一 一 一 一 一 一 一 一 


- _ Za+Azs n - AP _ CP YYa pe _ ya+Ays 
解 储 Z 一 TITTX 类 似 地 ,和 PHB DB 7 解 全 TA 


(2》 若 卫 为 4B 中 点 ， 则 X= 与 计 = 二 由 (DD 即 得 


_ 04 十 0B _ 44 十 4B 
a 


107. 两 坐标 轴 夹 角 为 的 人 冬 坐 标 系 中 ， 三 角形 4BC 的 三 项 
点 的 斜 坐 标 分 别 为 ，4(z4, V4)、 了 (zs Ys)、QO (wo, yo). 试 证 : 
TA Ya 1 
wp YB 1 


人 4BO 的 面积 Sa4ao 一 地 
Vo Yo 1 


sin w 的 绝对 值 


《4 第 一 从 坐 标 法 
[证 1 如 第 103 题 建立 直角 坐标 系 , 设 4、B、C 三 点 的 直角 坐标 分 别 为 
人 人 人 


ya = Ya Sin w, ys = Ys Sin w, yo= Yo Sin w， 


Xa Ya 1 Z4 十 bcosw Yasinw 1 
xz ys 工 | 一 |Zs 十 bpcosw ypSinw 1 
Xo yo 1 2Zo 十 bocosw yosinw 1 
ZX4 Yasinw 1 ya Cosw yasinw 1 


一 |Z5 Yassinw 1|+|iyscosw yasinwW 1 
ro YosSinw 1 Ya CoOSwW YoBinw 1 


之 4 Ya 1 


Xo Wo 1 
Z4 Yal 
Da4B0 一 可 wpB Ya 1 的 绝对 值 
Z6 yol 
4 Y4 1 
斑 zs ys 1 |sin ww 的 绝对 值 
Xo Yo 1 
108， 过 一 已 知 角 wzOw 的 平分 线 上 任意 一 反 上 的 直线 区 此 角 
的 两 边 于 4、B 两 点 , 以 角 的 两 边 为 坐标 轴 ， 建立 斜 坐标 系 ， 点 了 了 
的 斜 坐 标 为 (4a, a)， 则 4、 BB 两 点 到 角 顶 0 的 距离 的 倒数 和 为 
1 
定 值 二 
[证 一 」】 设 04=z, 0B=y, 则 4、B 两 点 斜 举 
标 分 别 为 《(%, 0)、(0, Y)。'。 4、P、B8 三 点 共 线 ， 


x 0 1 
a 4 11|=0. HB azt+ay— xy=0, 
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[证 二 ] 取 0O 为 极点 , Oz 为 极 轴 ， 建 立 极 坐标 系 ， 设 4、P、B 三 扩 的 
极 坐 标 分 别 为 ，《p1, 0)、《p, 6)、(pa 20)， 作 MP/Oy 交 0z 于 对, 则 
| PPM | =a. 

p 。 psSsna 

在 A0P 有 由, 讽 8 0 sin(m—20)  “° “一 sin 20， 


Soap T+ HAopB—=O a04p, 


I, sing 十 工 oo SIin 0 =: 于 pps sin 20 


2 2 
1 ,1 sin29 1 1 1 1 
pp psing a’ 0 1041 I0B| aa 


109. 如 图 , 设 线段 4B 的 中 点 为 于 , 从 4B 上 另 一 点 C 向 直 
线 4B 的 一 侧 引 线段 CD; 令 0D 的 中 点 为 人 入，BD 的 中 点 为 
P, MN 的 中 点 为 @， 求 证 直线 PQ 平分 线段 40. 

[分 析 ]” 因 线段 中 点 由 其 端点 决定 , 故 以 直线 
BD、B4 为 坐标 轴 建 立 斜 坐标 系 后 , 设 定 4、C、 了 DD 
的 坐标 ， 则 诸 中 点 忆 、 M、N、@ 以 及 4C 的 中 点 加 
就 容易 求 得 , 然后 证 P、Q@、 刀 共 线 即 可 . 

[证 ] 取 B 为 原点 ,直线 BD、B4 为 坐标 轴 建 立 . 、 
斜 坐 标 系 如 图 . 设 4(0, a)、0(C0, co)、D(a, 0), 则 六 4 EMC ? 
P (4,0).M(0, $).N(S, 了 )、@( 生 2 和) 40 的 中 点 百 的 坐标 为 

2 2 2 2 4” 4 


(0, 2 ) * PE 的 中 点 坐标 为 < 一 忌 ( 与 +0)= 工 9 了 0+ 呈 <) 


2 2 
人。 点 @ 的 坐标 与 线段 PE 中 点 的 耸 标 相同 ， 故 呈 、 8、 万 三 
点 共 线 , 即 直线 PQ 平分 线段 40. 


110， 任 意 四 边 形 4BOD 的 对 角 线 4O、BD 的 中 点 分 别 为 
M、W; BA、 OD 的 延长 线 相交 于 点 0. 求证 ， 人 OMN 的 面积 
是 四 边 形 4BOD 的 面积 的 子 . 


[证 ] 取 4B.CD 所 在 直线 为 坐标 轴 建 立 斜 坐标 系 . 设 四 边 形 四 顶点 的 


坐标 为 4(24,0)、 BC2b, 0)、C(0, 3c)、D(0, 24)， ZBOO~o( 0<wo< 和 于) 
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则 必 、N 的 坐标 分 别 为 (a, c)、(b, 中， 


“| sn w 的 绝对 信 
C 


= 子 |be-adlsmw， 

而 四 边 形 4BCD 的 面积 
1 125 0 

8 一 Bao 一 Sop 一 刘 | 


~2|bc—adlsin oo, 


$35. 坐标 变换 


111. 求证 ,方程 4o+ ByTO=0 (42?+B2 关 0) 经 过 坐标 变 
换 一 定 能 化 为 y==0. 
[证 ] '. 4? 十 B? 关 0，.".，4、B 中 至 少 有 一 个 不 为 0, 设 B 和 0， 先 作 


P| ”0…@, 将 四 代入 方程 4+ By+0=0, 得 4z 十 By 
yy 
X= pr Br +Ay) . 
= 0…@@。 再 作 旋转 变换 | …@. 
/i ty 


将 回 代 入 加 ,得 V 4:+Biy'=0, '. A?*+B’#0，.. 二 0, 
; CG 
X= — 


panna 。 4, 代入 方程 42+ By+C =0， 
YY 


得 Az'=0, 即 x ==0. 本 
六 ol 人 _ 
2 一 2 COS 一 可 y"' Sin > y 

世 


4 一 亿 ‘sin + CO8S 5 


85. 坐标 变换 4 
代入 xz'=0, 得 多 =0. 

112. 把 平面 内 一 点 了 卫 作 如 下 变换 ; 经 过 此 点 在 2 轴 上 的 射影 
Q, 作 与 2 轴 正 方向 成 村 角 的 射线 , 然后 在 此 射线 上 取 |@P'| 
-地 |@P|， 得 到 PP". 六 求 启 PP 与 点 了 的 坐标 之 间 的 关系 
式 . 


[分 析 ] 由 题 意 可 知 , 点 @ 的 坐标 取决 于 点 PP 
的 模 坐 标 , 而 19P | 取决 于 点 己 的 纵 坐 标 。 根据 
所 要 (2 已 可 知 , 所 多 、 已 的 做 标 和 |g | 三 者 义 

— Xo= |QP jeosCOw， 9P ) 
放生 关系 1 -yo=|QP'| sin(O%, 9P)， 
由 此 即 可 得 到 点 P 与 点 卫 的 坐标 之 间 的 关系 式 ， 

[ 解 ] 设 点 三 的 坐标 为 人 zc， 仿 ， 点 三 的 坐标 为 (zw', 4)， 则 点 @ 的 坐标 


为 (z, 0), 且 18P|= 寺 yi， 点 Pz,Y) 与 点 Plz, y) 的 坐标 之 间 
的 关系 式 为 


[nt 4 =z+ Vly 
1 1 。 Tt 1 V2 
9 一 可 jyjsim 可 ， % 一 一 一 |4|. 


[说 明 ] ”欲求 两 个 动 点 的 坐标 之 间 的 关系 ,一般 可 如 上 将 其 中 一 点 的 从 
标 当 作 已 知 重 , 随后 根据 条 件 去 求 另 一 点 的 坐标 ， 

113.， 坐标 轴 经 平移 再 旋转 后 ,点 4 0, 1) 和 点 B(1, 0) 变换 
成 4"(0, 0) 和 B"(0， 一 vV 2)， 求 平移 公式 和 旋转 公式 . 


0 一 4 Sin 0 十 玫 
[ 解 ] 先 平移 再 放 转 的 生 标 变换 公式 为 0 


h=0 / 
点 4C0, 了 和 点 如 (0, 0) 的 坐标 代入, 得 { 1 用 点 BC 0) 和 点 


l= 2 sing 


. /2 /2 
0= 一 和 MV 2 cos 0 十 1 和 了 ~ 2 ° 


(0, -V3) 代 入 ,得 
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ll 一 二 一 芭 
X= V2 
平移 公式 为 tw 旋转 公式 为 prt 
| Y' 一 J , 
2 


i114. 用 解析 法 证 明 cos (a 一 BB) = cosa cos BB 十 sin a sin pb. 

[证 阴 」 在 直角 坐标 系 x0y 内 , 作 单 位 圆 0, 设 
a 角 的 始 边 为 0x%, 终 边 交 圆 0 于 0; 8 角 的 始 边 为 
Ox, 终 边 交 圆 0 于 B. 这 时 C、B8 两 点 华 标 分 别 是 
《eos a, sin a) 和 《cos B, sin 8). 由 两 点 距离 公式 得 

[BO0|?= (cos a — cos B)’+ (sin a ~ sin B)? 
=2—2{c08 a cos B+sina sin B). 

再 以 0OB 所 在 直线 为 x 轴 建 立 直 角 坐 标 系 20y， 使 其 单位 长 与 直角 
坐标 系 x0y 相同 ， 在 新 坐标 系 x'0y 中 ， 点 如、C 坐标 分 别 为 (1,，0) 和 
cosa 一 B), sin(a 一 B))， 由 两 点 距离 公式 得 

1BC|?= [ecos(a 一 8) 一 二 十 sin2(a 一 B) =3 一 3cos(x 一 局 )， 
"。 costa 一 有 一 co8 wcos B+sina sin 8. 


115. 已 知 点 了 (l, 2) ,将 点 三 绕 原 点 按 道 时针 方向 旋转 60 
后 , 再 将 此 点 沿 2 轴 正 向 平移 5 个 单位 到 达 @， 求 点 @ 的 从 
标 ， ， 
于 解 一 ] 设 成 了 2) 绕 原 点 送 时 针 询 。 RE 
转 60” 到 达 点 及， 则 点 瑟 的 坐标 

[人 cos 60° 一 4 sin 60°~— 坟 -V3 


y= 8in 60° +y eos 60° M+l. 


点 且 的 从 标 为 (二 -V3,， 人 +1) 
再 将 点 五 沿 z 轴 正 向 平移 5 个 单位 到 达 点 @ 则 点 @ 的 坐标 


人 一 /3 


yy = 十 工 


$5. 坐标 变换 ‘9 


点 有 的 坐标 为 (本 -一 V 可 V3+1). 


[ 解 二 ] 设 点 @ 的 坐标 为 (x", y')， 则 
2 cos 60° —gsin 60° 1 5 
(了 六 (号 60° cos 60° N32)+(0) 
1 — 11 -一 
5 | V 3 5 3 一 V 3 
I\v +( 让 V3 .1 
-二 -3 
点 8 的 举 标 为 ( 共 -V3,， 2+1) 
116. 求证 ， 任 意 两 点 (wi, y1)、(ws, p) 经 坐标 轴 平 移 、 旋转 
后 , 距离 公式 ~ (zi — wma)’ + (V1 一 Ya)’ 不 变 ， 
[证 ] 将 原 坐 标 系 原点 移 到 点 (xo, yo), 并 且 将 坐标 轴 旋 转 9 角 , 两 点 的 


新 坐标 为 (zl 1)、(z2, 92), 新 旧 坐 标 变 换 方程 为 
人 cos0 一 4 SinO 十 20 


[Ce Le 


y= SinO+y" cos0+gyo. 
V (Wi 一 23) + (1 —Y3) 
= (m1 0080--y singd+ ro ™— ry cos 0 十 专 Sin0 二 加)5 十 (人 DT cosO 
+yo—%2 8in 0 ~ cos 0—yo): 
VAT 
[说 明 ] 由 此 题 可 知 ; 图 形 经 过 坐标 轴 平 移 . 旋 转 后 , 形状 .大 小 不 变 . 
117. 设 P 了 (w, y) 和 Po(wo, yo) 为 平面 上 任意 两 点 , 求证， 经 
过 坐标 轴 旋 转变 换 后 ,yox 一 zogy 的 形式 不 变 . | 
[证 一 」 坐标 儿 旋 转 4 角 后 , (%, y)、(mo, 如 ) 变 换 为 (2'，Y)、(25, 细 )， 
新 旧 坐 标 之 间 满 足 。 
2 一 2 C08SO—y sing 2Z0o 一 20 0080 一 Snb 
| by 一 0 Sin G+y cos 0 | yo = Sin G+ 05 0 
yoT— Toy= (YX Cos 0~— wy sin 0) (zo sin 0 十 从 cos 0) 
一 (op cos 0 ~ sin0) (x' sin b+ cos do) 
—yor 《cos 0+8ln°0) — zy (sin?0+c0820) 一 XI — zoy, 
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[证 二 ] 因 |yow 一 zoy| 是 入 POPo 面积 的 两 倍 ;|yox 一 zoy | 也 是 APOP。 
面积 的 两 倍 , 而 三 角形 的 面积 和 0、P、Po 的 相对 位 置 均 不 随 坐 标 系 的 变 
化 而 改变 , 故 yx 一 XY0y 二 Yor' 一 Xo0y 

118. 试 推 求 极 坐标 系 中 的 转轴 公式 . 

[ 解 ] 原 极 坐 标 系 中 极 轴 转 过 w 得 新 坐标 系 的 
极 轴 ， 设 平面 上 一 点 卫 的 原 坐 标 为 P(p, 9), 新 坐 
标 为 Plp', 8)， 根 据 极 坐标 定义 即 得 极 坐 标的 转 


P=p 

外 公式 : 10 9 

119. 试 推 求 斜 坐 标 系 中 的 平移 公式 . 

L 解 」 设 zOy 为 原 坐 标 系 ,2 OU 为 新 坐标 系 ， 
总 型 在原 坐 标 系 中 的 坐标 为 (Z,， 起 , 在 新 坐标 系 
中 的 坐标 为 (Zz', y)。 又 新 坐标 系 的 原点 0' 在 原 
坐标 系 中 的 坐标 为 (4a, 8)。 由 图 所 示 

OP~0A+AP=0A+0'P', PM=PP'+P'M= A0'+P'M. 


于 是 得 平移 公式 : 


YX 一 好 十 4 


2 一 9 十 D. 
120， 已 知 点 忆 的 极 坐标 是 (10, 备 )， 如 果 极点 0' 在 直角 举 


标 系 中 的 坐标 是 (2, 3), 而 极 轴 0'%' 平行 于 % 轴 正 向 , 求 点 PP 
在 直角 坐标 系 x0y 中 的 直角 坐标 

[分 析 ] 先 建立 直角 坐标 系 X20'Yy, 求 出 点 卫 在 
此 坐标 系 中 的 直角 坐标 , 再 用 平移 公式 求 出 点 三 在 
直角 坐标 系 x0y 中 的 直角 坐标 . 

[ 解 ] 建立 直角 坐标 系 民 0O%， 设 点 王 的 坐标 为 
(ZX ，y )， 


2 一 10 cos 5V 3， y =10 sin -5. 


点 卫 在 坐标 系 x0Oy 中 坐标 为 (XY, Y)， 则 
=X'+2=5V 3 +2, y=Yy +3=8, 
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即 点 书 在 2Z0y 中 的 直角 坐标 为 (5V 3 十 3，8)， 

121. 已 知 点 了 的 极 坐 标 为 (p, 人 .如 果 直 角 坐 标 系 的 原点 
0' 的 极 坐 标 为 (a, g), 模 轴 0'w 与 00' 同 向 , 求 点 忆 在 wz'O'wy 
坐标 系 中 的 直角 坐标 . p A 

p, 

[ 解 ] 设 点 书 的 直角 坐标 是 《2"， y), 根据 向 量 
射影 定理 ( 见 第 38、9 题 )， 

v= (OP)ow= (TO)oo 二 (DB 

一 4008 和 十 Pocos(g 一 9) 一 一 4 十 pcos(9 — wp) 
y= (OP)ow= (O00) 0 + (OP)o, 
= 8in w+i+p sin(0—g9)=psin(0 ~ 9) 
点 已 在 2ZO8V 中 的 直角 坐标 是 (一 a-pcos(90 一 pg), psin(0 -py) 

122， 若 两 轴 夹 角 为 的 斜 坐标 系 的 原点 与 极 坐标 系 的 极点 

相 带 合 , % 轴 正 半 轴 与 极 轴 重 合 , 一 点 的 斜 坐标 为 (w, 内， 极 坐 
t= p0050—psin .cte mw 
标 为 (p, 0) 。 试 证 ， | 。 8 
y= psinb.cse ow. 


[证 ] 设 这 点 的 直角 坐标 为 (x', y), 则 据 第 103 题 有 
(“+ COS oO 人 eg 


4 一 9Sin ww， 4 一 和 CSC w. 
{ee 人 ee Pn 人 
~ y=psinO, y=p sin 0 csc w, : 
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1， 曲 线 与 方程 

在 给 定 的 平面 直角 坐标 系 下 ， 如 果 曲线 COC 上任 一 点 的 坐标 
(wz, 都 满足 方程 了 (zw, y) =0 并且 所 有 适合 方程 的 (z, 力 所 
对 应 的 点 都 在 曲线 C 上 , 则 称 柬 (o, y) =0 是 曲线 C 的 方程 , 而 
称 曲 线 C 是 方程 (w, y) =0 的 曲线 (图 象 ). 

在 给 定 的 极 坐 标 系 中 , 如果 点 P(p， 信 位 于 曲线 C 上 的 充 要 
条 件 是 点 了 坐标 (p, 修 中 至 少 有 一 组 满足 方程 Flp, 90) =0， 
则 称 方程 五 (p, 9) =0 是 曲线 CO 的 方程 ,而 称 曲线 CO 是 方程 
(p, 0) =0 的 曲线 (图 象 ). / 

在 给 定 的 平面 直角 坐标 系 中 ,将 wy 表示 成 参 变 量 t 的 函数 
表达 式 { 一， …(D， 如 果 对 于 t 的 每 一 允许 值 , 式 所 确定 
的 点 用 (zs, 力 都 在 曲线 C 上 ; 而 且 曲 线 C 上 任 一 点 Mo (wo, vo) 
都 可 由 t 的 某 个 值 通过 @ 式 得 到 ， 则 称 中 式 为 曲线 CO 的 参 
数 方 程 . 

(两 曲线 jc, y) =0、glw, 纺 =0 的 交点 坐标 必 为 方程 组 

fv, y)=0 
| Co) 0 的 实数 解 

(2) 方程 F(z, 轨 = 廊 (人 o 四 ar， 图， 信 =0 的 曲线 

是 在 其 \2 9) 的 共同 取 值 范围 内 的 f(z, 9) =0, fa(%,Y) =0,…， 
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让 sh 


1 y) 一 0 的 曲线 的 全 体 . 

z. 求 曲线 的 方程 

(1) 基本 方法 : 

中 建立 坐标 系 , 设 P(w, 9) [或 Plp, 09)] 为 轨迹 上 任意 一 点 . 

凶 写 下 轨迹 条 件 , 有 时 还 应 写 下 从 轨迹 条 件 导 出 的 条 件 . 

@) 将 轨迹 条 件 转化 为 对 应 的 含 zy 的 解析 式 , 并 将 所 得 结果 
化 简 , 即 得 轨迹 的 方程 

4 证 明 满 足 方 程 的 任意 一 组 实数 解 (x, 切 的 对 应 点 ， 必 在 轨 
迹 上 ， 

(2) 参数 方法 . 

QD 建立 坐标 系 , 设 已 tw, 9) [或 Plp, 仿 ] 为 轨迹 上 任意 一 点 . 

@ 根据 题 意 选择 与 动 点 忆 有 直接 联系 的 若干 参 变量 . 

@ 根据 轨迹 条 件 建立 者 干 方程 , 方程 个 数 比 选用 的 参数 个 数 
多 一 . 
由 从 @ 所 得 的 方程 组 消去 所 有 的 参数 ， 即 得 轨迹 的 普通 方 


z=f(t) 
程 ; 如 从 方程 组 中 解 出 即 为 轨迹 的 参数 方程 


y= g(t), 
8.， 措 方程 的 曲线 
先 讨论 方程 的 存在 范围 .对 称 性 和 截 距 ， 然 后 编制 gp，2) 或 
(p，0) 的 对 应 值 表 , 顺 次 描 点 连 成 光滑 曲线 . 
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123.， 求 与 两 坐标 轴 相 切 的 动 圆 中 心 的 轨迹 . 


[分 析 」 与 坐标 轴 相 切 的 圆 , 圆心 到 坐标 轴 的 距离 相等 ， 
[ 解 ] 设 Pw, 幼 为 轨迹 上 任意 一 点 ， 点 书 在 %.% 轴 上 的 射影 分 别 为 
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NN. 
… 卫 为 与 坐标 轴 相 切 的 圆 的 中 心 ,… 1MP|=|NPI]. 且 |MPl= |yl，, 
INP|I=|zj.， | 外 = |z], 即 有 2 一 =0, 亦 即 Jy 
ZX 一 y 一 0, ZX+Yy 二 0。 所 以 轨迹 为 第 一 、 三 象限 和 
第 二 、 四 象限 的 平分 线 . 
大 把 位 于 原点 的 点 圆 看 作 与 坐标 轴 相 切 的 极 
限 情 况 , 则 原点 为 轨迹 上 的 极限 点 .否则 应 除去 . 
[说 阴 ] 求 曲线 (轨迹 ) 方程 的 关键 是 选择 适 
当 的 坐标 系 和 轨迹 条 件 的 解析 化 . 


1234. 人 A4BC 的 边 4B 为 定 长 o 若 边 BC 的 中 线 为 定 长 7 
试 求 项 点 C 的 轨迹 . 
[ 解 ] 取 AB 中 点 0 为 原点 4B 所 在 直线 为 < 轴 ， 建 立 直角 坐标 
系 如 图 则 4( 一 吾 ,0)、B( 备 ,0). 设 点 C 对 
2 


标 为 (2， y); 由 Ee ; ] 由 


z 十 可 2 
已 知 |4E|=7, 得 + 三 + (和) =72 
By (z+ ) + sr .点 0 的 轨迹 是 以 (一 
半径 的 圆 . 
25. 一 动 点 书 到 互相 垂直 平分 的 两 线段 4B、CD 的 端点 的 
连 线 满足 |PA|.1PB|=|1PO1.:|1PD|. 
求 点 了 的 轨迹 方程 . 

[ 解 ] 以 4B、CD 所 在 直线 为 X 轴 与 y 轴 
建立 直角 坐标 系 . 设 各 后 坐标 为 :4( 一 4,0)、 
Bla, 0).C(0, ~5)、D(0, 5b). 

又 P(z,Y) 为 轨迹 上 任意 一 点 , 则 
VT TP VG VD TO VD. 
《22 十 092 十 02)3 一 4a272 一 (22 十 2 十 D 2 一 各 


2c 0) 为 圆心 , 以 27 为 


| 


iu 
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a2—b2 


化 简 得 2 一 4 一 一 


126 .一动 点 到 y 办 的 距离 的 四 倍 与 它 至 441， 一 3) 的 距离 
平方 的 数值 相等 . 求 此 动 点 的 轨迹 . 


[ 解 ] 设 动 点 书 的 举 标 为 4 四; 则 4z|= (zx 一 1)? 十 (y 革 3)1. 

当 % 之 0 时 , 方程 可 化 为 (xX 一 3)? 十 (y 十 3)?=8; 

当 Z<0 时 , 方程 可 化 为 (z 十 1)? 十 (y 十 3)?=0. 

… 动 点 轨迹 是 以 (3， 一 3) 为 圆心 、 以 2V 2 为 半径 的 圆 ， 与 点 
(一 414, 一 3) 所 组 成 . 

[说 明 ] 注意 Plw, 引 到 yy 轴 距 离 为 |z|. 当 xz>0 时 , |x|=z; 当 z<0 
时 ,|2| = 一 Z。 故 点 8《 一 1， 一 3) 也 是 轨迹 上 的 点 ,不 能 遗漏. 


127. 已 知 三 点 4、B.O, 求 使 八 PAB yl 
与 和 人 PBC 的 面积 相等 的 点 三 的 轨迹 . 


[ 解 ] 以 如 为 原点 ，B4 所 在 直线 为 x 轴 ， 
建立 十 角 坐标 系 如 图 ， 设 Ala, 0)、C(6,， 0)， 
P(x, 9) 为 轨迹 上 任意 一 点 ， 根 据 题 意 ， 


Z Yy 1 + 2 1 
bp cc 1 的 绝对 值 = 元 0 0 工 | 的 绝对 值 ， 
0 0 1 a 0 1 
即 | -+| 0 | 亦 即 ez 一 到 = 士 oyy .。 CX 二 (b 士 aQ)y， 所 求 
轨迹 为 过 原 扩 的 两 条 直线 ， 


128. 过 定点 4(g, 5) 任 作 互 相 垂 直 的 两 条 直线 和 Ys, 分 别 
与 < 轴 、% 轴 交 于 4 六 两 点 。 求 线段 
MN 中 点 8 的 轨迹 方程 . 

[分 析 ] 线段 MN 的 中 点 日 取 次 于 有 到、 六 
两 点 的 坐标 ，M、N 是 过 点 4(w,2) 且 互相 垂直 
的 两 动 直 线 与 x. 轴 的 交点 ，… 4M 上 4V, 故 
可 利用 4 及 、A4N 的 斜率 之 积 等 于 一 二 求 得 轨 
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迹 方程. 

[ 解 ] 设 线 段 MN 的 中 点 已 的 坐标 为 (2 人 切 ， 则 点 到 、 的 坐标 分 别 
为 (2z,0) 和 (0, 2y)， 4 的 斜率 ban 一 ,AN 的 斜率 kaw= 了 他. 
“AM AN, .kan kaw 一 1， 代入 即 得 全 ?一 2 好 1， 化 简 得 


a— 2 a 
a(a— 2r) 
2az+2by 一 0 一 B=0， 此 即 所 求 的 轨迹 方程 ， 

129. 过 点 0(3, 各 的 一 条 动 直 线 与 两 坐标 轴 的 交点 为 4、B， 
过 4、B 分 别 作 zz 轴 和 y 轴 的 垂 线 交 于 点 以 . 求 点 用 的 轨迹 方 
程 . 

[ 解 ] 如 图 , 设 点 1 的 坐标 为 (z,， 胃 , 则 点 ?| 
4、B 的 坐标 分 别 为 (x, 0) 和 (0, y)。“… 4、0、 
2 0 1 
3 4 1 
0 vy 1| 
即 xy 一 4Y 一 3y 二 0， 此 即 所 求 的 轨迹 方 程 . 

130. 4 是 % 轴 上 一 动 点 ,一 条 直线 过 点 C42,3) 且 垂直 于 40， 
交 y 轴 于 点 B， 过 4、B 分 别 作 z 轴 和 轴 的 垂 线 交 于 点 民 . 
求 尽 于 的 轨迹 方程 . 

[分 析 ] 轨迹 条 件 是 40 BC， 如 果 能 求 出 40、B0 的 斜率 , 则 可 由 其 
斜率 之 积 等 于 -1 得 轨迹 方程 . 

[ 解 ] 如 图 , 设 点 戏 的 坐标 为 (2, 9)， 则 点 
4.B 的 坐标 分 别 为 (zx, 0) 和 (0, y)，.… 直线 


B 三 点 共 线 ， 一 


40 的 斜率 so=3 ,直线 30 的 斜率 
-2 一 芝 
hpo — 
AG | BO, .. .ll 即 2¢ 十 3y 一 13 二 0， 当 ww 一 2 时， 


点 重合 于 点 0， 其 坐标 仍 适合 方程 
.点 用 的 轨迹 方程 为 “22+3y 一 13=0. 


131， 已 知 2 轴 上 的 动 点 民 , 定 直线 z=a (a 天 0) 上 的 动 点 @， 
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RQ 起 始 位 置 分 别 在 0(0, 0) 和 4(g4, 0). 五 向 右 , @ 间 上 分 别 
作 速 度 相 等 的 匀速 运动 。， 过 娘 且 系 直 于 % 轴 的 直线 交 08 王 
PP. 求 点 了 的 轨迹 . 

[ 解 ] 因为 点 互 和 点 @ 的 运动 速度 相等 ， 
故 10B| 一 1481， 设 点 忆 的 坐标 为 (z 切 ， 则 
z=|OR|, y=~|RP|. 又 PR/94， 


. IOR| _ |PR| 2y , 
14 a8T 印 . 改 扎 忆 的 轨 


迹 方程 为 X==ay， 当 0 时 ， 点 卫 的 轨迹 
为 抛物 线 公 =ay (x 之 0,，y 之 0)， 即 右 半 支 ; 
当 4a<0 时 , 护卫 的 轨迹 为 抛物 线 人 =ay(zx 之 0,y<0)， 即 右 半 支 , 


132%， 试 求 到 两 坐标 轴 距 离 之 差 恒 为 2 的 点 的 轨迹 . 

[ 解 ] 设 Plw, 为 轨迹 上 任意 一 点 ， 则 
|1z] 一 jy| | ==2, 该 方程 所 表示 的 曲线 关于 2、 
y 轴 及 原点 0 都 成 对 称 .车 令 x 之 0、.y 之 0, 则 曲 
线 方程 为 一 y= 土 23(Y 之 0, y>0)， 再 根据 对 
称 性 得 轨迹 如 图 . 

[说 明 ] 车 对 方程 |1w| 一 lyl| 二 2 两边 平 
方 , 得 人 十 一 4=2|zy|…Q@， 再 平方 , 得 

(TF = dy...®, 

因 式 分 解 后 , 可 得 《〈z 一 % 一 2)(Z 一 gg 十 9)(Zz 二 2 一 2) (r+Yy+2) =0. 
不 能 误 认 为 轨迹 是 四 条 直线 ， 因 为 由 @ 到 @ 不 是 同 解 变形 ，Q@ 式 权 求 
2 十 扩 一 4>0， 而 四 式 把 区 域 双 十 好 一 4<0 的 一 些 点 也 包括 在 内 了 . 


133， 在 极 坐 标 系 中 ， 直 线 1 <=psing 上 有 一 动 点 Q, 过 人 0 
作 极 轴 的 垂 线 Q@M, MM 为 垂 足 ， 过 极点 


pln,8) 
0 引 直 线 OP 交 直 线 MQ 于 点 了 ,使 0 | 
为 AMHOP 的 平分 线 ， 求 点 卫 的 轨迹 ， o 
方程 


[ 解 ] 如 图 ，a=psin9 是 与 极 轴 0z 平 行 、 0 MW 
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目 距离 为 |a| 的 直线 . 设 点 卫 的 坐标 为 (p, 9), 则 LM00 一 5. 而 MQ~a 


.. OM =a cte 5. X OM=pceo080, .. pcosO=actg 5 即 所 求 的 轨迹 方 
程 . 

134. 4 是 圆 O 的 直径 ， 且 14B| =24， 及 为 圆 上 一 动 点 ， 
作 表 MN | 4AB, 稚 足 为 和 N. 在 0M 上 取 点 忆 使 |0PI=|MN|. 
求 点 卫 的 轨迹 . : 

[分 析 ] 设 圆 0 的 与 4B 垂直 的 直径 为 CD， 从 已 知 条 件 10P|= 
1MN| 和 |0C|==10M | 容易 看 出 CP]OP, 由 此 
即 可 得 出 上 后 了 的 横 坐 标 和 纵 爸 标 之 闻 的 关系 ， 

[ 解 一 ] 建立 坐标 系 如 右 图 . 使 加 0 的 方程 
为 + 二 2， 当 点 用 在 上 半圆 上 运动 时 ， 
“|OP|=|IMN|., 100|=|0OM|, 有 £ LPOO0= 
LOMN, .. APOC@ANOM, .. LA0PO= 
人 ONM=90*， 即 CPLOM. 设 点 忆 的 坐标 为 


(co 9)， 则 Kou 二 又 点 0 的 坐标 为 (0 的 ，… kop 一世 -~， 故 有 


LT 
站 六 一 一 了 即 2?+ 妨 一 ay 一 0， 同 理 , 当 点 用 在 下 半 加 上 运动 时 则 有 
DPIOM. .. 人 Ol 即 z2 十 久 二 ag 一 0，、,… 当 点 戏 在 圆 0 上 


运动 时 ， 氮 书 的 坐标 满足 方程 冯 十 多 士 oy 一 0， 其 轨迹 为 两 个 圆 ， 

[ 解 二 ] 以 圆心 0 为 极点 ,半径 04 所 在 的 射 
线 为 极 轴 建 立 极 坐标 系 如 右 图 。 设 点 卫 的 坐标 
为 (p, 9)， 则 |] 0P|=p, | MN |=|asin91, 
.Pp 二 土 4hsm9。， 其 轨迹 仍 为 两 个 圆 ， 

[说 阴 」 求 动 点 的 轨迹 方程 ,关键 在 于 寻找 动 
点 的 两 个 坐标 之 间 的 等 量 关 系 ， 在 这 点 上 它 与 
列 方 程 解 应 用 题 有 相似 之 处 ， 轨 迹 问 题 中 设 动 点 坐标 犹如 列 方程 解 应 用 
题 中 的 假设 未 知 数 ,而 前 者 的 求 轨 迹 方 程 实 即 后 者 的 列 方程 ， 因此 , 求 轨 
迹 问 题 的 基本 方法 是 使 轨迹 条 件 解析 化 

185， 一 定 角 40B 内 有 一 动 点 P, 引 PA.104, PB | .0B， 
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使 四 边 形 40BP 的 面积 为 定 值 . 求 动 点 耳 的 轨迹 方程 . 

[ 解 】 取 0 为 极点 ，~.408B 的 平分 线 为 极 
轴 ， 建 立 极 坐标 系 加 图 . 设 人 40B=2a, 动 点 
的 极 坐 标 为 (p, 9,。 四边形 40BP 的 面积 
等 于 人 0P4 与 人 02BP 的 面积 之 和 , 因此 有 


二 peos (a—0) :psin (wa 一 分 十 亏 peos (a+0) 
"Psin(a+0) 一 a*。 其 中 为 定 值 ,一 a<9<a， 利 用 三 角 变 换 得 p? cos 36 
2 _， 此 即 点 一 轨迹 的 极 坐标 方程 


$1n 23au * 

136. 设 0 为 定 圆 的 圆心 ，4 为 圆 内 一 定点 ， 作 任 一 半径 
0B, 连接 瑚 号 并 自 做 作用 B 的 垂 线 以 P 交 0B 于 PP， 试 求 
凡人 了 的 轨迹 方程 . 

[分 析 ] 极 坐 标 系 与 直角 坐标 系 相 结合 , 抓 住 PM | BM 时 斜率 满足 的 
条 件 ， 或 用 余弦 定理 与 |1MP|?+ |MB|*= |PB|3, 
都 可 列 式 得 解 . 

[ 解 一 ] 建立 直角 坐标 系 如 图 ,并 以 0 为 极点 ， 
% 轴 的 正 半 轴 为 极 轴 建立 极 坐 标 系 ， 设 Plp, 外 为 
轨迹 上 任意 一 点 , 定 圆 0 的 半径 为 4, 0 用 =b. 则 点 
B、P、 必 的 直角 坐标 分 别 为 (a cos 90,，a sin 09)、 
(peos0,psin0) 和 C6, 0),. PhMf | BM,. 


psing asing —_1 
pcos0—b qacos0—b 
即 ap([ 一 cos 0) +apcos20 一 Dfp-+aycos0 十 所 2 一 0 
改 点 卫 的 轨迹 方程 为 
/ _ bb—acos0) 
beosO—a 


[ 解 二 ] 建立 坐标 系 同 前 . … |MPl:+|1MB|?=1PB|，， 而 |MP|?= 
p+b*—2pbeos0, |MB|?~a?+b?—2abcos0, |PB|=|a—p|=0—p, 
p+b?—2pbeos0+a+b? —2ab cos0=(a—p)?. 
化 简 即 得 轨迹 方程 
/ b(b— a co0s0) 


PY beos0O—4 * 
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137， 平 面 上 一 动 点 卫 自 原点 出 发 ， 向 2 轴 正 向 前 进 路 程 人 
(e>0)， 再 向 左 转 90° 前 进 路 程 ar《(7>>0), 复 向 左 转 90 人 前进 
路 程 ar”, 循 此 方式 继续 下 去 , (1) 若 7 满足 0<7<1, 试 求 护卫 
的 极限 位 置 @; (2) 若 ”在 0<r<1 的 范围 内 变动 , 试 求 皮 @ 的 
轨迹 C; (3) 要 使 C 含 在 以 点 0(0, 0)、4(0, 1)、B(I 0) 为 项 扩 
的 三 角形 (包括 边界 ) 之 内 , 试 求 应 满足 的 条 件 . 

[分 析 ] 用 等 比 数列 求 和 公式 可 得 (4) 的 解 ; 从 
点 @ 的 坐标 表达 式 中 消去 7? 即 得 点 名 的 轨迹 ; 从 "| 
(2) 的 结论 和 (3) 的 图 形 位 置 关系 中 可 以 确定 a 应 
满足 的 条 件 . 

[ 解 】 设 点 日 的 坐标 为 (x, 办， 显然 有 


% 一 Q 一 QY2 十 Qg 一 QY6 十 ，， 


y=07—ar 十 095 一 0Y 十 
它们 各 自 构 成 一 个 公 比 为 -~r” 的 无 穷 等 比 级 数 . 


1) 0<y<T 0 一 | 一 42 .， 
(1) ? 一 < | 7“|<=L, 4 一 TF 9 Tr 


: 点 日 的 举 标 为 (了 人 5 Tr Th) 


(3) 从 2 一 本 工 7 人 TITY 本 5 中 消去 7 ， 得 十 六 一 04， 


过 
0 一 < 荆 ， pp 二 人 二 0 0<y< 三 . 


点 @ 的 轨迹 是 上 半圆 的 右 痒 强 ( 见 图 ). 
(3) 入 04B 是 等 采 直 角 三 角形 ,而 腰 长 为 J。 要 使 0 在 这 个 三 角形 内 ， 


必须 要 求 圆心 ( 瑟 ， 0) 到 斜 边 2+y~1 的 距离 不 小 于 加 的 半径 即 
z a /于 2 加 
3 > 本 2 一 xp V323c， a< FT =2(V 3 —1). 
故 只 有 当 0<a<3(V 互 -1 时 ,才能 使 C 在 人 048B 之 内 . 

188.， 已 知 定 点 也 与 定 直 线 岂 在 上 上任 取 一 点 总 连结 了 QU 
以 PQ 为 一 边 作 正三 角形 PQR(P、 8@、 BB 的 顺序 呈 道 时 针 方 
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向 )。， 求 当 点 @ 沿 直线 1 移动 时 ， 点 的 轨迹 . 


[分 析 ] 点 五 的 位 置 依赖 于 点 @, 而 点 @ 限定 
在 定 直线 ! 上 运动 , 若 以 1 为 轴 , 设 8 的 模 从 
标 为 如 选 + 为 参数 ， 则 五 的 运动 就 依赖 于 参数 
不 论 用 坐标 变换 还 是 复数 ,都 容易 用 ;的 函数 
表达 点 总 的 坐标 4z,y), 最 后 消去 t 即 得 解 . 

[ 解 一 ] 取 定 直线 ! 为 = 轴 ， 定 点 王 在 “办 
上 射影 0 为 原点 ， 建 立 直 角 坐标 系 如 图 ， 设 书 
(0, p),p 为 定 值 ; 8(t，0)，t 为 参数 ;RCz, 9) 为 轨迹 上 任意 一 点 . 
经 坐标 轴 平 移 | ，_ ,后 ,在 “Py 坐标 系 中 ,@(t， 一 p), Rs, yp). 
… 经 转轴 60° 后 , 点 日 将 转 到 点 


z=tc0s60°—(~p)sin 60°— + p.…@, 


y—p=t8in60°+(— p)eos60° = E12...0, 


由 个、@ 消 去 参数 心得 9g=V 3 z 一 p， 故 点 且 的 轨迹 是 一 直线 . 
_[ 解 二 ] 设 卫 、 4、 R= 三 点 对 应 的 复数 分 别 为 pit 十 姑 ; 则 PQ. t—pi, 
PR. z+ (y 一 p)i，'.，P9 接着 时 针 方向 旋转 60。 后 得 PR 


(es 和 i $F)= = 人 十 (yy 一 JD), 


即 (了 3+ 沪 +Y3 Mp )+ (et)i=e+t (yp. 
3 5 2 
ft,V3 
“Ht? 
得 3 
~ 
4/ 可 tt 可 
消去 参数 刀 得 y= 3x—p. 


[说 明 ] 《1 用 参数 法 则 求 曲 线 (轨迹 方程, 关键 是 选择 适当 的 参数 , 利 
用 轨迹 条 件 建立 含 轨迹 上 任意 点 的 符 标 .9 与 参数 的 方程 。 选 参数 时 应 
注意 ，@ 应 与 动 点 坐标 %.y 有 直接 联系 ; @ 要 利于 计算 轨迹 条 件 中 的 几何 
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量 ; @ 要 便于 最 后 消去 参数 .建立 参数 方程 , 要 善于 分 析 轨 迹 条 件 中 的 等 
量 关 系 ， 并 将 其 中 的 量 解析 化 。(2) 本 题 如 琳 取 Pe 的 旺角 9 为 参数 ， 利 


用 旋转 变换 : 
( x ) cos 60° oo 0 ) 
4/ 一 好 -( oo cos 00° ( —D 
1 V3 
“FPtelt a ? 


和 一 -于 potg6+Y PD 


1 /3 
y=2- spted. 


即 得 


消去 9, 即 得 轨迹 方程 y= 和 V 372 一 %. 

139， 过 不 在 坐标 轴 上 的 定点 下 (a, 5) 任 作 一 直线 , 分 别 交 % 
轴 .y 轴 于 4、B， 求 线段 4B 中 点 的 轨迹 方程 ， 

[分 析 一 ] 如 图 ,根据 相似 三 角形 判定 定理 
易 知 人 MBCco 和 APBD, 由 此 即 可 推 得 X,Y 之 
闻 的 关系 . 

[ 解 一 ] 设 线段 4B 的 中 点 为 Plz, 急 . 作 


MO 1y 轴 ，PDl1y 轴 ， 垂 足 分 别 为 CD. 
则 CM=a, 00=b, DP=zx, 0D=DB=Y. 


MC/JPD, .. AMBCcAPBD. 
CM _0B ama 2y-b 让 产程 关 
故 - 斑 5 一 即 王 = 全 GyF0.y 坟 0)， 改 所 求 的 轨迹 方程 为 
22zy — br —ay=0. 


[分 析 二 ] 线段 4B 的 中 点 取决 于 它 的 两 个 端点 4、B， 故 可 取 这 两 个 
端点 的 坐标 为 参数 去 求解. 
[ 解 二 ] 设 点 4 和 人 分 别 为 (p, 0) 和 (0, 9), 则 线段 48B 的 中 局 


Plz, gy) 的 坐标 满足 rz 一 广 …GD; 9 一 王国 ，。 B、 放 、4 三 点 共 线 ， 
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0O 9 1 
a b 1 
np 0 1 
由 @、@ 得 p= 2z, 4 一 2y， 代 入 上 式 , 即 得 所 求 的 轨迹 方程 
220 一 D8 一 ad 一 0. 

[分 析 三 ] 也 可 取 直 线 4B 的 斜率 大 为 参数 求解 ， 

[ 解 三 ] 设 线段 4B 的 中 点 为 P(z, 力 ， 且 过 点 M(a, 5) 的 直线 方程 为 
y 一 5 一 4z 一 人 ,4 六 0 则 点 4\、 台 的 举 标 为 (4 一 也，0)、(0， 5b 一 ok)， 政 


-0， 即 29-bp 一 ag=0， 


sD 
中 点 三 的 坐标 为 ; 2 一 一 一 ，y 一 一， 从 此 两 式 中 消去 为 得 所 求 的 
轨迹 方程 为 2%y 一 bz 一 ay 二 0. / 

[说 明 ] 求 线段 的 中 点 轨迹 部 可 从 探究 其 端点 出 发 求解 


140. 在 长 为 < 的 线段 4B 上 有 一 动 点 瑟 ， 在 4B 的 同 侧 以 
4R、RB 为 边 分 别 作 等 边 三 角形 4ROC、RBD.， 求 线段 CD 的 中 
尽 以 的 轨迹 方程 . 


[分 析 ] “CD 的 中 点 用 取决 于 C.D 两 点 的 坐标 , 而 人 4BC 和 人 RBD 
都 是 正三 角形 ; 故 设 定 动 点 五 的 坐标 后 ， 即 可 求 
出 CD 的 坐标 . 

[ 解 ] 如 图 建立 坐标 系 , 使 点 4、B 的 坐标 分 
别 为 (0, 0)、(a, 0). 设 线段 4B 上 的 动 点 已 的 人 
标 为 G，0)， 点 四 的 坐标 为 (zx,， 仍 ， 则 0<? 
<a，'.“ 人 ARC 和 人 RBD 都 是 等 边 三 角形 ， 


当 点 0、 吃 在 w 吉 上 方 时 ， 它 们 的 兴 标 分 别 为 (二 ， 琵 ) 和 (9+， 


0) 站- 和- 生 -二 全 引 全 -9 


一 34 ， 同 理 , 当 点 0.D 在 z 轴 下 方 时 ， 有 y= 一 


又 .Ogtea, .. 和 <z< 韦 ， 改 所 求 的 轨迹 方程 为 
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4 一 士 V39 (和 <z< 取 外 

141， 过 定点 4(3, 2) 的 一 条 动 直线 1 分 别 交 4 轴 .y 币 于 
村、N,@ 为 线段 人 MN 的 中 点 ， 连 08， 
并 延长 至 了 ,使 108|==|1QP|. 求 点 卫 的 
轨迹 方程 . 

[ 解 一 」 如 图 . “108|==|8P|，1M@| = 
1QN|, 是 OM TON 故 四 边 形 OMPN 是 一 
算 形 。 设 点 尾 、. 和 NN、P 了 的 坐标 分 别 为 (p, 00)、 
(0, 9) (2 9), 则 X=p, y=q. XX““ N、 4、 


0 9 1 

三 后 共 线 ，.“. |3 2 1|=0, 即 p9 一 2p 一 39 一 0, 亦 即 所 求 轨迹 方程 
Dp» 0 1 

为 Wy-22 一 3y=0. 


[ 解 二 ] 设 动 直线 ! 的 斜率 为 思 则 其 方程 为 y 一 2=4(Z 一 3).， 显然 


% 半 0， 由 此 可 求 得 点 必 的 坐标 为 (3 一 字 ，0), 点 Y 的 坐标 为 (0, 2 一 34)， 


… 点 日 是 线段 LW 的 中 点 ，… 其 坐标 为 (3 ， 瑟 时)， 设 点 了 的 
坐标 是 (z, 挫 ，… 1081 10Pl, 且 了 是 08 延 长 线 上 的 点 ,2= 并 一 2 
y 一 2 一 36， 从 以 上 两 式 中 消去 即 得 所 求 的 轨迹 方程 zy 一 2 一 3y=0. 

142%. 飞机 作 水 平 投 弹 时 ， 飞 行 的 速度 是 %( 米 / 秒 )， 求 炸弹 
下 落 所 经 过 路 线 的 参数 方程 。 如 果 飞 机 投弹 时 距 地 面 高 度 为 
( 米 )， 求 炸弹 着 地 点 和 投弹 点 的 水 平 距 离 . 

[ 解 ] 以 飞机 投弹 点 为 原点 ， 水 平方 向 为 
z 轴 ,单位 长 度 为 1 米 建立 坐标 系 ， 设 投弹 { 


X= vi 
秒 后 炸弹 的 位 置 为 (z, 9)， m{ ] 


这 就 是 炸 弹 下 沙 所 经 过 路 线 的 参数 方程 . 其 
中 g 为 重力 加 速度 ,it 为 参数 . 若 炸 弹 着 地 所 需 时 间 为 了 秒 , 则 0<i<7, 
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如 果 飞 机 投弹 时 距 地 面 高 度 为 ( 米 ), 则 有 一 地 9g?= 一 h，., i 一 
了 V29% z= 二 V27. 故 炸 弹 着 地 点 和 投弹 点 的 水 平 距离 是 之 WV358 米 ， 

143. 在 直角 坐标 系 内 , 炮 口 在 原点 处 , 射击 的 目标 PCa, 5) 
在 第 一 象限 内 , 炮弹 的 初速 为 vo, 不 计 空 气 阻力 求 发 射 角 以， 
并 求 经 过 多 少时 间 击 中 目标 . 


[ 解 ] 炮弹 质量 中 心 的 轨迹 方程 为 | 


T= Vot CO8 0...0) 

1 发 经 
wy 一 votfsing 一 py gt @. | 
过 时 间 t( 秒 ) 击 中 目标 PCa, 5), 则 z 


| d= vot cos 0, 


b= vot sind 一 于 9g 纪 


解 此 方程 组 求 上 与 9 先 消去 妨 得 
b=atg0— go sec’0, | 


2U5 
ga” te20— Oa’ 
到 2 te 0 一 4 妃 0 二 0 十 -3 一 0. 
aq 士 V ga (2v3b + ga?) 

\ pr RE PN 
tg0=— Vg D+) 
yd ga 

v8 : 


b=are ‘B99 ) 


可 | 
消去 0, 得 十 (+ 59 ) vt, BT gt —4(v0—g90)F + 4 +0) =0. 
2 2 —90) +2V Co 0 gr + oS 
1 3» 
9 . 
即 一 =V 2(v3—gb) +2V0—2g000 ~ a2g?. 
WV gov + ga ) 
20 
红 一 二 VC —gb)+ 2Vw} — 2g0v6 一 a’g?; 


0 二 上 ITC te 
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yo 


2 4 2 1 
garctg 2 V vi— g(2bvi + ga’) 
j= TV 29) Vg ag. 
y 


14 鱼 .两 点 的 直角 坐标 为 了 人 一 2 夺 国 和 QT 二)， 其 中 
4 为 参数 . 当 上 变动 时 , 求 山 点 天 的 轨迹 ; (2) 点 @ 的 轨迹 . 


人 一 于 一 2 . , 
[ 解 ] GD 设 点 卫 的 坐标 为 (z, 共 , 则 | ，_， |。 消去 得 


7 二 1 一 2y 十 24, 有 即 人 x 十 2y 二 1 十 24， 故 所 求 的 轨迹 为 一 直线 . 

(2) 设 点 人 @ 的 坐标 为 (z, 殷 , 则 {一 p“ 由 此 得 yz 一 0)?， 帮 所 求 
的 轨迹 为 一 抛物 线 . 

145.， 线段 4B 长 为 (a-+5), 其 两 端点 4 了 分 别 在 2 轴 、y 办 
上 . 也 为 其 上 一 定点 , 且 |18P|==a. 求 当 
4、B 分 别 在 两 轴 上 滑动 时 ， 点 的 较 

[ 解 ] 设 点 4 的 坐标 为 (\，0)， 点 如 的 坐标 
为 (0, 内 ，… |BP|=a，.. |PA|=b， 又 点 P 
在 线 英 4B 上 , 故 包 乒 一 全 ， 设 点 也 的 举 标 为 


u 


一 入 
CE 
1+ eT ” 1+ CT 


即 记 一 人 二 一 《g++5)， 以、 加 代入 化 简 , 得 
所 二 -入 ==1，.. 点 局 的 轨迹 为 一 椭 回 
146， 自 抛物 线 y 一 二 的 顶点 0O 任 作 一 直线 O04, 交 直 线 


y=L 于 点 4， 交 抛物 线 于 点 @。 过 好 与 4 分 别 作 z2 轴 和 yy 轴 
的 平行 线 ,两 直线 相交 于 点 了 。 求 点 了 的 轨迹 方程 . 
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[分 析 j 点 了 (lz, 幼 由 点 入 确定, 取 抛物 
线 y = -南开 上 动 点 @ 的 坐标 (zl, 多 ) 为 参 
数 ， 根 据 轨迹 条 件 ，0、@、 和 4 共 线 , 点 @ 在 
抛物 线 上 , 可 以 列 出 含 r. 外 mr 的 方程 
~[ 解 ] 设 Pw, 为 轨迹 上 任意 一 点 , 取 
点 @ 的 坐标 (21 各) 为 参数 .… 点 0.9、4 在 


一 站 线 上 且 @ 不 在 0 上 , 才 0 yA0. .~. 颖 一 二 7…@ yi=y.…®; 


x 


“点 8 在 已 知 抛物 线 上 , … 1 一 让 2…@， AGO @ 得 z= 型 ,y=y; 


代入 四 请 去 、 如 ， 即 得 轨迹 方程 zx2y 二 283, 亦 即 y= 二 28Bx-2 

[说 有明] 《1》 如 果 取 点 @ 的 坐标 为 (21t, 2142), 以 二 为 参数 , 只 用 一 个 参 
数 , 也 可 得 解 ， 

(2) 若 轨 迹 上 的 动 点 是 由 已 知 曲 线 F(x， j) = 0 上 的 动 点 多 确定 , 常 可 
取 点 蚀 的 坐标 (zm1, 1) 为 参数 ， 根据 轨迹 条 件 列 出 ZX、 Yi 的 方程 ， 宵 
去 参数 , 即 得 轨迹 的 方程 . 

《3) 设 已 知 正方 体 的 棱 长 为 2 按 本 题 的 方法 , 作曲 线 y 二 213w-? 的 图 形 ， 
过 原点 作 第 一 象限 的 平分 线 , 交 此 曲线 于 点 久 ,， 则 以 点 K 的 横 坐 标 (或 纵 
坐标 ) 为 棱 所 作 的 正方 体 , 体积 为 已 知 正方 体 的 两 倍 。(*.' yz 二 223wx2， 而 
Yr 二 XK，.. ZE 人 2 .) 故 应 用 此 曲线 可 以 解决 古 希 腊 所 谓 几 何 三 大 问题 之 
一 的 “ 倍 立方 ”问题 . 


147. 求 曲 线 O; Flw, y) = "关于 有线 %- y 一 2 一 0 对 称 的 曲 
线 C 的 方程 ， 


[分 析 ] 取 曲 线 C 上 动 点 (zi, 凡 ) 的 坐标 为 参数 ， 根 据 @ 关于 直线 
的 对 称 点 所 满足 的 条 件 , 列 出 三 个 方程 , 消去 四 ,gu 即 得 . 
[ 解 ] 设 点 gz 1) 为 曲线 C 上 任意 一 点 ， 点 PP《z, 2) 为 它 关 于 直线 


“2 一 0 的 对 称 点 ，“ P@ 与 已 知 直 线 重 直 ，… 如 一 和 一 一 1 即 芭 
十 扩 一 2 二 甸 GOD; PQ 的 中 点 在 已 知 直 线 上 ，… 二 C21 二 0) 一 二 (yi + 
—2=0...(@); YT, 在 已 知 困 线 C 上 ， 、。 HL, y1) =0.….®, 从 
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V1 二 4Y 十 2 


QD、 回 得 | 代入 @@, 得 曲线 C' 的 方程 f(y4+2, 2 一 2)=0. 
二 光一 2. 


148.， 设 点 Q(wi, 如 ) 是 单位 圆 个 十 ==1 上 一 动 点 ， 求 动 点 
Pwi 一 中 ,2192 的 轨 迹 方程 ， 

[分 析 ] 动 点 了 的 运动 是 由 点 8 的 运动 控制 的 ， 而 点 @ 在 单位 加 上 运 
动 ,可 取 点 加 的 坐标 (zi，9%1) 为 参数 来 解 . 

[ 解 一 ] 设 点 书 的 仅 标 为 人 2 从， 则 2 一 地 一 拉 … 全 9 一 0 人 )， 
又 +=1.%®@. ODO+@: 22i=74+1..@, @—OD: 2yi=1—7…®,. 
XxX 回 ，4ziyi 一 1 一 zw 由 @@ 得 ziy1~y。 代 入 前 式 , 得 

2 二 ?二 1 
此 即 动 点 卫 的 轨迹 方程 . 
[ 解 二 」 设 点 的 坐标 为 (cos9, sin 0)， 沁 0 为 参数 . 据 题 意 有 : 


4 一 C0820 一 8in20 一 co820, y=cos0sing = sin20. 


2 
消去 0, 即 得 + 二 1, 
149. 设 一 动 直 线 与 两 相交 定 直 线 所 转 成 的 三 角形 面积 为 定 
值 S, 求 此 三 角形 重心 的 轨迹 方程 . 


[ 解 」 到 两 相交 定 直 线 的 两 条 角 平 分 线 为 坐标 轴 建 立 直 角 坐 标 系 ， 设 
两 直线 的 方程 为 y= 土 io 人 >0)， 动 直线 与 它们 的 交点 为 444Z1， kz1)、 
已 4Z2， 一 /0a)， P(g, 妇 为 轨迹 上 任意 一 点 ， 

,二 0, y— .0 


0 0 1 
4 于 2 ji 工 | 的 绝对 值 =S…@@， 

9 一 上 Za 1 
YE. 一 总 .… 得 四 2 型 与 总 = 和光 
由 图 得 |zza| 元 名 ， 从 中 四 解 得 局 5 十 D7 与 ze 5 De 


代入 @， 消去 参数 mi、zo 得 轨迹 方程 守 一 啤 - 一 1 


X= Cc080+ 6c0s20..,.0) 
0 为 参 ; 
jasingtbein20...0@. 为 参数 )， 求 点 (%, 9) 


150. 设 | 
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的 轨迹 方程 . 

[分 析 ] 此 类 轨迹 均 可 看 作 两 曲线 系 交点 的 轨迹 , 从 两 曲线 系 方程 消去 
参数 即 得 轨迹 方程 ， 即 把 x%=acos06+5cos20 与 y=asin0+bsin20 看 
作 两 曲线 系 方程 , 然后 消去 参数 9 即 得 点 Cx, 幼 的 轨迹 方程 . 

[ 解 一 ] QD 二 + 加 ”得 人 十 访 =0 十 0 十 24b cos9。 当 wb 都 不 为 零 时 ， 


2 | .2 ,2 73 
cos0= 了 +Y 一 和 一 0 .,,@) 由 QD 得 


2ab 
T=~Ac050+2bc0s0—b ~ ty, ty Ee) pb 
即 2abr+200 = a (Tt mab) + (vy — ab2)? 
: = (27+ — a —b?) (v4 Db?) 
= (Ty 6) (+b)., 
(2 二 262+ b+ ) = (z+ p02, 

即 os+o Fy = 0 + 60) .0@. 
当 a.5b 中 有 一 个 为 零 或 全 为 零 时 , 仍 得 相应 的 方程 ， 故 方程 @ 就 是 所 求 的 


轨迹 方程 

[ 解 二 ] Q@*+@ ,得 =a? 十 b3 寺 2r06c0s806， 即 Xx? 十 让 一 5? 一 
xc 十 pcos 办 … 国 ， 从 由 得 2=acos6 十 205cos20 一 5， 即 

z+b=C050(g 十 20c08 人 0)…@，、 从 @ 得 y=sin90(4a 二 25 co0s0).… 国 
由 ?十 加 ”得 (2+06)2+ = (ac 十 2 cos0)2 

当 ww 天 0 时 ， oz 十 D)2 十 9 一 0a2(a-+23D oos 92. 
以 国 代 入 即 得 ( 玉 十 多 一 的 2 一 ao[(z 二 22?+3%2]， 如 果 a=0 则 从 图 得 
2 十 9 =05 这 与 上 式 在 a=0 时 所 得 结果 一 致 ，.. 轨迹 方程 为 

(C+ 0) = (2+0) + 

[说 了 朋 ] 请 去 参数 的 方法 ， 一 般 有 两 种 ， (1 代入 消去 法 。 先 从 两 个 
方程 解 出 参数 ， 代 入 另 一 个 方程 ; 或 经 过 方程 变形 获得 含 参数 的 一 个 解 
析 式 , 再 用 其 他 变形 获得 间 一 参数 的 另 一 个 解析 式 , 两 者 相等 即 可 消去 参 
数 . (2) 利用 sin 0+cos 0 一 1，sec20 一 翅 20 一 1， csc20 一 ctg20= 工 等 三 角 
恒等式 消去 参数 。 比较 复杂 的 问题 , 需要 两 种 方法 综合 运用 ， 

本 题 轨迹 还 可 以 另 一 种 形式 出 现 , 两 个 同心 贺 oz 十 妨 一 怪 和 22 十 纺 一 耻 
上 各 有 一 动 点 4 和 也 且 3-z04= -0B, 04+TO5= OP, 则 动 点 书 的 
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{ppg 是， 


2 一 ucosb 二 5cos30 
饥 还 参 参数 方程 为 | y=Q8in0+o sin20. 


151. 设 4.5 为 常数 ， 日 0.2%=a+0sin20, y=u= 0 60s20, 
0 一 CC 一 0gsn20 (o<e< 弛 ) 求 玉 十 咏 十 吕 十 儿 的 值 ， 以 及 当月 
变化 时 , 点 (%, 幼 的 轨迹 . 


[ 解 ] 2 二 二 十 0 一 《9 十 bsin 20)? +2b?cos?20+ (a—bsin20)? 
一 20“ 十 2528in229 十 202cos220 一 2(a2 十 D2) 
由 ZX=4 二 bsin 20 得 Z 一 4 一 psin20……， 又 yy 一 Dcos20.… 国 看? 十 四 2， 


得 (z 一 的 ?十 扫 一 22 0<0<5 当 5>0 时 , 4a<t<<a+b; 5<0 时 ， 


4 二 oo 和 7Z 和 4%。 改 所 求 的 轨迹 为 以 (a, 0) 为 圆心 ， 半 径 为 15| 的 圆 的 右 半 部 
分 (b>>0), 或 左 半 部 分 (5<0). 

152， 设 9 为 参数 ， 上 且 %=acos (0 一 0)， yy 一 了 bcos(0 一 B)， 求 
点 (%, 9) 的 轨迹 方程 (4 站 人生 

[ 解 一 ] 由 Z= 机 0), 1 —Cos0 cosa+sin Osina.. 0, 


内 y= 二 8cos(9 一 B), 得 六 00s0o0s BL sin Osin B. ©. 
(cosB 一 加. cosa, 得 sp cosa 一 Snosink(a- B):…®. 
Q'sin 8B 一 吉 . sina, 得 ~sinB—-f sina~cosO sin(B—a).…@. 


@?+@? 得 每 + 妈 一 39 oos(a 一 6)=sin?(x 一 护 ， 此 即 所 求 的 轨迹 
方程 . 
_ [ 解 二 ] 由 jacos(9 一 a), 得 singsin wa 十 cosbcosa 一 一 …@， 


由 y==5eos(0 一 8)， 得 sinG sinB+cos0 cosB= 郑 …@®. 


二 cos 有 Y cosu 
。 .na Db 


-一 sin B+ 这 SIn a 


sin(a—B) 


¢08 0 = 
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i 人 。: Y .: ?2 
(2 cosB 一 这 cosa ) +(- 之 sin B+ 立 sin a ) 一 SIn<(a 一 有 C) 


2 2 | 
化 简 得 。 。 入 + 妇 -2 cos(a-B)=sin?(a-B). 


avsing 


153. 求 两 动 曲线 Os 629 一 袁 打 一 os -人 9 与 O% 2 
+- 米 995 一 0 的 交点 的 轨迹 方程 (9 为 参数 )， 


[ 解 ] 由 曲线 C? 的 方程 得 ~ 叱 -~ 二 0 ,ctg26、 代 入 曲线 01 的 方 


GCOS TD sin8 


程 得 一 下 约 (ot8*?9+D=@ 一 by 即 -一 外 = 人 2 一 一 功 = 


(a? 一 52?)sin86， 两 边 开 三 次 方 后 再 平方 ,得 (bb)3= (a2 一 52)8 sin?9.…@). 
同 理 可 得 ; (oz) = (o2 一 52)5cos20…@) + 加 ， 得 

: (aw)3+ (b= Ca? b2)3 

此 即 所 求 的 轨迹 方程 ， 


[说 明 ] 本题 轨迹 是 精力 -二 荔 一 1 的 法 线 - 作 一 上 一 a? 一 
的 包 络 ， 


154. 设 v=csc0 一 sin0, y= 二 sec 0 一 cog0 (0 为 参数 ). 求 点 
(z, y) 的 轨迹 方程 . 


[ 解 J …. zcacb 一 sing~- 一 90 一 cg0.cosb， 0, 这 0=cos0…. 
X Y=sec0—cos0= -0 0 =tg0.sing, .. yctg0=sin0...®. 


心 二 他， 得 了 说 29 一 ct， ,。 ctg’0=—…@®. 
四 作风， 得 i2 褒 294+gjzctg20 一 一 二 即 (tg0) s+ (tg 0) i-1.. 二. 
@ 代 入 @, 得 过 ( 仁 ) Ho 人 ) -1 到 ca 的- 

188. 求 两 曲线 系 O71. 5 十 1/ 一 3 一 cos 4 和 Ca 5 一 4 一 人 Sn20 


交点 的 轨迹 方程 (0 为 参数 ). 
[ 解 ] 由 Ci 得 x+y=3 一 (1 一 28in?20) = 2(1 + sin?20).…(D, 
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1 
又 Os 为 zz-y=4sin20:… 加 .D+®: x= (1+sin 20)?, BT 25 一 工 十 Sn 20 
1 1 1 
个 -@. y= (1—sin20),, By? =1— sin 20. .XY =2. 


156， 求 两 动 曲线 Cu， 208 人 上 29 和 Ca zsing - 


ycosg= /aigin55 十 如 cos20 的 交点 的 轨迹 方程 , 其 中 &c.2 均 为 


正 数 , 9 为 参数 . 

[ 解 ] 由 Ci 得 52x?cos?0+a2y?ein?0+2abxy sin0cos90=a'b™O, 
由 0。 得 (X22— a?)sin?0+ Gp —b) cos0—27rysingcosd=0..®. 
OD 十 加 Xab, 得 pcos20(bz2 十 ao 一 aD3 十 Gsin20(ao 十 pb2 一 420) 一 02D2 

:，Docos20(B22 十 at2 一 020 -ab?) 十 dsin20(b22 二 ao/ 一 0 一 apD 门 一 0， 
Bl (bo0s’0 + asin?O) (bai+ay—o0—ab)=0,. aa>0.D>0， 


2 
.bo0s20+gsin20 半 0, 故 bx: 十 ay? 一 ab《a 十 5b) 二 0， 即 -一 十 ~a+Db. 


157， 求 两 曲线 系 OQ1. yy 0080 一 vsin0=a cos20 和 0s: ysingd 
十 “co080=2a8gin20 交点 的 轨迹 方程 ， 
[分 析 ] 因 01、0; 的 方程 都 是 x、y 的 线性 方程 , 故 可 从 解 出 zy 着手. 


『 解 ] ` wsin0—ycos0=—24 (300s20)-…®, 


Xecos0O+Yysin0=20sin 20...@®@. 


一 _ 8 -4 . 
sing —cosd 4. 


一 Co0S 人 S cos 20 = cos20 sing 


cos 日 Sin 如 


一 Sn20 cost 


Sine 一 Sn20 
= 一 一 一 一 一 一 一 =3u. 


sin 20 cos0 一 于 cos 208inb 008 20 cos 9 -+sin Osin 20 


z+y=a(sin0+cosO0, 2—y=a(sin0—cos0)3. 
故 所 求 轨迹 方程 为 (e+ 坊 ? 十 (5 一 从?=2a3. 
158. 设 w= 妈 0 二 + 霹 g, y=ctg0 十 ctg9, 其 中 4 为 参数 ,9 满 


足 条 件 ，0+p 一 a(a 为 常量 , 且 oo 如, nEJ). 求 点 (2, 细 ) 的 


印 
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轨迹 方程 . 
[分 析 」 内 于 9+g=a% 故 用 两 角 和 的 正弦 、 余 纺 公 式 可 消去 0、9. 
1 解 一 】 '.“ z=tg0ttgyp, y=ctg0+ctgy, 


zy=1+te tctgpt+1l+tgpeted 
人 好 
te(8- 瑟 +p) 二 (9 一 到 +g 
_ tgt-ctept+tgyp— ctel 
人 
tg| (0+ 由 一 到 | 
=[(ctgd+ctgp) —(tg0+tey) Jte(0+9). 
以 已 知 条 件 代 入 , 即 得 所 求 的 轨迹 方程 WYy=(y—7)tea. 


1 .. .Sin(Q+9) .， 。 gina...D 
[ 解 二 】 “。 7Z dos vos tcost cosp=sing...0) 


_ sin(O+w) 

gingsing ’ 
y XD—rxX®. wylcos0eosg—sin0sing) = (y— "2)Sin a, 即 得 所 求 的 轨迹 
方程 ty cosa 二 (yy 一 xX)sina. 

159. 求 两 曲线 系 wcos9+ysin9=a， scosg+Yy sin w=a 
交点 的 轨迹 方程 ， 二 参数 人 9 满足 条 件 ， 始 2 二 9= 了 2 (Co 为 常 
数 ). 

[ 分析] … tg9.tgp=”m, .*. 0.9 均 不 等 于 20 十] 总 (2EvJ)， 且 cosb 
关 0，cosp 关 0， 面 曲线 系 的 方程 均 可 转化 为 始 包 翅 9 的 二 次 方程 ,利用 韦 
过 定理 即 可 得 解 ， 

[ 解 ] … 嫩 2 语 9 一 mm， 0、 均 不 等 于 (84+ 他 (ET 了)， 故 
cos 9 本 0，cosg 关 0。 在 zcos0 二 ysing=w 两 边 同 除 以 cos9， 得 xX 十 yt 
一 a Sec9。 网 边 平 方 , 化 简 得 (yy 一 a2)tg206+2xytg0+w? 一 a? 二 0.- 

同 理 可 得 (Vy —a)te y+2ryig gi+r— =0, 

… tgb、tgg 是 方程 (yy? ON Taw 一 二 0 的 两 根 ， 

“ 据 书 达 定理 ， 


ysin0sing=8in ww 人 
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2 
te tg op~ a =m， 有 即 © my oT). 


160， 求 两 曲线 系 O41. 2 oosa+ 生 sina- 工 和 Cs 志 cos6 


b 
sin B= 1 交点 的 轨迹 方程 ， 其 中 参数 a.8 满足 条 件 : 
C3 sin 3 sin +b? cos 号 oos So 。 


[分 析 ] C1、0s 的 方程 是 三 、 闻 的 线性 方程 ， 故 可 从 此 解 出 二 、 关 ， 进 


和 而 求 出 C08 (+B) .cos Fa-B), 再 求 出 cogs 可 COS 人 .sin 名 sin 5. 代 
入 a.8 满足 的 条 件 即 得 . - 
[ 解 ] 从 Ci.Cs Ot 
w et y sin (a + 8) 
“| cos 二 (a 一 2 cos 二 (0 — 8) 
人 @.@ 得 。。 cos 二 (8) - ER 
Nt 
2 
1 a 
Cos 可 (十 By) -J 
z NE 
从 条 件 osin 3 Sin +b?oo8 eos 


得 0 [eos (~p) eosl Cat8) | 
以 二 .由 代入 @, 得 
2 全 ) lit )=20? 本 , 


即 [w+ 一 0 三] -4o4 (至 + 和 各 ). 
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[说 明 ] 本 题 是 精 圆 -世上 多 = 工 上 两 动 点 @.、 忆 的 离心 角 w、 有 满足 


条 件 、，a?8in 他 sin 所 十 中 COS 可 C08 所 一 0 时 ， 过 人 9、 有 B 的 两 切线 的 交点 
的 轨迹 方程 。 | 

161. 曲线 y=a 公 一 1)3 (4>0) 和 y= 一 63 十 1 (>0) 仅 有 
一 个 公共 点 ， 求 公共 点 (%, 幼 的 轨迹 . 

[分 析 ] 联 立 两 抛物 线 的 方程 可 得 公共 点 (2, ), 它 依赖 于 双 参 数 a.5 
的 两 个 方程 ， 再 从 有 且 仅 有 一 个 公共 点 这 个 条 件 
可 得 参数 wp 间 的 一 个 关系 式 , 从 三 个 方程 消去 参 
数 wb 即 可 得 解 . 

4 一 (2 一 十) 


[ 解 ] 由 方程 组 {，__pwzj1 消去 % 得 
az 一 二 一 一 D22 二 1 B+o) x — 2art+a—l1=0, 
QQ>0，D>0，…ac 才 bp>0， 故 两 曲线 仅 有 一 个 


公共 点 的 条 件 是 4= 402 一 4(a+5) 《a 一 了 一 0…@D， 这 时 , 2 一 “人 @; 


a 习 ] 
4 一 一 -上 六。 TD 十 "(9), 


由 @ 得 oz= (a+b)(a 一 了 ), 代入 @, 得 
b a b 1 


1=— , 一 一 一 ~ ”一 
of 7 TYT HT gio 


此 即 公 共 点 的 轨迹 方程 。… a>>0, 5>0，.. 2Z>0, y>0。 改 公共 所 的 轨迹 
实际 上 是 直线 Xx-+y=1 在 第 一 象限 内 的 一 段 ( 不 包括 端 乓 ). 

[说 明 ] 由 二 次 方程 实 根 对 或 二 次 方程 系数 对 构成 的 点 的 轨迹 问题 ,党 
利用 二 次 方程 的 判别 式 或 书 达 定理 列 出 轨迹 上 点 所 满足 的 参数 方程 , 消去 
参数 即 得 解 。 但 应 注意 , 所 求 轨迹 必须 在 实 根 存 在 的 区 域内 . 


Y= 二 


162， 已 知 二 次 方程 如 -2zsing- (2008?9+3) -0(0<g< 


笠 )， (TD 求证 ， 此 二 次 方程 有 两 个 不 同 的 实 根 ，(2) 若 两 实 根 


为 a.B(la<=B), 求 点 (ga, B) 的 轨迹 . 


106 第 二 章 曲线 与 方程 


[分 析 」 由 根 与 系数 的 关系 可 得 点 (w 68) 的 坐标 a、B 应 满足 的 两 个 方 
程 , 消去 其 中 的 参数 即 得 轨迹 方程 ,但 应 广 
总 sn 8、cos68 的 取 值 范围 . 

[ 解 ] (1) .4=48in?0+4 (3cos 0 十 3) 
>0，,… 方程 有 两 个 不 同 的 实 根 ， 

(2)》 由 韦 达 定 理 , 得 

{2 =281n0>0...0) 
一 一 (3co82 0 十 3) <0…@)， 
由 名 得 ”一 2(aB 填 3) 二 4cos*9...@， 
中 ?十 国 , 得 o2 十 82=10. 但 … a<8B, 根据 Q@ 与 @ 知 a<0<B, 且 |81> |aj. 
又 由 @ 得 2>a+B6>0. 故 所 求 点 (ww 6) 的 轨迹 是 以 原点 为 圆心 .VI0 为 半 
径 的 圆 上 的 一 段 圆 弧 4, 包括 点 4( 一 1, 3) 和 点 BC(-V5, V5). 


163. 二 次 方程 oa 一 ax 二 8g=0 的 两 根 为 snb cos 求 点 
P(a, 纺 的 轨迹 方程 (其 中 19| 太 于) 


上 [ 解 ] 由 韦 达 定理 知 
a=8in 0 十 oos0 
| b=sin 0 cos 0...®@, 


d? -3x@, 消去 9 得 ?一 26=1， 即 下 - “和 .. 
a=V3sin(0+ 插 ) 知 0<a<V; 由 b= sin 20 知 一 
点 PCa, 5) 的 轨迹 是 抛物 线 “rs ; 了 ) 上 满 足 O<a<w 训 的 
(如 图 ). 


164， 二 次 方程 cza 十 je 十 c= 0(c 5、e 是 实数 ，c 关 0) 的 判别 
式 等 于 二 两 根 之 积 等 于 第 数 b， 试 求 点 (2,6) 的 抽 迹 ， 


[ 解 ] 由 已 知 5? 一 4ac=1…(D， 由 韦 达 定理 得 忆 一 k…@) 芒 寺 0， 即 
可 得 4 一 工 ， 代入 @ 消 去 得 一 全 -一 1 当 %>0 时 , 动 点 Cb, 6) 的 轨迹 


4 
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是 双 有 曲线 ; 当 <0 时 , 动态 (0, 0) 的 轨迹 是 椭圆 ， 若 0, 出 句 知 c=0 
再 由 @ 得 5= 土 1 这 时 轨迹 为 两 点 (1, 0)、( 一 1, 0). 

165. 设 抛物 线 %=ay 十 by 十 6 在 2 轴 上 的 截 距 与 在 y 轴 上 
的 截 距 互 为 相反 数 , 且 过 点 (2, 1). 试 求 点 (6, 0) 的 轨迹 方程 . 

[ 解 ] 左 %=ay 十 0 十 2 中, 邻 % 一 0， 即 得 在 z 轴 上 截 距 为 c，.… 在 y 
轴 上 与 之 成 相反 数 的 截 距 为 一 ce， 代入 原 方 程 ， 得 a( 一 c)?+b( 一 c) ++c 
一 0…Q 中 ; 义 “. 抛物 线 过 点 (2 本， 2==g 十 5 十 c… 加 ， 由 人 @, 电 消去 参 
数 &, 得 c(c- 十 pc+b 一 2 一 巧 一 0 此 即 所 求 的 轨迹 方程 ， 

166. 设 抛 物 线 9g =co 十 pz 十 (co 为 实数 ) 过 点 (1, 2), 且 
在 4 办 上 截 得 线段 之 长 为 3， 求 点 (c, o) 的 轨迹 方程 , 

[ 解 ] … 抛物 线 Vy=az +Taz+e 过 点 (1 3)，.… 2==a-F5 十 c…D， 设 
ao 十 00 十 c 一 0 的 两 实 根 为 zt、za，… 在 4 办 上 截 得 的 线段 之 长 为 2 


-一 一 一 一 一 
| Zi 一 03 | VAC -V(-2) 一 和 


[a 
由 得 5=2 一 (a+c), 代入 @ 消 去 b, 得 [2 一 (a+ eo)]? 一 4qc 一 442, 即 所 求 
轨迹 方程 为 80’ 十 2ac 一 2 十 44 十 4c 一 4 二 0Caq 关 0). 

197， 两 抛物 线 系 ，9= 妇 +2cz 十 9，% 一 2 十 24w 一 B3 与 2 轴 
交 于 同一 点 ( 非 原 点 ), 且 4.3 十 46 成 等 差 数 列 ， 求 点 (a, 5) 的 
轨迹 方程 , 其 中 ce 均 为 实数 . 

[分 析 ] “.“ a、b、c 是 实数 ， 要 求 点 (4, 5) 的 轨迹 方程 , 则 c 为 参 变数 ， 
而 抛物 线 系 与 x 轴 交 于 同一 点 《20, 0)， 且 zo 关 0， 即 方程 z2 十 2cz 十 p3=0 
和 十 2axz 一 如 二 0 有 一 个 相同 实 根 mw。 按 轨迹 条 件 列 出 方程 ， 消 去 参数 
c 即 得 . 

[ 解 ] “a.b+1l.c 成 等 差 数 列 , .c+a=2(54+D)…@O， y= 必 十 
2cz 二 03, y= 二 2 十 24az 一 DB 都 过 点 (wo, 0)， 且 0 和 0，.…. 2 十 2czo 十 D2 一 0， 
Xo 十 2axzo 一 603 二 0。 两 式 相 加 得 2x8+23(a+c)zo=0;， … xzo= 一 (ga+0)， 
两 式 相 减 得 2c 一 Q)zo 十 25?=0, 即 (c 一 qa)zo 十 63 一 0，。 以 zo 二 一 《4g 十 0) 代 
人 即 得 一 (c 一 Q) (c 十 g) 士 02= 0 即 @2 二 6?=c3.…@)， 从 @、 回 消 去 参数 6 
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二 


得 轨迹 方程 2 十 p2= (20 一 a 十 2) 即 3602 一 440 一 da 十 85 十 4==0. 
168. 已 知 关于 入 的 一 元 二 次 方程 和 十 s 和 十 y==0 与 jw 十 
yw 十 z= 一 0 的 两 实 根 之 差 的 绝对 值 相等 , 求 点 (zw, 功 的 轨迹 . 
[分 析 ] 求 (tz， 幼 的 轨迹 方程 ， 只 要 在 两 方 y 
程 实 根 存在 的 公共 区 域 中 ， 利 用 根 与 系数 的 关 。 纺 x=4y 几 
系 和 已 知 两 实 根 之 差 的 绝对 值 相等 的 条 件 ， 便 WN % 


可 列 式 求解 . y I \O 区 
[ 解 】 要 使 两 方程 的 实 根 存在 , 必须 满足 : WN yA4x 
x?— dy>0.…@ 人 0 0 0 
1 ar>0..@ 本 国生 本 本 请 四 


| 一 ja| =V OT Na) MN = VX — dy; 
lp) = Vth) dh = V4. 
Voy=VR—r, 即 (z 一 (r+ty+4)=0. 得 %~y=0, 或 全 y 
+4 二 0。 故 所 求 点 的 轨迹 是 直线 2 二 4 十 4=0， 以 及 直线 z 一 %E 0 在 阴影 
部 分 内 的 两 条 射线 . 

169. 一 定 长 2c 的 线段 4B, 其 两 端 分 别 在 wy 轴 上 滑动 ,过 
4B 的 中 点 可 作 4 的 牌 线 , 在 此 垂 线 上 取 一 点 了 了 , 使 点 三 与 
原点 QO 在 4B 的 异 侧 , 且 | 履 P|=a. 求 点 卫 的 轨迹 方程 . 

[分 析 ] 由 于 线段 4B 所 在 象限 不 同 , O05 与 MP 的 夹 角 以 及 Ox 与 4B 
的 夹 角 之 间 的 关系 不 同 , 应 分 别 讨论 ，… 4B MP， 改 可 用 向 量 射 影 公 
式 来 解 . 

[ 解 ] 取 (0z，4B) =p 为 参数 ， 当 4B 在 第 一 、 三 象限 时 (图 了 )， 


(Ox, 天 户 一 p 一 他,4、B 两 点 的 坐标 分 别 为 : va= 04= 一 40= 一 25cosp， 
ys 一 0; zs 一 0, gs 一 0OB=2asinp。.… 点 对 的 坐标 为 (一 zcosp，asinp)。 
设 点 卫 坐标 为 (z，2)， 


-xz-《-aeos 内 =acos(p 一 他) 即 2= —acosp+asing; - 


y—asing=asin (p 一 全) 即 y=asing—acosg, .. x—y=0. 
又 由 z= 一 gcosp 十 asing， 得 5 一 V5asin(p 一 节 ) 当 线 段 4AB 在 第 
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在 第 三 象限 时 ，… “于 <g 


<9 一 开 芭 本 ，… -V3a<z< 一 0. 


图 1 到 2 


当 4 在 第 二 .四 象限 时 (图 2)，(Oz， 和 PP) =9 二 可， 24 一 一 2ccosp， 
Ya4=0; 25 一 0 Ys=2asn 9; MM(—acoswp, asing). 


2—(—acosp) ~a cos( p+ 六 ) Bj X= —acosop—a Sin og; 


y—asing—asin (9 + 下 即 y=asin ot+acosp. 


,. XYy=0, 

对 上 式 “= -acosg 一 asiny 而 言 , 当 线 段 4B 在 第 二 象限 时 ,0<p<; 
当 线段 4B 在 第 四 象限 时 ,wm<p<“ 尝 ， 仿 第 一 ,三 象限 的 情况 ,可 推 得 此 
时 轨迹 为 第 二 四 象限 的 平分 线 上 的 两 线段 ( 见 图 2). 

[说 明 ] 运用 参数 方法 求 出 轨迹 的 方程 以 后 ， 还 应 根据 参数 的 取 值 范 
图 , 求 出 动 点 坐标 的 取 值 范围 ,才能 确定 其 轨迹 ， 否 则 , 不 能 保证 轨迹 的 纯 
粹 性 . 

170.， 半径 为 & 的 定 贺 上 有 两 个 动 点 P、Q@， 同 时 自 贺 上 定点 
4 出 发 按 道 时针 方向 作 匀 角速度 运动 ， 点 卫 的 角速度 为 @， 点 
Q 的 角速度 是 点 二 的 丰 伴 忆 为 定 值 )。 试 求 线段 4 中 点 至 
的 轨迹 极 坐 标 方程 . 
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[分 析 ] 点 PP 的 位 置 由 运动 时 间 确 定 , 取 运 动 时 间 t 为 参数 ,点 了、 多 
的 极 坐 标 即 可 确定 。 从 而 点 到 也 可 确定 ， 

L 解 】 如 图 , 取 圆 心 0 为 极 , 射线 04 为 极 轴 ， 
建立 极 坐 标 系 ， 取 点 卫 、@ 自 点 筷 出 发 运动 的 
时 间 妇 秒 ) 为 参数 ， 点 PP.@ 的 角速度 分 别 为 @、 
kw， 改 点 了 、8 的 极 坐 标 分 别 为 (4, wt) 和 
(42, Kwt)， 设 及 (Pp, 0) 为 轨迹 上 任意 一 点 , 则 


P= OP cos (OP, ONM) =Q 608 全 ~ a cos > of 


1 E41 
0 一 可 (zwot 十 ob 一 一 of 多 . 
从 @ 与 @ 消 去 参数 颖 即 得 轨迹 的 极 坐 标 方程 p 一 aeos 节 一 0 
1?1. 化 下 列 直角 坐标 方程 为 极 坐 标 方 程 . 


3 
1y p22 0. (9) wy2— 2. 
(D) w+Y 20 = 0 (2) Y= 


(3) wcosatyainag=p; (4) (1 ~ + —20n—p =0. 
[ 解 」 设 直 人 角 坐 标 系 原点 与 极点 重合 ,xz 轴 正 半 轴 与 极 办 重合 ， 则 
人 ee 


y=psing, 
分 别 代 入 直角 坐标 方程 
(1) p cos 0+p’sin20—2apsin0=0, BT p=2asin0 


. 3 cos8 
(2) prin? 0 ~ 3 即 2 一 pcosb 王 pcosgetg230 


| 
pCo80 cse’ 0 =24, p= 2 4_aasinbtgb 
cost " 
(3) pcos cosat+psinG sina=p, 即 peos(0—a) =%. 
(4) (1—e)p’ cosi0+p?sin?0—2eppcosO—p?=0, p= (epcos0+p), 


~ . 1- 
ie py 即 S 一 ecosO 


173、 化 下 列 极 坐 标 方程 为 直角 坐标 方程 . 


(1) p=asin? 6; (2) pasin 20 = 203, (3) poo 6 =a 
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(4) plcos30+ain 30) =5%k sin ¢ cos6. 
[ 解 ] 设 坐 标 系 与 上 题 相 同 ， 则 2Z=poos0 y==psin 60, 2z2 十 ob2 一 po3. 
(1) 由 原 方 程 p=a sin? 了， 得 p= 卫 (1-eos 9),，2p+acos9 一 4， 两边 


同 乘 以 p， 得 30 +Tapocosl=ap，.… [3(02 十 0 二 az] 一 a2(22 十 2)， 

(2) 原 方程 化 为 p?2sin0cos9=24，.. 00 =Q2 

(3) 由 原 方程 peog? 吕 -ai 得 p, 工 上 08 人 ~ 即 p24 一 z, 再 平方 
得 p= (2 一 0 即 友 2 十 儿 王 2 一 4ag 二 4023 y= -da(z—a). 

(4) 利用 三 倍 角 公式 ,得 

pl4cos30—3cos0+3 sing—4e8in0) = 5 sin gcos0， 

即 p(sin0—cos0)[3—4(1l+sin0 0050)] = 5% sin 0 cosb, 
亦 即 (ZX—~Yy)(l1+4sing cos0) =5ksin0 cos0 
两 边 同 乘 以 pi, 得 (z+ (2 一 2) +4ry (xy) =5key, 
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173， 讨 论 方程 zy 一 4a?(24 一 仿 , 并 描 其 曲线 (4>0). 
[ 解 」 (1》 截 距 : 设 F(z, y)=z3y 一 a?(24 -gy)=(22+da)y — 8a3=0. 
和 z Fg, 0) = 一 8 下 0， 。。 曲线 Fl, gy)=0 在 Zz 轴 上 无 截 距 . 
. Ff(0, y) =4day~— 843=0, y= 24, 
曲线 了 (2, y)=0 在 y 轴 上 截 距 为 24 
(3) 对称 性 :F(z 扑 = (vz?+ aD)y 803= F(z, Y), 
曲线 了 F(z, 9g) ==0 关于 9 轴 成 对 称 . 
(3) 范围 ，… F(z， 人 办 一 (02 二 dog 一 8a3=0，… y= z 为 
一 切实 数 时 Y 都 存在 ,，… ZX6 (一 ,十 o0), 之 0, … 好 十 各?>>4a3>0， 
8a3 8a3 


< 


1 ,1 
0< 一 一 -一 一 挟 一 -一 <- 一 
“了 十 4a” ~ 07 “< 02 十 402 493 
.… 当 X=0 时 ， Ymax =44, .. y € (0, 2aj. 故 曲线 不 (&w， 一 0 在 42 轴 与 
y 一 20 之 间 ， 设 了) 一 8a8/ (22 十 402?)， 


=2a. 
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CD -f(r2) _ 8a/ (vi+da ) B80/ (mtd ) 
NX! — To TXT 一 忆 3 
一 Sa (m1+ x2) 
十 462 023 十 40 人 2 
当 WoEk0, 十 co) 有 时 ,<0， 故 0， 十 ce) 


是 函数 % 一 一 72 的 递 碱 区 间 ， 
kD 故人 om 
征 国 数 y= 的 递增 区 间 ， 


十 也 


一 0 一 6al 一 401 一 3 一 20 


一 Oo ee pe ee ee, 


"17 1 5° 15°113° 


描 点 , 其 曲线 如 图 
[说 明 ] 这 一 曲线 称 为 笑 舌 线 ,参见 第 1168 题 . 


174. 讨论 方程 zy 十 y 一 2z=0, 并 描 其 曲线 . 
[ 解 ] (1) 截 距 ， 设 F(x, =r2y+y 一 24,y= 


Fz, 0)= 一 一 0， 
曲线 过 原点 (0,0).， z | 


~ FF(-2,—)=—(yty~—272)=— Fx, y), — 
曲线 关于 原点 对 称 . 

(3) 范围 : … 妈 是 一 切实 数 ，… 4>>0， 即 
yy <1,.. 一 上 和 yy 和 .. 当 X=1 时 , ymar—=l1; 当 z= 一 上 时 ,oa 一 一 上 于 
… 曲线 在 两 直线 y= 二 一 1 写 y=1 之 间 . 设 


ITF/ 


， 2x1 一 一 工 - 一 一 一 2 2Xo 
_ (zcD 一 Foa) T+r? T+ _ 2(1—wiro) 
V1 一 22 01 一 03 (十 邓 ) (于 十 2 


丛 Zi、 Ta E (一 co， 一 二 或 [十 ce) 时 ,5<0， . y 递减 ; 在 Yi、X2€[—1,1] 
时 ，k>0，..y 递增 。 当 ZE 一 co，0) 时 ，V<0; 当 w€ (0, 十 吕 ) 时， 
y>0. 
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描 点 , 其 曲线 如 图 . 

175， 讨 论 方程 信守 一生 ,并 作 其 图 象 (>0)， 

[ 解 ] (1) 截 距 : 设 Fl 的 一 妨 一 2- 一 0， F(z, 0) = 一 2 
一 0，.…. 2 一 0, x 一 34. 即 曲线 在 轴 上 的 截 距 为 0、3a, 又 (0;g) 
yy 一 0，.. y 一 0。 即 曲线 在 y 轴 上 的 截 距 为 0. y 

,i _/_,N2 2, S04 

(2) A 一 (一 四 一 全 
~ 一 2 一 F(z, Y)，.… 曲线 关于 z 轴 对 
称 

34—% x=-4 3a 

(8) 范围 人 >0， 加 了 >0， 和 


也 十 多 
一 Q<2< 和 34. 又 当 rw 二 一 4 时 ,2%> 土 cc，.… 曲线 在 直线 2= 一 4 与 X=34a 
之 间 ， 且 2= 一 0 是 曲线 的 渐 近 线 . 


士 0.75a 10| 士 0.7a3aa | 士 1.09a | 土 ] .18a 


描 点 , 其 曲线 如 图 . 
176. 求 由 方程 4 -zz=w 人 一 4ry 一 2w 十 10y 一 1 确定 的 机 


数 y= 了 f(z) 的 定义 域 , 并 作 其 图 和 
[ 解 ] … ” V 呈 一 4 二 3r 二 10y 一 4 
一 230，… 022 一 40y 一 2x 十 10y 一 1 一 16y2 一 
8zwy 十 Z2， 即 16o% (4x+10)y+2r+1=0., 
分 解 因 式 ,得 (8y 一 27 一 上 (2 一 切 一 0. 故 由 
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原 方程 确定 的 函数 y 一 J(z) 有 两 支 曲 线 ，(1) y= 子 ， 但 纲 ~z>0， 即 


3 一 “> 0，.… w<2、 其 定义 域 为 (一 ,2].。 (9) g 一 工 z 十 去 , 因 匆 一 5 一 2 
+ 可 -z= 避 >0， 故 其 定义 域 为 (一 oo， 十)， 其 图 象 如 图 所 示 . 


177. 讨论 方程 p* 一 a?cos29， 并 作 其 图 象 . 


[ 解 ] (1) 对 称 性 : 设 f《p, 0) =p? 一 
0 00520 一 0.… f(—p,0)=(—Pp)—a?cos20 
一 0 一 xcos20= Fp，0)， 

曲线 关于 极 对 称 ， 
“flp, -0 =p—acos2(—0=p— -7 
a’* cos20=f(p, 0), 


SS 


曲线 关于 极 轴 对 称 . 全 
《3) 范围 
0 一 的 cos20 和 oa2(… cos 20<1), … Ipl <ala>0), 即 pE[~a, a], 
，。 p’ . ot oo 
. COS20 = 之 0， .20 一 一 委 20 生 2900r 十 一 . 
a” 2 2 


.NT OENnm+ (n € J). 


4 
dm 


故 曲 线 在 9= 一 子 、9 一 也 两 射线 之 闻 和 9=--、9=- 了 4 两 射线 之 


间 , 如 图 所 示 ， 


根据 对 称 性 可 作出 其 余 诸 点 . 
178， 讨 论 方程 pa sin 898， 并 作 其 图 象 ， 
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[ 解 ] (对 称 性 ， 设 f(p,0)=p 一 asin30 
一 0，'… flp, wm—0D)=p—asin3(r —0) =p— 
asin 39 一 0，.…, 曲线 关于 过 极 且 与 极 轴 垂 直 
的 直线 对 称 . 

(2) 范围 ，… p=awgsin30<a， 且 p 之 一 a， 
.… 曲线 存在 的 范围 在 加 pe 一 4 内 或 圆 上 . 
| 4 —90°—>—60° -60*-> 一 30。 | -30*->0。 


39 一 370 ”一 一 180” 一 180 -> 一 90” 一 9 一 0 
p a—>0 ] 0—>—a —a—>0 
0 0 一 >30” 30 "一 60” 860 一 90” 
90 ”一 180” 180 一 >270” 
a—>0 0—>—a 


描 点 , 其 曲线 如 图 . 
[说 明 ] ”此 曲线 称 为 三 时 玫 瑰 线 . 


179. 作出 w=。 1?sgin 吾 的 图 象 


全 


[ 解 ] (1) “… |sin 加 
知 所 求 作 的 图 象 在 y=o*” 与 y= 一。 和 ”所 对 应 的 两 曲线 之 间 ， 称 此 黄 
曲线 为 界限 曲线 ， 

(2) 当 sin 地 -==0 时 ,y 一 0; 即 当 


一 于 —l1% 一 于 ze 
<], .|y|<e“, 即 ~e 4 <y<e 4 ， 由 此 


一 并 重 重 
y= 二 0 时, é ”Sin -=sin 3. 由 


此 知 yy 一 eaesin 2 与 gmsin 2 
在 4 轴 上 交 于 相同 点 . 

(3) 当 sin -一 士 1 时 , 即 当 sin 下 一 取 最 大 (小 ) 值 时 ,所 求 曲线 与 界 
限 曲 线 相 切 ， 
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列表 、 描 点 , 即 得 所 求 曲线 (如 图 ). 
180. 依据 下 列 条 件 确定 点 以 (w, 幼 的 位 置 : 


(1) w+ =0; (2) 2 ~ =0; (3) z= |y|; (4) y= 


[ 解 ] 由 (D 得 z=0 且 %=0 点 了 有 即 原点 @, 0). 

由 (2) 得 (z+2 思 GZ 一 急 一 0 即 X 十 y= 二 0 或 2 一 y 二 0。 或 由 人 一 纺 一 0 得 
Iz|== yi， 点 履 在 两 坐标 轴 夹 角 的 平分 线 上 . 

由 (3) 得 X= |y| 且 .x 之 0, 点 到 在 第 一 .四 象限 的 平分 线 上 . 


2| 
~ . 


1] (wz>0) 
4) 得 y=22 = M 玫 
由 (4) 得 y= 各 一 | _1 Cs<0) 点 下 的 位 置 如 图 ()， 
】 
y | 
| 
MO) _ 三 - 
-i 
图 (1) 图 (2) (3) 到 (4) 


181. 作出 y= |z 一 2| 一 2 的 图 象 ， 并 求 它 与 2 轴 所 围 成 的 三 
角形 面积 . 


: 一 2 一 2 >2 

[ 解 ] y 一 2 -2-t3 ,2 CC 
—4 之 2 
即 y= |z—2| -2=-| Co 


列表 作 图 。 由 图 可 知 
y 一 17 一 2| 一 2 的 图 象 为 一 折线 ， 易 得 它 的 顶点 为 BC(2, 一 2)， 与 y=0 
有 两 个 交点 0(0, 0) 与 4(4, 0). 


8 2. 方程 的 曲线 117 
二 |Z 一 2| 一 2 的 图 象 与 x 轴 所 围 成 的 三 角形 面积 


Ss054 一 去 041ysl 一 代 面 积 单位 》. 


182， 作 方程 23 十 2 一 9 十 |w2 十 2 一 9|==0 的 图 象 ， 
[ 解 】 设 人 十 六 一 9=a (实数 ), 原 方程 即 w+ 二 |a| = 
[gl =—&, ga<0， 即 x2 革 y 一 9 所 0， 亦 即 
。 尽 了 (zw, 幼 到 原点 的 距离 不 大 于 3. 
图 象 为 以 原点 为 圆心 .半径 为 3 的 圆 内 部 分 (包括 边界 ). 
183. 描 下 列 方程 的 图 象 ，( |sin ro| 十 | 谍 myl=0; 
(2) |y|= -z+2; (3) |y|=sinz; (4) y=|11s|—1|; 


Ve 3,. 


1 一 03| 
5) y= 
[ 解 ] (1) “|sin wz| >0, |tgwy|>0, 而 |sin wz|+ltgamy| =0 
Bin ww=0 14 一 信人 w= 
。 | | 亦 即 | (mn€J), 
te ory = 0, oY = NT, 1 一 9 


… 方程 |sin wz| 十 |t 霹 wy| 一 0 的 图 象 为 直角 坐标 平面 内 格 点 (坐标 为 整数 
的 太 ) 的 全 体 ， 


—Z 人 十 2 
@) lyl= -z+2>0, 2z<29g=| , 2€(-~,2]. 


(3) Jy|=sin 2>0, .. x€ [2nm, (2n+1)w](n cv7， 


8lH % 
ys 
—8inw 


一 和 一 二 
多 十 工 
工 一 2 
4 一 工 


(4) y= | izj 一 二 = 


|1—z | 
i+lzl 


当 XE [—2, 0] 时 ,y 一 二 


(6) y= 


1 


wefl, +o%)N, y FT 


当 %E( 一 co， 


lt 当 we [0 1] 时 , y= 


x € [2nm, (2n+1)r]j, 
TE 《一 co， 一 寺 

ZEL 一 工 0 
rE[0,1] 

¢€{l, +o0), 


一 也， 


盖世 一 
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图 (2) 图 (3) ( 图 人 
184， 作 出 下 列 方程 的 图 象 ，(Dy= [fo (2) y~w% 一 [x], 其 
中 [2j] 表 示 不 超过 4 的 最 大 整数 . 


[ 解 ] (1) 当 n<rz<ntl1m EJ) 时， [zj]=n,，.. 当 2€E[f~-2, —1) 
时 , y= 一 2 ZE€[~1, 0) 时 , y= —1;  € [00, 1) 时 , y=0; x € [1, 2) 时 , 
y=1; x € L232, 3) 时 ,y=2, 

(2) 当 n<z<n++1m 7) 时 ,y 一 7 一 [Xj 一 XZ 一 %， 故 图 象 为 斜率 为 1 的 
一 组 平行 线段 , 见 图 (2). 


> 
-2 -IO! 1 2 * 
(1) 图 (2) 


$3， 两 曲线 的 交点 与 曲线 系 
185， 求 下 列 两 曲线 的 交点 坐标 : 


二 cosa 二 和 ainaw=1 
a b 


(1) y (a—~— BAnn, nnEJ), 
rT—2ty+2nt=0 

(2) | 机 1 (和 天 19)，3 
Z 一 24tag 十 20 妇 一 0 


mr 
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i 
titart 一 4 = clitats a , ) {| 


(3) 32 + 20y + 2y* =18. 


totat 一 4 一 Cbsitats 一 - 
tl 
[ 解 ] 《1)》 解 方程 组 得 , 
COS 于 Ca + 6) y sin (0 + B) 


4 cos La— BY 2 cos sla—B) 


Q COs (a 十 B) bsin 坟 (0 十 局) 
… 交点 坐标 为 A 上 
cas 本 (ac — B) CO8 可 (Ga — 有 ) 


(2) 解 方程 组 得 交点 坐标 为 (2piita, p( 太 二 二))， 
(3) 从 两 曲线 方程 可 得 NE pe )—ytctitzts 和 tals (c+ 二 ) 


y+ctitots， … 交点 坐标 为 ( 一 TF -ctitata ). 


《4) ” 解 方 程 组 2G(22* 一 zy 革 3y) 一 (37° 填 20y 二 2)=0, 2 一 420 十 4 
一 0， .… (% 一 2y)? 二 0, x 二 2y. 代入 第 一 个 方程 ，8y 一 2y? 十 3 二 9， 即 
妇 =1 .gg 一 土 1 .交点 坐标 为 (2, 了 和 (一 2，-~ 工 ), 另 两 个 交点 分 别 
与 此 两 点 重合 ， : 


186. 车 以 原点 0 定点 4(0， 二 ) 及 曲线 0O，y= -2|z| 上 的 


点 了 为 项 点 的 三 角形 是 等 腰 三 角形 , 求 点 了 的 坐标 ， 
[分 析 ] “等 腰 三 角形 04P 的 一 边 04 固定 后 ， 点 了 满足 的 条 件 有 三 
种 可 能 ; (1) 1P4|= 140l; (2) |P0]=|401; ) 
(3) [PA|=|POl. 
[ 解 ] 设 点 卫 坐 标 为 (z, 雪 , 显然 2 和 0. 
(1) 以 PO 为 等 腰 三 角形 的 底 . 
~ |4AP|=|40|, 


”7 ?二 (一 8) =(8) ©. 
又 点 卫 在 曲线 CC 上 , .y= 一 +1x|…@. 
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, 一 (0 J 2 3 . 
自 @ 得 一 及 上 由 @ 得 只 + 好 -到 0 加， 将 @ 式 和 


前 两 式 分 别 联 立 , 得 


2>0 T=<0 
六 一 人 …@ 和 的 .© 


w+ -六 y=0 
@ 式 和 @ 式 均 无 解 
(2) 以 P4 为 等 腰 三 角形 的 底 . … |PO|= 1401， … e+j= 二 …@ 
又 点 卫 在 曲线 CG 上 ,将 由 @ 式 得 出 的 两 方程 组 分 别 和 @ 式 联 立 ,得 


rT>~>0 


(3) 以 40 为 等 腰 三 角形 的 底 ，… 14P|=10P|， .2+y 一 v2 二 

-证 ) ， 由 此 得 g 一 二。 又 点 卫 在 曲线 C 上 ， 将 9= -总 代入 @, 得 
V3 V3 3 

z=. “点 了 的 坐标 (3 ~ 二) 


“187. 设 两 曲线 Oi Mo By+ 0-0, Os {ge [0, mw) 
”| | / y=sing 
的 两 交点 为 P、Q@， 原 点 为 0。 如 果 Ca0P=w Ls0Q=B， 
求 sin(a+B) 与 cosla+B) 的 值 (ezB， 于 (十 B) #* 广 ) 


[分 析 ] … 两 交点 .8 在 射线 0 上 ， 而 曲线 Cs 上 的 点 到 原点 的 距离 
平方 为 十 久 一 cos ac 二 sin2a=1T .. |08|=|10P|=1， 而 Lx0OP=a 
人 X08@=B， 因 此 可 得 P、.9 的 坐标 , 利用 三 、 9 在 曲线 01 上 的 条 件 ， 可 求 
sin(a 十 B)、cos(a 十 8) 的 值 , 
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[ 解 一 ] … LeiOP=a La04 一 8 P、Q 在 曲线 Cs 上 ， 且 Cs 上 的 点 到 
原点 0 的 距离 为 V2 二 让 一 Vcos?*atsin? a = ,. P,Q 的 坐标 分 别 为 
(cosa, Sina)、 (eosB, sin， P.8 也 在 曲线 C1 上 ，… Acosart Bsina 
C=0..…(@W，A4c08B+Bsinp+C=0.… 人 名 ， 人 一 名， 并 变形 得 


?4 gin (0 +B)sin 泊 (B—0) +28B 8in (~ BY)eos F(a+B) =0, 
“a .BEFH, wm), Ha .. Asins(a+B)=Beos5(a+B). 


1 ot ， 1 _B 
(t+) 坟 可 ， ». 语 吉 (ta +B) A 


I 
2te F(a+B) ps 


“SinN(g+B)=—— 
1+tg? 于 (+ B) 4+b 


1 
1~—te” 5(% + 8) A2.. B3 


cos(a+ 8B) 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 -一 一 一 
1+tg? 记 (a + B) 4+B 


[ 解 二 ] 从 [ 解 一 ] 可 知 4cosa+ Beina--0C=0, Acos8B+BsinB+0= 


0，..a.B 是 方程 4cos9+Bsin9+0=0 的 根 ， 因 而 霹 名 、 霹 名 是 方 


9 0 
i 2 | PP 
1 2 te 可 


程 4 一 一 一 三 十 3 一 一 一 +C=0 的 两 根 ， 
1+te’ 一 工 十 坨 3 一 
2 2 
a.0 8 
即 (C- 4 始 ? 训 十 3 有志 本 十 CO 二 4 一 0. 
a B_ 2B 0 _C+A 
B 2B 
tg -+ 纵 码 -二 
tg la+pB)-. 2 -2 . 0-4 .283 
4 ”1~ 夫 全 tg 沁 1 C+4 4 
2 2 CO—A 
余 同 [ 解 一 J] 


188. 求 两 曲线 p= 一 3cos4, p==1 十 cos 6 的 交点 坐标 ， 
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p=3¢080..O 、 
+ 1 得 3 9=1+o 小 
[ 解 ] | 1 4c0s 0...G@ 消去 p, 得 3 cos 08 
cosb 一 吉 . , 0 一 亏 ， 0 = 


把 9 的 值 代 回 方程 组 ,得 Pr 一 本， 和 一 吉 。… 交点 的 极 坐标 是 (3， 包 )， 


(了 ， 辽 )， 又 以 = 各 代入 @ p=0; 以 9-w 代入 @ p=0， 而 点 


(o， 量 )、Q, 中 都 表示 极点 , 故 极点 也 是 此 两 曲线 的 交点 ， 
189. 已 知 两 曲线 的 极 坐标 方程 为 p=sin 39, po= cos20， 求 
它们 交点 的 极 坐标 (0<90<2m). 


gin 30... 
[ 解 】 解 方 和 组 {nog 


中 消去 p; 得 sin30=-cos 20, cos (和 一 39 )= cos20. 


从 WD、@ 式 


.. 20 = 2k 十 豆 一 30 和 28 = 2k 一 30 


3 
(EJ， 即 9- + 和 和 O~=2hr +T (hET), “0<0<2m, 
0< -本 十 可 <2m， -向 < 和 < 下 - 邢 <z< 卫 ， 
当天 取 0, 1, 3, 3, 4 时 ,9 分 别 为 由 一 -后 一代， Gs 0, = 
0s = 条 wm。 同 理 ,，0<2br 二 全 <2n， -等 <2iz < 和 全，- 工 <i<3 
:0, 6 一 如， 包括 在 上 面 的 解 中 ， 把 9 的 什 代 入 原 方程 组 求 出 相应 的 
P 值 . ma- tL P=—l, p= 5 tl, piv5, Ds -区 六 和 


(和) (全 ;到 


13 1I-v5 17 玫 28 二 1 
本 小 (证 这) 另外 由于 (0 等 )5(o 4s) 人 
满足 方程 由 与 @， 上 且 它 们 都 表示 极点 ，… 极点 (0 9) 也 是 此 两 曲线 
的 交点 。 
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[说 明 ] ”由 于 点 的 极 坐 标 不 是 唯一 的 ,所 以 通过 解 极 坐标 方程 组 来 求 两 
曲线 的 交点 时 ,要 注意 有 无 重复 和 遗漏 ， 在 极点 的 交 扣 往往 不 能 求 得 , 需 
根据 极点 表示 的 特殊 性 , 即 (0, 91) 与 (0, 0。) 都 表示 同一 极点 来 补足 . 


190. 试 求 曲线 p 王 6cos20 与 p= 
ficosl 的 交点 ， 


p=6 cos20 


L 解 」 由 1 得 oos20= cosb， 
一 6cosb 


“29 一 2nm49 (nEJ) 解 得 0— 若 
1 Ev 当 0 一 3 时 ,0 一 26mm,，p 一 6cos28m 一 6， 得 交点 4(6，28mr)， 当 nn 二 
35-+1 时 ，6= Zh + p= Geos (2kr + -二 )=—3, 得 交点 B (3 


km + -人 当 wn 一 84 十 2 时 ，9 一 2hmw 十 -各 ,p= Goo0s (2hx+ -Se )- 


--3, 得 交点 0 (-a， 2iz+- 宇 ) (0 < 学 二 所 号) 在 四 时 至 瑰 线 上 ， 


(0, RT 十 一 于 在 加 上 ， 而 (0， 竺 + 字 ) 与 (0， P9295 十 不 ) 均 表示 极点 ， .… 极 
态 0 也 是 交点 


191. 求 两 曲线 p=1+cos9， pg oo 的 交点 坐标 ， 


p= 二 cos0 
[ 解 」 | 1 得 
Pf 9(I—cosO) 
le0s0—— + 2(1 — cos*0)=1, sin29 一 二 sin 0 = + 
2(1 一 cos 0) 
0 3 Sr 90 
0 
分 别 代 回 原 方程 组 求 出 相应 的 p 
p=1+Y2, pa 一 圭一 wm -1- 2 p=1+ V2. 


交点 坐 标 为 (1+ V2 、 竺 )、 ( _Y2, -下 ( _Y2 -汉人 
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/2 7r 
(+ 与 ， 二 
[说 明 ] 因为 点 与 其 极 坐 标 并 非 一 一 对 应 , 故 通 过 极 坐 标 方程 求 两 曲线 
的 交点 比较 麻烦 ， 第 188 一 191 题 的 解法 只 适用 于 类 似 的 问题 ， 
192. Pi(p1, 01)、Pa(pa, 03) 为 曲线 
Inp=a0 (2bhw<0<(2k+2)r, FEY) 


上 任意 两 点 , 直线 09 一 站 (91+0s) 与 曲线 的 交点 卫 的 极 径 是 p， 


求证 ， 广 一 pi*pa. 
[证 ] “点 Pi、Ps 在 曲线 也 = 一 ab 上，. In 0i 一 cab， 即 pl 一 6 np 
一 bo， 二 pa 一 6 。。 pi1* pa— et 三 王 是 直线 9 一 二 《91+02) 与 曲线 


a CO 了 Do) 
(0,.+0,) 1FOy 
eto ， pi==6 


Inp 二 a0 的 交点 。 … 了 p= 写 (O1+02), 即 p=e 
Pp =pP1°Ps. 
193. 求证 ， 无 论 mw 取 何 值 ， 曲 线 m43 二 22 一 (mw 一 Dy 一 m9 
一 2=0 总 通过 定点 ， 
[分 析 ] 由 于 曲线 方程 含有 参数 ， 且 参数 的 次 数 不 超 过 一 次 , 故 可 化 为 
过 两 定 曲 线 交 点 的 曲线 系 方程 ， 两 定 曲线 的 交点 即 原 曲 线 系 所 过 的 定 后 ， 


如 果 将 原 方程 看 作 关 于 参数 的 多 项 式 ， 利 用 多 项 式 恒 等 定理 , 也 可 得 解 . 
[ 解 一 ] 将 原 方 程 整 理 成 过 两 曲线 交点 的 曲线 系 方程 ， 即 ac 十 y 一 2 十 


27+y—2=0 -1 m=—3 
my 一 D0, 由 {1-0 解 得 所 一 0 亿 -8 “曲线 总 通过 
定点 G 0) 和 (一 3, 8). 


y=0, ‘y=%, 

[ 解 二 ] 设 有 定点 坐标 (xo, Yo) 总 满足 方程 ， 则 20 二 220 一 (m 一 了 yo 一 
m 一 2 二 0 恒 成 立 , 即 (2%0 十 一 2) 十 wm(z0 一 go 一 4) 二 0, 此 式 是 关于 m 的 
. 2xo 十 加 一 2 一 0 ， To==l Xo = 一 3 
恒等式 , 故 多 项 式 系数 为 零 , 即 { 。 ，， 1.0, 钙 得 {0, {ys 

[说 明 ] 关于 恒 过 定点 的 曲线 系 问题 都 可 用 上 述 两 种 方法 解 , 其 中 利用 
多 项 式 昼 等 定理 的 方法 可 广泛 应 用 于 定 值 问 题 ， 


194. 设 a 为 非 零 实 数 ， (DD 试 证 曲线 y 一 22 十 (34 一 了 Dw 一 
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(10g 十 3) 恒 与 s 轴 相交 于 两 个 不 同 的 点 ; (2 证 明 上 述 抛物 线 
恒 过 另外 两 定点 , 并 求 定 点 的 坐标 ， 

[分 析 ] 《1) 要 证 曲线 柜 与 x 办 相交 于 两 个 不 同 的 点 ， 只 要 证 al 十 
(3a 一 1)x 一 (li0g+3)=0 和 恒 有 两 不 同 实 数 根 (2) 同上 题 . 

[证 ] (1) 方程 aw? 十 (34 一 了 x 一 (1l0a 十 3)=0 的 判别 式 

4= (34—1)?-+4a(10a+3)= (34+1)?+40¢>0, 

故 方程 恒 有 两 不 等 实数 根 , 即 曲 线 与 x 轴 交 于 不 同 的 两 点 ， 

(2) 将 方程 按 字 和 母 a 整理 得 (%w* 十 3x 一 10)a 一 (z+y+3)=0， 对 于 全 


意 非 实数" 恒 成 立 ,… 人 ， 7 0 多 得 {2 和 [2s 
.-. 抛物 线 恒 过 ( 一 5, 2) 和 (2， 一 5) 两 个 定点 . 

195. 求证 : 两 曲线 必 一 六 = 和 3 下 十 1 车 有 四 个 
交点 , 则 四 个 交点 共 圆 ， 

[证 ] 0 0 二 30 一 2 十 工 .y=0+1—a? 当 b+1> 
时 必 有 四 个 交点 ， 名 一 继 一 43+ 和 (zs? 寺 3y? 一 了 一 1) =0 是 过 两 曲线 的 四 
个 交点 的 二 次 曲线 系 ， 令 ^ 一 了 ,有 避 + 乡 一 (全 +) ， 即 表示 曲线 
上 的 点 到 原点 等 距离 , 故 这 四 个 交点 共 回 ， 

. 3 


196. 已 知 则 级 QO. y ~(3— hsins— 00822— -+6, 


cE€ [0, 2m)， (LD) 如 果 曲 线 C 与 2 轴 有 四 个 不 同 的 交点 , 求 的 
取 值 范围 ，(2) 求证 ， 当 2 在 上 述 范 围 内 变化 时 ， 曲 线 C 必 过 
一 定 氮 ， 

[分 析 ] 车 曲线 C 和 xz 轴 有 四 个 不 同 的 交 反 ， 则 曲线 C 的 方程 在 y=0 
时 应 有 四 个 不 同 的 解 . 为 此 可 将 方程 的 右 端 化 成 天 于 snz 的 二 次 式 ， 
再 求 对 应 的 二 次 方程 有 绝对 值 小 于 工 的 两 不 等 实 根 的 条 件 . 


[ 解 ] 人 令 y= (3 一 Sin ww 一 F008 25 一 可 1 二 T6=-7Sin2z 一 (有 一 3)。 


gin zx 一 2 十 6 一 sin 由，ze [0, 2m)，… 曲线 C 与 轴 有 四 个 不 同 的 交 
点 ，… 在 (一 1 功 内 ,sin z 的 二 次 方程 f(sinw) 一 0 有 两 个 不 同 的 实 根 . 


126 第 二 章 曲线 与 方程 


A= (一 3)2 一 45( 一 2 十 6) >0 …(D 
kf(1)>0 “© 
kf(—1)>0 … 和 外 

下 一 3 0 


ox |<1 


由 四 得 9 太一 304+9>0，.. hE (一 可) (3, 十 ~)， 由 加 与 @: 


”fC(-D=3>0, .“, %>0; 一 一 区 十 9>0，.… ke (0 3) 


由 国 得 5e(- oo，- 3) U (1, 十 co)。 改 此 不 等 式 组 的 解 为 &e(3， 己 ) 


(2) 由 曲线 0 的 方程 得 (3 sin z+6 一 从 十 zsin x 一 sin zs 一 2) 二 0, 故 曲 
线 C 过 曲线 ，%=3sinz 十 6… 人 和 曲线 ，gsin x 一 gin% 一 2 二 0… 句 的 交点 ， 
由 @ 得 (sin c 一 2) (sin zw 十 1) 一 0， .…. sin z=2( 无 解 ) 或 sin z= -.…@. 


“vwE[0, 2m)，.… 0 一 训 wm，@ 代 入 @, 得 y=3、 故 在 ze [0, 2m) 时 , 曲 
线 0 必 过 一 定点 ,其 坐标 为 ( 卫 7，3)，。 


[说 明 ] 本题 导 ) 的 解法 依据 是 : 二 次 函数 =az 十 ac 的 两 个 相 蜡 
等 点 均 在 区 间 (4d1， 2) 内 的 充 要 条 件 为 下 列 不 等 式 : 


A=b dac>0, af(d) >0, af(d» >0, di< 一 如 -< 色 
同时 成 立 。 证 明 从 路 


， 定 理 :， 直线 的 方程 为 一 次 方程 
4o 十 By 十 O=0 (43+B#0). 
逆 定 理 ， 一 次 方程 4z 十 By TO=0 (43 十 B30) 的 图 象 为 直 


线 ， 当 B+*0 时 ,此 直线 的 斜率 为 -与 . 当 B-0 时 , 4z+0=~0 


为 平行 于 y 轴 的 直线 . 

2%， 直 线 方 程 

设 4.5 分 别 为 直线 在 % 轴 、y 轴 上 的 截 距 ，% 为 直线 的 斜 认 ， 
9 为 直线 的 倾角 ， 直 线 的 法 线 (过 原点 0 的 ) 为 ON，a= 
(Ow, ON); np 为 原点 0 到 直线 的 距离 ，Pi(《w1, 人) 、Pa(zs， ya) 
为 已 知 点 ; t 为 参数 ， 其 意义 为 直线 上 已 知 点 Pi 到 直线 上 任意 
一 点 卫 的 有 疝 线 段 PiP 的 数量 (规定 直线 向 上 或 向 右 的 方向 为 
它 的 正方 向 ) 


(1) 斜 截 式 : g 一 10 十 四、 (3.21) 

(2) 点 斜 式 : y—Y =k(s—%1). (3.22) 

(3) 两 点 式 ， (ya 一 y) (z 一 21) = (os 一 加 ) 一 办 (3.28) 

(4) 截 耻 式 ， 三 + 和 ~1， (ab*0). (8.24) 

(5) 法 线 式 . vcosgatyaing= 7, (3.25) 
t=wm+tt cosg 

(0) B 煌 | ng IE(-e, +o0). (8.26) 
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3. 直线 一 般 式 4 十 BUTC=0 (A443 十 B30) 的 法 线 式 ， 
47z 十 By 二 CO 
ET 
根 号 前 正 负 号 的 取 法 ; 当 C0 时 ,与 O 异 和 号; 当 C=0, B#0 
时 , 与 B 同 号 ; 当 刀 =O=0 时 ,与 4 同 号 . 
和 4， 直线 4z 二 ETTC=0 关 于 点 (Zi，8) 的 离 差 ， 


dz 十 了 1 十 CO 
33 拓 -5( 根 号 前 正 负 号 的 取 法 与 法 线 式 相同) 


离 差 正人 负 的 判定 法 则 ， 

(1) 当 C#0 时 ， 点 (Wm1，9D 与 原点 在 直线 同 侧 ,， 则 6<0， 蜡 
侧 , 则 S>0. 

(2) 当 C=0 时 ， 点 io) 与 点 (0， 一 蕊 在 直线 同 侧 ， 则 
6 一 0; 异 侧 , 则 6>0. 

(3) 当 B=0=0, 点 (%1, 妇 ) 在 直线 右 侧 ， 则 65>>0; 左 侧 ， 则 
3 一 0. 

5、 点 (wi, 2) 到 直线 4z 二 DB 二 +L=0 的 距离 ; 


Awmi 二 + By -+-O 
d= 一 有 . (3 .50) 


6， 直 线 系 
(1) 过 定点 (wo 的 直线 系 : 
4(@ 一 科 ) 十 下 (一 轨 ) =0 (4+B#0). (8.61) 
(2) 平行 于 直线 4m 十 By+0=0 的 直线 系 ( 以 下 入 均 为 任意 
常数 ): 


Aw+ By=N. (3 .62) 
(3) 垂直 于 直线 4% 十 By 二 00 的 直线 系 ， 
Bw — Ay=N. (3 .63) 


(4) 过 两 已 知 直线 41w 荆 BW+01=0, 4 十 Bag 十 Ca 一 0 的 
交点 的 直线 系 : 
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4 十 Di 十 Di 二 和 (40 十 By 十 Cs) =0, (3 .64) 


(其 中 不 包括 直线 4aw 十 Bay 十 Ca 一 0) 
1. 两 直线 b. Aiw + Biy+C=0, La. Ar + Bay t+Cs=0 
的 位 置 关系 : : 
(1) 平行 的 充 要 条 件 ， 
全 =- 际 0 或 Ai1Bsa—~ AsBi =0, Ai0s— AgOi1¥0. 


(3.71) 
(2) 垂直 的 充 要 条 件 4,4s 十 BBs=0. (3 .72) 
(3) 重合 的 充 要 条 件 ， : 
于 -好 -好 或 41 一 4s, Bi~ 和 Bs, O1=AOa(%#0). 


(3.73) 
(4) 交角 . 


ka—h: AiBs—AsB / 
tg 0~ Ti (414s+ BBs#*0), (3.74) 


两 直线 交角 的 三 种 定义 ，Q@ 直线 且 绕 它 和 直线 刀 的 交点 按 
逆 时 射 方 同 旋转 到 与 重合， 所 转 过 的 最 小 角 称 为 和 (到 ) 1 
的 交角 ( 夹 角 ) 图 平面 内 相交 两 直线 有 互补 的 两 个 夹 角 ,部 称 
为 两 直线 的 交角 ( 夹 角 )， 图 规定 定义 @@ 中 不 大 于 直角 的 那 一 
个 角 为 两 直线 的 交角 . 本 书 采 用 第 一 种 定义 . 

8. 互 不 平行 的 三 直线 4iw+ .20TC=0GC=1 2, 3) 共 点 的 
充 要 条 件 : / 


4 Di Ca 
As Ba Os 
4a Pa Os 
(2) 存在 不 全 为 零 的 实数 1 m、 mn, 使 得 
da 二 Ba 二 ODN Ta 二 Ba 十 Ca) 


(1) —0, (3.81) 
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Tn(Asr Bay 十 Oa) 三 0. (3.82) 

9. 直线 的 极 坐 标 方程 

设 为 过 极点 的 直线 与 极 轴 的 夹 角 , @% 为 极 轴 与 直线 的 法 线 
的 夹 角 ; 2 为 极点 到 直线 的 距离 ，4、B 两 已 知 点 的 坐标 分 别 为 
A(p1, 01)、. Blps, 0a), 

(1) 过 极点 的 直线 0 一 wa. (3.91) 

(2) 法 线 式 ， peos(0 —w) =7. (8 .92) 

(3) 过 4、B 两 点 的 直线 

sin(Os—0) sin 一 六 , sin(0-0) (3.93) 
p pi ps 

140， 直线 的 余华 标 方程 

直线 的 两 点 式 、 截 距 式 与 直角 坐标 方程 相同 . 

“1i1， 用 二 元 二 次 齐 次 方程 表示 的 直线 

(1) A + Bryt+OCpP=0 (4=B?—440). 

当 4>0 时 ,为 过 原点 的 两 条 直线 ; 当 4=0 时 , 为 过 原点 的 两 
重合 直线 ; 当 4<0 时 ， 轨迹 为 原点 ,或 看 作 过 原点 的 两 虚 直 线 
( 见 第 254 题 ). 

(2) 两 直线 4w? 十 Boy+Oy? 一 0 的 夹 角 ( 见 第 255 题 ): 

Wo- ME MR (4+0#0). 
(3.112) 

(3) 两 直线 4m 十 Brey+Owy*=0 垂直 的 充 要 条 件 ( 见 第 2585 

题 ): 
4-O=0. (3 .113) 

“129， 过 原点 以 及 直线 jz 十 722 十 天 一 0(02 关 0) 和 曲线 4 十 
Bxy+Cy?--Dwxt+ By 十 F 一 0 两 交点 的 两 直线 方程 ( 见 第 257 
题 ): 
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Aw?+ Boy + Oy + (Dw+ By) (- 2 ) 
9 
上 + 古 ( 一 -十 zy -0. (3 .120) 


i 


$1. 直线 的 方程 


197. 在 人 4BO 中 ,已 知 高 4AN 和 BM 所 在 的 直线 方程 分 别 
为 ww 十 By 一 3 二 0 和 十 y 一 1=0, 边 4B 所 
在 的 直线 方程 为 x 十 3y 一 4-=0. 求 直 线 
BO、CAh 以 及 4B 边 上 的 高 所 在 的 直线 方 
程 . 

[分 析 ] 直线 BC 的 斜率 可 由 4 的 方程 而 得 ， 
而 点 如 又 是 两 已 知 直 线 4B 和 BN 的 交点 ， 故 直 
线 BC 的 方程 可 用 点 斜 式 求 出 。 同 理 可 得 40 和 4B 边 上 高 所 在 的 直线 方 
程 

[ 解 ] … BO_LAN, 且 直 线 4N 的 斜率 为 一 二，.… BO 的 斜率 hpo==5. 


一 一 4 一 二 
又 解 方 各 组 人 ,2 -0 得 全。 故 直线 BC 的 方程 为 g=5(z 一 了 


”一 0. 
妈 5Z 一 9 一 5=0， 同 理 ，C4 的 斜率 io4=1 48 边 上 的 高 所 在 的 直线 


+5y_3=0 rz 二 5 一 3=0 
0 可 的 介 事 tbm=3， 又 解 方程 组 人 1 一 0 和 和 10 分 别 得 点 


4 的 坐标 为 (一 2 了 D、 垂 心 五 的 举 标 为 ( 三， 二 )- 故 直线 C4 及 45 边 上 


的 高 所 在 的 直线 分 别 为 g 一 IT= (e+2) 和 yg 一 一 3(< 一 子 ); 即 zy+3=0 
和 3z 一 % 一 工 一 0. 

[说 明 ]】 和 欲求 一 直线 方程 ,一 般 可 先 考虑 能 否 从 已 知 条 件 中 求 得 该 直线 
上 其 两 点 的 坐标 ,或 一 点 与 此 直线 的 斜率 , 或 直线 的 两 截 距 等 两 个 互相 独 
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立 的 条 件 、 至 于 在 解 具体 问题 时 ， 喜 视 题 意 决定 应 求 哪 两 个 条 件 ， 如 在 本 
题 中 , 则 以 求 直线 上 的 点 和 直线 的 斜率 较 易 

198， 目 原点 向 直 线 引 竺 线 ， 垂 足 为 4(c, 从， 试 求 此 直线 的 
方程 (4、 0 不 全 为 零 ). 


[分 析 ] 所 求 直线 过 一 已 知 点 , 且 其 斜率 由 过 点 4 的 垂 线 04 决定 由 
此 即 可 得 直线 方程 
[ 解 ] 当 5 大 0 时 ， 所 求 直线 的 斜率 %= - 王 ， 则 其 方程 为 一? 
一 一 二 (一 人 ， 即 oz+by 一 0 一 6?=0、 当 5 一 0 时 ， 此 直线 垂直 于 = 轴 ， 

其 方程 为 z=a, 即 上 述 方程 的 特例 ， 
199。 求 硕 次 以 有 .w+y 一 2=0, Ils. 2 一 y+6=0, ls 0 一 8 十 
3=0, /4 2 一 十 3=0 为 四 边 的 四 边 形 的 对 角 线 所 在 直线 的 方 


程 ， 
—2=0 
[ 解 a ”60 解 得 直线 刀 的 交点 为 4 一 2, 分 同 理 可 得 
直线 2、 的 交点 为 B( 一 8， 一 2), 直线 ,4 的 交点 为 0( 一事 ， 否 少 直 线 


ih 的 交点 为 (一 吾 ， 吾 )、 故 对 角 线 40 所 在 直线 的 方程 为 -二 - 


, 即 19z 十 3y 十 36 一 0; 对 角 线 BD 所 在 直线 的 方程 为 -十 一 = 
7 了 


3 
r+8 


-8 


200. 人 4BO 的 三 个 顶点 为 4(3, 8)、 
B(-4, 0)、0(6, 0), 求 过 B 将 人 4BO 
的 面积 平分 的 直线 方程 


[ 解 ] 过 8B 将 人 A450 的 面积 平分 的 直线 即 为 4C 边 上 的 中 线 ，… 4C 
的 中 点 召 的 坐标 为 (4, 各，.… 所 求 直线 方程 为 
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2g 一 0 2+4 
4—0 4 十 4 
了 2 一 2 十 4 一 0. 


&0I1， 已 知 平行 四 边 形 两 边 所 在 直线 的 方程 为 2 十 9 十 I 一 0 和 
3z 一 9 十 4 一 0， 对 角 线 的 交点 为 全 0)， 求 其 它 两 边 所 在 直线 的 
方程 . 

[分 析 ] 所 求 的 直线 为 平行 四 边 形 其 它 两 边 所 在 直线 , 故 其 斜率 可 从 已 
知 直线 的 方程 中 求 得 ， 又 平行 四 边 形 两 对 角 线 的 交点 即 为 对 角 线 的 中 点 ， 
由 此 即 司 求 得 所 求 两 边 的 交点 华 标 ， 


1=0 

[WR] 由 [0 ?利得 平行 四 边 形 -顶点 为 (一 号 ， 于 )， 设 过 这 

一 元 十 
3- 一 到 一 

顶点 的 对 角 线 男 一 端 顶 点 坐标 为 (z, 9), 利用 中 点 公式 ,| ， 拥 


= 2 入 J -于 ) s+y~?7=0 和 32-y~22=0., 


202. 已 知 三 点 ，4(1, 1)、B(5, 3)、 
0(4， 辐 ,又 直线 214AB， 且 1 平分 
人 4BO 的 面积 . 求 直线 1 的 方程 

[分 析 ] 因 所 求 直 线 与 4B 平行 , 且 平 分 
和 人 4BC 的 面积 , 故 截 得 的 小 三 角形 与 原 三 角形 
相似 , 且 对 应 边 平方 之 比 为 1:2， 所 以 此 直线 与 4C 交点 的 坐标 及 斜率 均 
可 由 三 顶点 的 坐标 求 得 . 


L 解 ] 设 1 交 40 于 DD 


(i 1 OD_ 1 .0D 
04 ”~ CA Va “7 D4 
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_4+(V3+1)x1 _8—3V3. 


光 旋 


1+ (V2+1) 2 
5+(vV2+1)x1 -5_2VF 
J TC E+) 
3—-1 1 一 、 工 8-3V2 
XX Kis=— S11™3? .4 的 方程 为 y 一 (5 一 2V 5- 到 (cz 一 子 一 ) 
好 £2y+6— 5Y 3 一 0. 


203、 获 形 4BOD 的 相对 两 顶点 为 4( 一 3, 起、0(5,7), 面积 
为 25.、 求 它 四 边 所 在 的 直线 方程 . 

[分 析 ] 点 4.0 的 举 标 已 知 , 故 谷 求 四 边 所 
在 的 直线 ,只 需求 出 3、D 两 点 的 坐标 。 而 从 
四 边 形 4BCD 为 次 形 可 知 ,对 角 线 BD、4C 应 
互相 垂直 平分 , 即 BD 40, 且 却 |4C1*1BD| 
-25， 由 此 即 可 求 得 B、D 两 点 的 坐标 

[ 解 ] 鞭 形 对 角 线 40 中 点 如 的 坐标 为 (1, 和， 直线 40 的 斜率 为 于 


BD140, 放 BD 的 斜率 为 于. 设 直线 BD 的 参数 方程 为 ,1 。 
1 3 “ly=4+tsin 0, 
v=1—3.1 
而 好 6= - 生 cos9= 一 富 sin 9 一 生 政 
3， 5? 5 ， 4 
yt 


'… 鞭 形 的 面积 为 5，|40|=V G+3)? 二 (7 一 42)? 一 10，… | 直 .10=25, 


号 ,加 = 号 .代入 上 式 ,得 也 .也 两 点 坐标 为 (可 ,3) 儿 (一 豆 ， 6). 由 此 
可 得 直线 4 的 方程 为 22 一 11y+17==0, 直线 CD 的 方程 为 z 一 119g 十 67 
~0, 直线 4D 的 方程 为 az 一/ 十 7=0, 直线 BC 的 方程 为 ap 一 /一 3= 0， 
204、 求 与 两 直线 gp 一 筷 -7=0，12z 一 劲 十 6=0 夹 等 角 , 且 
过 点 (4, 5) 的 直线 万 程 ， 
[分 析 一 ] 所 求 直线 过 一 已 知 点 ,又 和 两 已 知 直线 交角 相等 , 故 它 的 余 
率 应 由 这 两 条 直线 的 斜率 确定 ， 


tp= 一 
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[ 解 一 ] 设 所 求 直线 的 斜率 为 &。… 此 直线 和 已 知 直线 3z 一 4 一 = 由 ， 


3 12 
4 一 下 4 
] 十 可 l+—* 


一 土 (34 十 和 (5 一 1 当 取 “十 ”号 时 , 得 33 凡 = 一 33， 此 方程 无 实 根 ; 
当 取 “一 ”号 时 , 得 6312 -338 一 63 一 0 即 (7 一 9) (9 十 7) 一 0， hb， 
或 4 一 一 地 又 因 所 求 直线 过 点 (4,5), 故 其 方程 为 9 一 5= 志 (2 一 绢 万 
y 一 5 一 -二 (2 一 4 即 9z 一 7y 一 1 一 0 或 ?2+9y 一 73 二 0. 

[分 析 二 」 因为 所 求 直 线 ! 和 两 已 知 直 线 i、is 的 交角 相等 ， 所 以 三 直 
线 必 可 构成 一 等 肋 三 角形 。 亦 即 i 垂直 于 1 的 交角 平分 线 之 一 , 且 平 行 
于 另 一 角 平 分 线 ， 


[ 解 二 」 因 两 已 知 直线 的 交角 平分 线 方程 为 


l12x—5y+6 
13 W, 


义 所 求 的 直线 与 直线 也 平行 , 故 可 设 其 方程 为 


3¢—dy—7 ~ 12w—5yt+6 
5 了 一 一 他， 


3 一 和 一 
一 一 土 


以 z= 生 9g 一 5 代入 , 当 取 “ 一 ”号 时 ,得 c 一 一 本; 当 取 “+” 号 时 ， 得 c= 
-5 分 别 代入 @ 式 , 即 得 所 求 的 直线 方程 
7z 十 9y 一 73=0 和 9z 一 7y 一 1=0. 

[说 明 ] ”在 求 直 线 方程 的 问题 中 , 如 果 已 知事 项 中 涉及 到 倾角 、 交角 等 
条 件 , 常 可 通过 求 直线 的 斜率 来 确定 直线 的 方程 , 如 [ 解 一 ]. 

205， 设 平行 四 边 形 480D 的 三 顶点 4、B、O 的 坐标 分 别 为 
(一 5, 12)、(0, 0)、(8, 和 直线 ! 与 直线 B4、BOC 分 别 交 于 
性， 人 BA 为 以 五 为 底 边 的 等 腰 三 角形 。 如 果 直 线 ! 平 
分 平行 四 边 形 4BOD 的 面积 , 试 求 直 线 1 的 方程 


[分 析 ] 因 人 BEF 是 等 腊 三 角形 , 故 ?平行 <4BC 的 外 角 平 分 线 ; 又 
i 平分 平行 四 边 形 4BCD 的 面积 ， 故 ! 必 过 平行 四 边 形 4BCD 对 角 线 的 


136 第 三 草 直 线 


区 点 。 利 用 点 斜 式 即 得 解 . 
L 解 】 直线 B4、BC 的 方程 分 别 为 122 十 54 一 小 
4z¢—3y=0, LABC 的 外 角 平 分 线 方程 为 
12z 十 By _ 42%—3y 
13 -5 ” 
印 2 十 230 一 0， AC 中 点 履 的 坐标 为 (一 43,8)， 改 
直线 ! 的 方程 为 (ZX 十 1) 十 8(y 一 8) 一 0, 即 
rt8y=63., 
206， 求 过 已 知 点 Pi(wi, Y1)， 且 与 已 知 直 线 y=mw 十 6 夹 
已 知 角 w 的 直线 方程 . 


[ 解 ] 设 所 求 直线 的 斜率 为 由 题 设 | 了 了 二 全 -| 一 井 0 得 (1 干 m 霹 o)# 


= 土地 cx 十 四， 当 二 ca 六 土 二 时 ,有 ~ 一 二 和 2 人 … 过 Pt(zi 妇 ) 的 直线 
为 QH 各 记 史 修一) 一 ( 生 志 at 0) C2 当 霹 oa 一 土 二 时 ,不 在 
在 ,直线 过 Pi(zm1, 妇 ) 与 yy 轴 平行 , 即 = zi， 故 所 求 直线 方程 为 
(Fmtgo (yy—y) = (+ otm) (rr). 
207， 已 知 通 过 定点 4(8, 6) 的 四 条 直线 , 其 倾角 的 比 是 1:2: 
3:4， 第 二 条 直线 的 方程 是 3% 一 4y0， 求 其 余 三 条 直线 的 方 
程 ， | 


[分 析 ] 所 求 直线 过 一 已 知 点 , 又 一 条 直线 的 斜率 可 知 , 根据 四 直线 倾 
角 之 间 的 关系 就 可 求 得 其 它 直线 的 斜率 . 
[ 解 ] 设 四 条 直线 的 倾角 依次 为 a、2a、3a、 4a，'.* 0o<4a<180。， 


. 0 se<45" 由 已 知 名 2 到 即 一 3 说 c 9 ,整理 得 3tg?a+8tga 


1-tg?a 
-3 二 0, 解 得 好 wx 一 5; 馆 xc= 一 35( 舍 去 ). “第 一 条 过 线 方 和 为 y- 6= 
3 
1 _ 0 .is tgatte2a._ BT4 _13 
3 (s 8), 即 x2 一 3y+10=0. ., Iga ta ga I -可 


.… 第 三 条 直线 方程 为 g 一 6 一 -zc 一 8)， 即 135-9g--50=~0.… 夫 42= 
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J 
9 一 一 0 一 一 3， 第 四 条 直线 方程 为 y 一 6 一 从 Cz 一 8)， 即 


24x 一 79 一 150 一 0 

<08. 求 方向 一 定 ， 且 被 两 坐标 轴 截 得 线段 为 定 长 的 直线 方 
程 ， 

[分 析 ] 所 求 直线 方向 已 定 , 如 能 求 得 其 y 轴 截 距 即 可 求 得 方程 ， 而 截 
距 一 定 , 则 此 直线 与 坐标 轴 所 构成 的 直角 三 角形 也 随 之 而 定 。 因 此 可 根据 
此 直角 三 角形 的 斜 边 为 定 长 ,运用 勾 股 定理 求 出 截 距 ， 


[ 解 」 设 所 求 直线 的 斜率 为 X( 定 值 ), 被 两 坐标 轴 截 得 线段 长 为 4, y 轴 


截 距 为 5, 则 其 方程 为 y=hz 十 5b, 令 y=0, 得 z 轴 截 距 为 一 -二 ) 


2 9 2 ak . ak 
十 0 二 a5 得 "A … 所 求 直 线 方程 为 A 

[说 明 」 要 求 一 直线 方程 , 常 可 先 设 其 方程 ,再 由 条 件 确定 其 系数 而 得 。 
在 假设 直线 方程 时 , 应 根据 题 意 选 取 适 当 的 形式 ， 一 般 以 待定 系数 较 少 为 
宜 ， 同 时 也 应 考虑 到 系数 易 定 ， 如 本 题 ， 已 知 直线 的 方向 ， 故 选用 斜 截 
式 . 


4209. 一 直线 过 点 (一 3, 公 , 且 在 两 轴 上 的 截 距 之 和 为 12. 求 


此 直线 方程 . 
[ 解 」 设 直线 在 2 轴 上 截 距 为 w 则 在 y 轴 上 截 距 为 13 ~a， 直 线 方程 
1 . -3 4 _ 
为 于 十 12 一 了 一 二 经 过 (一 3， 4), ‘+ 43 二 1, Bh a2 ba 


-36 一 0 解 得 "一 一 4 或 4 一 9， 故 所 求 直 线 方程 为 一 十- 花 一 也 可 二星 
一 让 ， 亦 即 4- 十 16=0 2 十 30 一 9=0. 

210. 己 知 一 直线 与 两 轴 构 成 的 三 角形 面积 为 2 平方 单位 , 且 
两 截 距 之 差 的 绝对 值 为 8， 求 此 直线 的 方程 . 

[分 析 ] ”因为 直线 与 两 轴 构 成 的 三 角形 面积 等 于 两 截 距 积 的 绝对 值 之 


半 ,， 久 已 知 两 难 距 差 的 绝对 值 ， 解 此 方程 组 可 得 直线 两 截 距 ， 即 得 直线 方 
程 . 
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[ 解 ] 疫 所 求 直线 的 xz 轴 截 距 与 y 轴 截 距 分 别 为 4 与 5， 由 题 意 得 


1 
| 
1c 一 如 | 一 
一 二 ab=4 —4 
分 四 种 情况 讨论: ® ff _b=3;. CLL) [oa (1D) | b=3; 
b= 一 4 -1 fa=4 一 
dV) 和 。 由 GD 解 得 [1 {6-1 由 (CID 解 得 {4 


< 一 全 
{ 一， 而 (TD、(IV) 均 无 实数 解 ，. 所 求 直线 方程 为 


T+, T+y=1, z+ 妆 一 1， +=1. 
BD4zx+ty+4=0, z+4y—4=0, 4rt+y—4=0, zt+4dy+4=0. 
[说 阴 ] 截 距 与 距离 不 同 , 可 以 为 正 、 为 零 , 也 可 为 负 , 故 这 类 问题 要 注 
意 可 能 会 出 现 多 解 . 
211. 求 过 (4, 0)、(0, 2 和 (8 三 把 , 且 %、 b 均 为 正 整数 
的 直线 方程 . 
[分析 ] 已 知 条 件 实际 上 给 出 了 所 求 直 线 的 两 截 距 , 故 宣 用 截 距 式 . 


[ 解 ] 过 (a, 9)、(0, 5) 的 直线 方程 是 三 十字 =1。““ 它 过 点 人 3)， 
-31 即 p+34=ab (qa 一 1)(b 一 83) 二 8， ga、5b 均 为 正 整 数 ，.… 

2 5 一 工 = 工 ad—1=3 d=2 a=4 
ao_1>0 3-3>0 ~. { 人 3 或 人 31 如 | 或 | 故 所 
求 直线 方程 是 y= 一 3% 十 6 和 Y= 一 5 十 和 4 

212， 已 知 一 直线 经 过 点 (i, 2), 并 上 且 与 点 (2, 3) 和 (4,， 一 5) 
的 距离 相等 。 求 此 直线 的 方程 , 

[ 解 一 ] 假设 所 求 直 线 的 斜率 存在 ， 则 可 设 其 方程 为 g 一 4 一 AZ 一 二 )， 


| 号 一 3 一 X 二 31 4 名士 5 一 二 2 
即 hx 一 y 一 x 十 2 一 0。 由 题 设 条 件 得 A -二 和 


即 1 一 4| 二 |3k 十 7|。 由 一 1=3k+7 得 k= 一 箔 由 有 一 1~ 一 (35+7) 得 
= 一 世 . 又 因 2 一 1 不 合 题 意 , 故 所 求 直线 的 方程 为 
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42 十 9 一 6=0 和 3742y—7=0, 

[ 解 二 ] 当 点 (2，3) 和 (4 一 吕 在 所 求 直线 的 同 侧 时 ， 所 求 直线 与 这 两 
点 连 线 平行 ， 而 这 两 点 连 线 的 斜率 4 一 了 7 一 一 4。， 又 所 求 直线 过 点 
(1 为， 故 其 方程 为 g 2- -AKa-D， 即 如 + 6-0， 当 点 (2 和 和 
(4, 一 5 在 所 求 直线 的 异 个 时 , 所 求 直 线 为 两 点 连 线 的 委 直 平分 线 , 而 这 两 
点 连 线 的 中 点 为 (3, 一 D， 改 所 求 直 线 方程 为 了 了 一 一 如 即 

37+2y~7=0 

213. 求 经 过 点 (一 5, 5), 且 和 原点 距离 是 1 的 直线 方程 

[ 解 一 ] 假设 所 求 直 线 的 斜率 存在 , 则 可 设 其 方程 为 g 一 5 一 Ac 二。 
即 he 一 y+5Wh 十 1) 0 … 它 与 原点 的 距离 等 于 1 … -你 坟 阅 ~] 
整理 得 (34 十 多 (化 十 3) 一 0， 解 得 及 = 一生 ,入 一 一 卫 ， 又 ，z 一 一 5 不 合 
题 意 , 故 所 求 直线 方程 为 4z 十 3g 十 5= 0 和 3z 十 惫 一 5 一 0 

[ 解 二 ] 设 所 求 直线 方程 为 scos6+ysin9~1=0。 以 w= 一 5, y= 一 6 代 
入 , 得 ~c0s9+sin9 一 圭一 0， 即 曙 g=eos6 十 工 ， 两边 平方 ， 并 化 为 
one 加 得 ao04 5 中 0 ' co8g 一 下 ， 或 cos 0=- 


,从 而 sin 9= 坟 ， 蕊 sng -二 . 让 所 冰 的 直线 为 各 为 ~ 生 o_ 忆 


-1=0, 或 守 w+ 和 yl=0. 即 4 十 3g 二 5=0, 或 3c 十 -5=0 


1， 已 知 正方 形 的 中 心 为 G( 一 1, 0), 一 边 所 在 直线 的 方程 
为 % 十 3y 一 5 二 0, 求 其 它 三 边 所 在 直线 的 方程 . 

[分 析 ] 所 求 的 直线 和 已 知 直线 或 平行 , 或 垂直 , 故 可 采用 和 已 知 直线 
平行 或 牌 直 的 直线 系 方程 又 由 于 正方 形 中 心 到 四 边 的 距离 相等 , 由 此 可 
分 别 决定 各 直线 系 方程 中 的 任意 常数 . 

一 人 一 5| 6 


[ 解 ] 正方 形 中 心 G( 一 1， 0) 到 四 边 距 离 均 为 -5 二 ~ yA . 设 正 


方形 与 已 知 直线 平行 的 一 边 所 在 直线 方程 为 了 3y 一 应 一 0 则 i=l 一 
= 一 ;|P1+1| ~6， 解 得 加 =5( 即 为 已 知 直线 ), 或 由 = -7。 喜与 已 
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知 边 平行 的 正方 形 一 边 所 在 直线 方 各 为 sq 十 区 二 7~0， 设 正方 形 另 一 组 

对 边 所 在 直线 方程 为 32 一 yp 一 0, 则 人 -一 Ips+3| 

一 6, 解 得 py=3, 或 ps 二 一 9， 故 正方 形 另 两 边 所 在 直线 的 方程 为 
3¢-y-3=0 和 3w-y+9=0. 

215、 求 过 点 4(0, c) (a>0)， 且 和 点 B(24，24) 的 距离 为 a 
的 两 条 直线 的 方程 ; 并 求 过 点 B 向 此 两 直线 所 作 垂 线 的 垂 足 连 
线 方 程 . 

[ 解 ] 当 舒 率 存在 时 , 设 所 求 直 线 7 的 斜率 为 加 方程 为 y-a=hw. 根 据 是 


1 20 一 20 十 
意 ，- 于 0 即 《2% 一 1)? 一 态 十 1, 解 得 加 一 0， 为 一 子 . 故 所 求 


直线 1 的 方程 为 ya 一 0 和 y~a= 生 %， 又 … 点 BC2a, 24) 到 y 加 的 距 
离 是 2z 关 ac(… a 中 0)， .x=0 不 是 所 求 的 直线 方程 

过 (24, 24)， 且 与 上 述 两 直线 秋 直 的 直线 分 别 为 2 一 24 一 0 和 y 一 24 

-e290). 从 而 和 得 两 和 是 分 天 为 (2 和 (总 ,3 )， 它 们 的 


T—2a 


连 线 方程 为 1 人 -54=0, 
5 5- 
216. 求 倾角 是 46”， 且 和 原点 的 距离 是 5 的 直线 方程 . 


[ 解 一 ] 一 霹 45 一 1, 设 所 求 的 直线 方程 为 y 一 2 二 bb 则 15 一 


-5 解 得 1 一 十 5V 豆 ， 故 所 求 的 直线 方程 为 % 一 z 士 5V 可 

[ 解 二 ] 设 所 求 直 线 的 法 线 为 OP 则 (Ox, OD) 一 41535 或 55 故 所 
求 的 直线 方程 为 wecos135。+gysin135o 一 5 和 zeos315 二 ysin315* 一 5， 
即 一 z+y=5MV2 和 xz 一 yy 一 5V 2. 

217， 光 线 沿 着 直线 2 一 2y 十 6=0 射 入 ， 
遇 到 直线 32 一 2y+?=0 即行 反射 , 求 反射 
光线 所 在 直线 的 方程 ， 

[分 析 ] 根据 光学 性 质 , 入 射 角 = 到 射 角 , 且 入 
射 光线 ,有 反射 光线 在 法 线 两 学 , 由 此 可 得 所 求 直 线 的 侠 率 . 
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[ 解 ] 入 射 光线 斜率 及 == 均 , 直线 3c 一 2y+7 一 0 的 斜率 为 与， 设 反射 
光线 的 斜率 为 如， 反射 角 与 人 射 角 相等 等 角 的 余 角 相等 ， 


3 3 
一 汪 3/ 
1 3 3 
ra 是 Ra 
1+3 可 十 可 


解 得 = 写 -， 又 反射 光线 应 过 已 知 两 直线 的 交点 (一 1, 2), 故 所 求 的 直 
线 方程 为 g 一 2 一 他 Ce+DTD)， 即 中 一 29z 一 33=0 

[说 明 ] “实际 上 ， 入射 光线 所 在 的 直线 “一 2 十 5=0 以 直线 5 一 20 上 7 
一 0 为 轴 的 对 称 直线 2 一 29z 一 33 一 0 即 是 反射 光线 所 在 的 直线 

218， 光 线 由 点 4( 一 1, 少 射出 ， 遇 直线 1，2w 十 3y 一 6 一 0 即 


行 反射 ， 已 知 其 反射 光线 过 点 B(3, -5 ), 求 反射 光线 所 在 的 


直线 方程 . 


[分 析 ] 根据 光学 性 质 可 知 ,反射 光 所 在 直 
线 通 过 光源 的 像 , 故 可 先 求 点 4 关于 已 知 直 
线 的 对 称 点 坐标 ， 然 后 利用 两 点 式 写 出 方 
程 . 

L 解 」 设 点 和 4 关于 直线 2%++3y~-6=0 的 
对 称 点 为 A'(wo，yo), 则 多 = Bl dro ~ 2yo0= —11...(D; 且 2. 名 一 
+48- 如 一 6, 即 2 十 3j=2…@， 解 四 、@, 得 m= 一 下，w=~ 蝇 ， 

62 28 


故 所 求 的 直线 方程 为 yg), W130— 26y 上 85 一 0 
3+ 


219. 设 模 轴 位 于 厚 1 厘米 的 琉璃 片 的 表面 上 , 而 纵 轴 季 站 琉 
璃 片 ,坐标 系 的 单位 长 度 为 厘米 , 光线 hy 一 wz 十 3 穿 过 我 璃 片 ， 
已 知 玻璃 的 折射 率 为 了 .5、 试 求 在 此 玻璃 片 内 光线 5 和 出 玻璃 
片 后 光线 的 方程 , 以 及 光线 在 玻璃 片 内 的 行程 |4B|. 
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[分 析 ] 根据 光学 性 质 有 : 和 人 射 角 的 正 驴 :折射 角 的 正弦 = 折射 率 . 因 
此 要 求 折射 光线 所 在 直线 的 方程 , 可 据 其 倾角 
及 其 上 一 点 的 坐标 得 出 ， 

[ 解 ] 如 图 ，i:; gy 二 xX 十 3 与 Zz 轴 的 交点 为 
4( 一 3, 0)，“ 折 射 康 nn 二 6 二 1.5， 而 
Ki=teg (90° a)=1, .".a=45°, .*. sin B= 


Im 45° o 
5 -~ 2 的 斜率 加 二 霹 (90° 一 B) 


~ dgB 一 可由 了 一] 一 9 和， 的 方程 为 y= 和 (w+3)，… 可 
璃 片 厚 1 厘 米 ，， am 代入 如 的 方程 ， 得 横 坐 标 4 
-一 人 -3, 即 (3，-1)， 设 的 方程 为 y=s+ 如 以 旦 点 


坐标 代入 得 5 一 2 二 -全 。…… 太 的 方程 为 g=z 二 3 二 


14B1 一 so0 8~- 读 ~ 3Y 7 (Ek). 


220、 正 方形 04BO 的 一 顶 点 0 在 原点 上 0、4、B、O 为 道 时 
针 序 . 边 长 为 &, 人 x04=a (0<a<n). 
试 求 两 对 角 线 0B、AC 所 在 直线 的 方 
程 ， 


[分 析 ] … 0B | A400, A408B= 


AIXO0DB 一 ao 十 本 . 


原点 到 4C 的 距离 为 对 角 线 长 的 一 半 , 利用 法 线 式 , 即 得 40 的 方程 。… 
45 过 原点 且 与 4C "a 用 点 体式 即 得 0B 的 方程 


[ 解 ] … 人 40B = 元 ， AZ04 一 a，.… Az0B=c 十 元. 原点 0 到 4C 


的 距离 为 VE a， … 40 所 在 直线 方程 为 cos( a 十 工 ) + ysin (a+ 王 ) 


-2 a, BW wlcosa—sina) -Fy(cosa+sina) =a, “. 0B | A40, .. OB 所 


在 直线 方程 为 zcosa+sina) 一 y(cosa 一 sina) 二 0. 
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221. 求 经 过 极点 0， 且 与 极 轴 夹 角 为 c 的 直线 的 极 坐 标 方 


程 ， 
[ 解 ] 设 直 线 上 任意 一 点 书 的 极 坐 标 为 (p，9)，… (0z, 0P) = a 
.9 一 a， 此 即 所 求 直线 的 极 坐 标 方程 . 

222. 已 知 极点 0 到 直线 7 的 距离 为 p, ON 垂直 于 2 极 轴 为 
Ow, 且 (Ow, ON) = a, 求 直线 1 的 极 华 标 z 
方程 . 

[ 解 ] 设 Plp, 9) 为 直线 1 上 任意 一 点 ， 

(OP)ow=p, .. |0Pl¢cos(ON, OP) =», 
即 pcos(9 —a) =p,. 
ww3， 求 过 两 已 知 点 Q(oi, 91)、R(psa, 909) 的 直线 的 极 坐 标 方 


程 . 

[ 解 」 设 Po, 0 为 所 求 直 线 上 任意 一 点 … P、Q、R 三 点 共 线 ， 

… 入 PQERB 的 面积 为 零 ， 即 

DAPQR= 去 ppl sin(0 一 9 ) 十 三 pips Sin C01 — 0,) 十 寺 pap sin(0s—0)| 一 0 
.… Pp1SIn(O —01) 十 plpasin(b 一 02) 十 papsin(03 一 0) 一 0. 

如 果 pplps 闻 0 也 可 写成 Ene. 
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224.、 如 图 是 拖拉 机 的 支承 架 平面 图 ， 检 验 时 要 算出 孔 心 到 
直线 4B 的 距离 OO。 试 根据 图 中 尺 
寸 求 之 . 

[和 解 ] 由 图 示 尺 寸 可 知 ， 点 的 坐标 为 
(20, 32), 直线 4B 的 斜率 *=te(180° 一 18°) 
一 一 区 18*，.…. 直线 4B 的 方程 是 

y—32= ~tg18° (x— 20), 

它 在 轴 yy 上 的 截 距 5=32++20tp189。 
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100| =beos18°=32c0s18° --208in 18° ~36.61. 


225、 在 直线 5%w 一 3y 十 16=0 上 求 一 点 卫 , 使 点 了 到 % 轴 距 
离 是 到 yg 轴 距 离 的 三 分 之 二 . 
5r0 — 3yo0 +15=0 
[ 解 ] 设 点 呈 的 坐标 为 P(xo, yo). 恨 所 是 总 有 | yo | 2 
了 * 
15 


v0 一 pp 


mi 
Pt 


点 卫 的 坐标 为 (5, 一 本 


[说 阴 ] 一 点 到 x 轴 或 y 轴 的 距离 与 这 一 点 的 纵 坐 标 或 模 坐 标 是 两 个 
不 同 的 概念 . 车 此 点 的 举 标 为 (2, 力 ， 则 它 到 > 轴 、Y% 轴 的 距离 分 别 为 
19j 和 |z1, 不 应 误 认 为 是 9 和 2 

226.， 求 平行 直线 1， 2 十 3 一 8=0 和 1， 2w 十 3y 一 10=0 之 
间 的 距离 d. 

[分 析 一 ] 根据 两 平行 线 之 疗 距 离 的 定义 ， 可 在 任 一 直线 上 取 一 特殊 
点 , 求 它 和 另 一 直线 的 距离 . 

[ 解 一 ] 在 中 上 取 一 点 (4 0)， 根 据 两 平行 线 之 间距 离 的 定义 即 可 得 

12x4+3x0—10| 2 2Vi3 


"VR VD 13 ~ 
[分 析 二 ] 由 于 已 知 一 直线 方程 , 能 很 快 求 得 原点 到 此 直线 的 距离 , 故 
只 需 判 别 出 原 点 在 两 平行 线 之 间或 之 外 , 即 可 据 此 求 得 两 平行 线 之 同 的 距 


离 
[ 解 二 ] 因 原点 到 妃 的 距离 熏 =-5 8， 原点 到 国 的 距离 刷 一 一 7 
又 因 直 线 4i、 忆 的 维基 距 同 号 ， 故 原点 在 这 两 平行 线 之 外 ，… 4 一 一 


227， 在 直线 2 十 3y = 0 上 找 一 点 ， 使 它 到 原 反 和 直线 2 十 2 
-2=0 的 距离 相等 . 
[ 解 ] 设 所 求 点 的 坐标 为 (xo, yo)， 则 joo 3yo=0- 由。 有 v 
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V RT 由 @ 得 mm= 一 3yo 代入 @， 得 go= 士 三 ， 
从 而 得 略 一 于 号 ， 故 所 求 的 点 为 ( 一 号 ， 喜 ) 和 ( 言 ， 一 豆 ) 
228. 设 直线 4c+ B 十 O= 0 到 原点 的 距离 为 1 求 4、B.O 
之 间 的 关系 . 
| 


[ 解 ] 直线 Az+By+0=0 到 原点 的 距离 为 5 
.. .| . 
”0 


229. 如 果 Pi(wi, Y1)、Palws, ys) 分 居 直 线 Aw 十 By+O=0 
的 两 侧 , 则 4z: 十 BO 与 4ws 十 Bys+O 异 号 ; 如 果 Pi、 Pa 在 
直线 4z 十 By 二 O=0 的 同 侧 , 则 Awi 十 BO 与 Ava 十 Bys-+0 
同 号 . 


[分 析 ] 由 于 记 、 Ps 在 直线 异 侧 时 , 线段 PiPs 被 叱 直线 内 分 ; 在 辣 侧 
时 , 则 或 被 比 直 线 外 分 或 平行 于 此 直线 .因此 , 可 根据 线段 PiPs 和 此 直线 
的 交点 分 PiPs 的 比 大 的 正 负 来 证 明 ， 

[证 ] 设 PiPs 的 连 线 交 直线 于 Plzw, 切 ， 且 P1P:PPs=, 


04 十 人 Za y= Yt /Ya 
1+A 1 二 入 

站 4 2 二 -2 ) (二 y 
" (要 二 i+ 入 to=0, 


二 


四 Azit+ Byt+0 
i | : Azs+ Byat+ C0 本 
如 果 Pi、Pa 分 居 直 线 的 两 侧 ， 则 己 为 PiPs 的 内 分 点 , A>>0,., .4024 十 
Bi+C 和 4xzo 二 Boya 十 C 异 写 . 
如 果 Pt、P3 在 直线 的 同 侧 ， 当 PiPs 与 直线 相交 时 ，P 了 为 PP 的 外 分 
点 ,<0,，… 4 十 BO 与 4oa 十 By 十 0 同 号 ; 当 PiPs 与 直线 平行 时 ， 
4(o 一 0 十 了 (3 一人) 一 0 .. Az1+ Byi= Axo By,, Ar1+ Byi+0 = Ar, 
十 Bys 十 C0, 因此 必 同 号 ， 


人 一 
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$ 3， 两 直线 的 交角 


230. 已 知 直线 、 is 的 斜率 是 方程 6w 十 2 一 =0 的 两 根 . 求 
和 1s 的 夹 角 . 


[分 析 ]」 由 于 两 直线 交角 正切 的 绝对 值 是 这 两 条 直线 斜率 的 对 称 式 , 故 
可 用 韦 达 定 理解 之 . 
[ 解 ] “ 方程 6w 十 zZ 一 1=0 的 判别 式 4=1 十 34>0，… 直线 4、%s 的 


斜率 存在 .分别 设 其 为 hi、 ko, 则 加 十 有 二 一 二 ,有 "ha 一 一生。 又 设 直线 
5 


6 2 
及 一 VU TR ap 
htt。 则 le = 仆 1 
: 6 


即 启 a= 土 故 妇 的 夹 角 为 守 或 译 . 
[说 明 ] 一般 两 直线 的 夹 角 总 认为 是 0 到 w 闻 的 角 , 故 由 霹 4 一 土 1 仅 
得 c= 工 和 w= : 严 两 个 值 


ok5 -1 
231， 已 知 直线 ss | /5 。 。 《为 参数 ), 直 线 
0 


4s 在 以 原点 为 极点 .2 轴 的 正 半 轴 为 极 轴 所 建立 的 极 坐标 系 中 的 
方程 为 psin (0 一 于 )=2， 求 直线 及、 1s 所 夹 的 锐角 9 


[分 析 ] “两 直线 的 夹 角 可 由 这 两 直线 的 斜率 求 得 ， 但 由 于 以 2 的 方程 
一 为 参数 方程 ,一 为 极 坐 标 方程 , 不 易 署 出 其 斜率 , 故 可 先 将 它们 化 成 直角 
坐标 系 中 的 一 般 方程 , 然后 求 其 夹 角 . 

: 2V 5 ， 1 


人 二 


[ 解 ] 由 到 的 方程 | 
y= ttl 


、 。 3 
消去 参数 b, 得 y= 去 “+ 三。 
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六 五 的 胜率 及 = 二 . 又 由 如 的 方程 psin (9 一 守 )=2, 得 psin 9 一 p cos0 
=2vV2. 以 xz=pcos0 y 二 pSin96 代 入 , 得 y 二 zt 十 2V 3， .的 斜率 


i ，. 。 {rko| _1 _ 工 
ko 二 1。 9 为 锐角 ，… 怒 9 IE 3， 让 9 arctg 3 


232. 已 知人 4BO 中 ,490°, LB< 人 LO, 高 14D| 一 h 
1B0| a、 加、 为 BO 上 的 三 等 分 点 . 求证 馈 LB4F- 识 ， 


他 
[分 析 ] 人 BAF 的 正切 取决 于 直线 AB、 7 
4 的 位 置 位 系 ， 由 于 4B | 40, 故 可 以 4B、 CMD 。 
40 所 在 直线 为 坐标 轴 建 立 坐标 系 ， 然 后 利用 F 
一 ,了 为 BC 的 三 等 分 点 这 一 条 件 求 出 4、4F 


的 斜率 ,再 利用 直角 三 角形 的 性 质证 之 ， 
[证 ] 分 别 以 4B、40 两 边 所 在 直线 为 = 轴 、9 加 建立 坐标 系 ， 并 设 点 

的 坐标 为 2，0)， 点 C 的 坐标 为 (0, 0) (6>0, c>0)， 由 于 召 、 为 BO 

1 一 \、 ~— A b 2c 30 C : 

这 上 的 三 等 分 点 ， 故 点 忆 、 万 的 坐标 人 别 为 (二 , 学 ) 和 ( 孚 ,号 ) 

“Ku = kar 7 显然 Kas>Ksp。 又 人 五 4 为 一 锐角 ， 故 


kp—k 30c _ 
t Eb Fo= AB AF PU ,,, 一 一 pt a 
gLBAF 一 了 生 一 - 一 gc “…D， 又 1B01 a, 根据 直角 三 角形 


人 性质, 可 得 六 十 co 一 a2， bc 二 ah。 代入 四 , 即 得 LBAF= 


$ 和， 两 直线 的 位 置 关 系 


233， 已 知 元 一 本， 且 4、8、o、 4 均 为 正 数 ,求证 直线 (a 十 zw 


(c+)y-p=0 和 ~ 二 0%w 二 V6 十 Wy+g=0 互 相 平行 ， 
_&+6 ,| _ Pp 
(J 人 


[证 ] … ab5、e、& 均 为 正 数 ，.… ec 十 d 汪 0，WVZET 历 *0 故 两 直线 的 
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, 、 Qtb _ Voto a _c a+b 
斜 率 分 划 | 为 | etad’ /3 一 a . bp Qi’ b 

c+a a+b b a b 0 于 D a b (atby 

a - | a Cl， 且 有 一 a 改 二 6 da" (e+ay’ 


_@_b atrb 从 而 可 得 +2 = Va’?+b? 
cta Vera 


(at+b)zt+Cct+tAy-p=0 和 Vai+b 到 十 Voradyt+q 一 0 互相 平行 ， 
234， 有 了 两 直线 11，cZ 二 po 十 4=0 和 1，(C 一 了 2 十 十 0 一 0. 
求 满足 下 列 条 件 的 4、5 的 值 ，(1) 直线 站 与 和 互相 垂直 ， 且 六 
过 点 (一 1, 4); (2) 直线 六 与 旨 同 时 平行 于 直线 2 十 2% 十 3=0. 
[ 解 ] (人 02， aa 一 站 十 一 0… 和 四， 六 … 引 过 氮 (一 1， 了)， 
一 4 十 0 十 4 一 0， 即 2 一 0 一 4 四， 解 中 .四 联 立 方程 ,得 


{2 或 { 
b=—2 b=—0. 


(2) … 直线 2 十 幼 二 3 一 0 的 斜率 为 一 地 ,根据 条 件 可 得 一世 ~ 一 元 
和 《一 ]D 一 一 和 解 之 即 得 a 一 吝 , 0 一 3. 


， 即 如 二 如，.*. 直线 


235. 求证 ， 以 A(3, 6)、 B(0, 多 .0(-1， -8)、D (535, 
1 ) 为 顶点 的 四 边 形 是 直角 梯形 . 


[分 析 ] 由 于 四 点 的 横 坐 标 各 不 相同 , 可 断定 此 四 边 形 四 边 所 在 直线 的 
任 率 均 存在 ， 只 要 分 别 算出 四 边 的 斜率 ， 即 可 根据 直角 梯形 的 定义 得 
证 . 

[证 ] 根据 各 点 坐标 算出 : 


6—4 2 4 一 (一 3 
& 8 
lt 2 6-13 3 
OO IT 
15 3 12 5 
63 十 十 3 S13 


一 op KsoFksp, .. AB/ CD, 而 BCXYAD, 六 Kap* kap 
一 一 1，.… 4D 上 AB， 故 四 边 形 480D 为 直角 梯形 . 


i We i 


起 ， 


让、 
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2%36. 求证 ， 直 线 wsin0 一 y 迅 9 二 +1=0 和 wsec90++y 一 5=0 
互相 垂直 . 

[证 ] 据 两 直线 互相 垂直 的 充 要 条 件 (3.72), `. sin9.sec0 -tg0=0，, 
。 直线 XSin0 一 ytg9+1=0 和 wsec96 十 y 一 5=0 互相 垂直 ， 

[说 明 j 证 明 两 直线 垂直 一 般 均 用 斜率 乘积 为 -1, 但 有 的 直线 斜率 不 
一 定 存在 , 尤其 方程 中 y 的 系数 带 参 数 时 还 需 讨 论 , 为 避免 这 些 麻烦 , 故 证 
由 风 一 般 式 方程 出 现 的 两 直 线 4iz 十 Bi 十 Ci 一 0 和 4 十 Bzm 十 Ca 一 0 互 
相 垂 间 时 , 可 根据 4144? 十 妃 Bs=0 这 一 充 要 条 件 . 

2%37.， 当 9 为 第 三 象限 角 时 , 试 判定 两 直线 

wsingtyVi+cos0—a=0 和 w+yVIi-c0s0+b=0 
的 位 置 关 系 . 
[ 解 」 “6 为 第 三 象限 角 , … sin 0 一 0. 
x SIn O+V1itcos0O.Vi—cos0O~sin0+ VITe08? 
=8in 0+(—sin0)=0. 
故 直 线 xsgin 0+yV1l+cos0 一 a=0 和 zyV1i 一 e089+b 一 0 互相 垂直 . 
好 8.， 设 互 不 相等 的 a、B、Y 成 等 差 数 列 . 求证， 直线 


vie Bi+y(singtsiny)+te 于 (7 十 四 一 人 


和 wtg(B-7)+y(sina-sin) + 馈 亏 (a 一 7) -0 
重合 . 
[分 析 」 要 证 明 两 直线 重合 , 只 需 证 明 其 方程 的 对 应 项 系数 成 比例 , 但 


从 形式 上 和 将 , 它们 之 间 并 无 此 关系 , 故 应 从 已 知 条 件 w、B,、y7y 成 等 差 数 列 出 
发 去 考 谍 ， 


[证 ] … a、 8.y 成 等 差 数列 ，… e+y 一 26…G@, 或 6 一 7- 于 (a 一 y) 


…@. 当 培 8=0 时 ,B=jtr(peJ. 由 加 得 ac+7y=21m, 即 Q 一 216m 一 了 ， 
…. Sinat+siny=8in(2hm ~ 7y)+siny~0, 这 和 wtgB+y(sina+siny) 十 


馆子 (Y+0) =0 为 一 直线 方程 也 盾 , 故 刀 B+0…@， 当 sina+siny~0 
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时 ，S$in wa 一 Sn 一 ac 一 207 一 yp 全 ， 或 ww 一 (28 二 TDm 二 ?7 人， 显然 
@ 式 不 能 成 立 , 否则 妈 8= 0; 若 回 式 成 立 , 则 于 (a 一 7) 一 bm 十 多 ,此 时 
馆 却 (4 一 四 无 意义 , 这 和 ztg(B 一 7) +9gGina 一 sm 72) 十 始 云 (za 一 7 一 0 
为 一 直线 方程 矛盾 , 故 sina 二 siny 夫 0…@@， 由 四、 四 、 由、 回 可 得 
. 1 1 
tg(B—y) tg Cay) 4sins(a~y)cs F(at+y) 
tgb te at y) 28n 二 (+Y)cos 去 (Qa 一作) 


_ SInw 一 Siny 
sinat+Siny” 
改 所 给 的 两 直线 重合 . 
[说 明 ] 运用 两 方程 的 对 应 项 系数 成 比例 来 判断 两 直线 重合 时 , 必须 保 
证 比例 的 后 项 不 等 于 零 、 


239. 设 两 直线 zt 志 9+ysin0=1l 和 wtpgsp+ycos2p=1 


重合 ， 求 9、g 的 值 . 
[ 解 」] 显然 6 于 nm《mEJ), 否则 方程 zt 霹 9+ysin0=1 不 成 立 ，'“ 两 直 
te’p cos2p _ 1 ， D 
线 重 合 ,六 一 人 好 一 子 ， 由 此 得 方程 组 
{9 “OD 
¢03 29=sin 0...®. 


内 @ 得 sn( 卫 -29 )=sin 0, 0=2n + 29…@, 
a om 
0 = 2n0r + or ~ (3 -2 ) 一 2 十 可 十 320… 多 。 
“0¥nm, 可 士 29 天 9， 锯 代 入 ,得 


?9 一 起 ( r+F+2p )= -dg2p -S21, 
te 9 ( 5 a9 8 “9 Fig 
即 2tg“9 一 t 霹 w 十 1 一 0, 此 方程 无 实 根 ， 国 代入 @， 得 
2 
tp? w= (2 )= -te p 
WB p= (rt -29)=cte 29 5 记 5 
2ts op+te’p—1=0, (2te? pp 一 1]) (teg2 p 二 1) 一 0. 


.tg p= +Y 2, 即 phriarcte V2 CC €J), 


111 


85. 直线 系 151 


,。 0=2mz 十 本 干 2arc te ~ (m €J). 


[说 明 ] ”两 直线 aiz 十 849 十 ci 一 0 和 aoz 十 by 十 C2 二 0 重合 时 , 不 能 认为 
Qi1=42, 01 二 09, C1 一 C2， 而 应 是 a1 一 ao, b1 一 和 Ab2, C1 一 Ac2， 其 中 入 为 不 等 
于 等 的 常数 ， 

0. 在 人 48B8C 中 ,三 边 c、0、oe 为 三 内 角 4、B、C 的 对 边 ， 
且 lgsin 4 lgsin B、 lgsin 0 成 等 差 数列 ， 求 证 ， 直 线 wsin”4 
十 bsin4=c 和 2sn2P+oyasnC=c 重 合 . 

[证 ] “lgsin 4、igain BlgsinO 成 等 差 数列 , … 2lgsin Blgsin 4+ 
lgsm0O， 故 sin* B=8in A sin0, 且 sin 4、sin B、sinC 均 为 正 数 ， 

sn 4 sinA sin4 a 
Sn 号 sinAsinG sin0C 0 


故 题 仿 的 两 直线 重合 . 


$5. 直 线 系 


2 和 1 设 人 风 是 不 全 为 零 的 两 任意 常数 ,求证 ， 

( 山 42 十 Bi 上 OUD 十 了 (ds 十 Ba 十 Ca) 一 0 为 过 直线 
1 412 十 BIT 十 Ci 一 0 和 ja，4da2 二 Ba 十 03=0 交点 的 直线 方程 ; 

(2) 过 六 、B 交点 的 任 一 直线 的 方程 都 可 表示 为 
和 (4w 十 Di 十 OU 十 da 十 Day 十 Oa) 一 0 . 

[分 析 ] 《1) 欲 证 所 给 的 等 式 为 过 两 已 知 直 线 414 交点 的 直线 , 只 需 证 
明 它 是 一 次 方程 , 旦 直线 4、ja 的 交点 坐标 适合 此 方程 即 可 . 

(2) 和 窝 证 过 六 4 交点 的 任 一 直线 都 可 用 这 样 的 形式 表示 ， 可 以 先 写 出 
直线 方程 , 然后 证 明 它 确 能 化 成 这 样 的 形式 . 

[证 ] (J) 当 和 pw 中 有 一 为 零 时 , M415 十 Biy0D tw(4r+ Boy 寺 C2) 
一 0…GD 有 即 为 4w 二 Biy01 一 0 或 425+ Bwy+C0s 一 0， 结论 显然 成 江 . 
当 双关 0 时 ， 由 四 得 (4 二 42)2T (OABI 二 Da 二 AOLITPRCas 一 0 四， 
若 句 中 7x、y 的 系数 都 为 0 即 和 41= 一 jd4s, jpBs= 一 和 AB1, 则 两 式 相 采 可 
得 人.41B3 一 .43Bl， 即 41B3 一 4sB1。 这 和 直线 1、 ls 相交 推 得 的 41B3 
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壬 451 蔬 首 , 获 句 式 中 wy 的 系数 不 全 为 从, 从 而 四 式 为 一 直线 方程 
又 设 (zo， 殷 ) 是 直线 站 2 的 交点 , 则 4izo 十 BigyoTTCI 一 0，4320 十 Bao 十 Ca 
一 0， 于 是 ACAwot Biyo + O01) + i (Aarot Bajo tC2) =0. 中式 为 过 下 
线 1 、? 交点 的 直线 方程 。 

(3) 仍 设 (vo， yo) 是 直线 Ha 的 交点 ， 1 为 过 点 (zo， yo) 的 任 一 直线 . 在 
1 上任 取 异 于 (zo， yo) 的 一 点 (2 gD， 则 4 十 DIITCT 和 304 十 有 2 十 
0; 至 少 有 一 不 等 于 零 ， 且 7 的 方程 可 天 示 为 (y 一 Y0) (2zo 一 2) 一 (一 20) 
‘(yo—y1), Blyo—y)T— (vo—T)Yy+ (Koy — yo) = 0 BD. (to, Yo) 


. ,BiCa~C01B» , _ C142— Ai1Cs 4 
是 直线 1、 (2 的 交点 ， 。。 0 二 A1B,— B14A,” Yo AiB»— BiA," 代入 @, 得 


[(C143~— A102) — (A1Bs— BiA2)y1 rs — [LBiCs— C1B;) 
~ (AB2— BiA2)r1]y+ [BiCa— C1Ba)y 一 (Cd -4103)21] 一 0 
即 [AsCBig 01) ~ Ai(Boyit+ C2) Jr+ LB Air + 01) 
一 Bi(4scl 十 CO2) Jyt+ Oa Aimi rt Big) — C1(Aori + By)] =0, 
亦 有 即 [As( Aiw1T Biyi+01) — Ai(Asri t+ Bay1t+ C2) J 
十 LB2:(43xzi 十 Di 二 CD — Bi(A2r1 +t Boyt + 02) Jy 
十 Ca 十 BITTCD 一 Cd 十 Do 十 CO) 一 (4 


化 简 得 
— (dt1+ Boyt tC) 42 十 DIV 二 CT) 


十 (4ixi 十 Bi 十 CID (47 十 DB2 十 CD) =0..…@. 
取 和 二 一 《A291 十 Bo 十 09), 二 4A101 十 Bi9y1 十 C1 则 入 bw 不 全 为 零 ， 于 是 
过 沙 如 交点 的 任 一 直线 1 的 方程 都 可 表示 为 
MA1w+ By+OD) FH (dt Boyti09) =0. 


242. 求 过 两 直线 22 一 3y 一 1、3%2 十 2y =2 的 交点 ， 且 平行 于 
直线 y 十 3% 一 0 的 直线 方程 . 

[ 解 ] 设 所 求 直线 方程 为 2 一 3 一 1+X(32+2y 一 2) 一 0, 即 (2+3)a 
二 (2X 一 3)y1 一 2 一 0.…@，*。 此 直线 和 直线 y+35 一 0 平行 ,一 可 
一 一 3, 由 此 求 得 一 -于 ， 代 入 @, 即 得 所 求 的 方程 9z 十 13g 一 25 一 0 


[说 明 ] 要求 过 两 直线 交点 的 某 一 直线 方程 ,可 先 写 出 过 该 交点 的 直线 
系 方程, 再 根据 其 它 条 件 确定 常数 和 


| 
人 
a “Wi 
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243. 求 过 两 直线 34 一 2y+5=0 和 52 十 约 一 3=0 的 交点 , 且 
过 定点 了 (1, 3) 的 直线 方程 . 

[ 解 ] 经 过 两 直线 交点 的 直线 系 方 程 为 3 一 2y 十 5 十 X(5x+45 一 3) 一 0. 
… 所 求 直线 过 Pl, 3)， .3 一 6+5+ 和 (5+12 一 3) 一 0, 解 得 和 一 - 亏 . 
故 所 求 直 线 方程 为 82 一 9y 十 19=0， 

2 狂 ， 已 知 一 直线 通过 (一 2, 2)， 且 与 两 轴 构 成 单位 面积 的 三 
角形 . 求 此 直线 的 方程 , 

[分 析 ] 所 求 直线 过 一 已 知 点 , 如 能 求 得 其 斜率 即 能 确定 其 方程 ， 而 负 
率 一 定时 ， 此 直线 与 两 坐标 轴 所 构成 的 直角 三 角形 的 两 直角 边 的 长 度 随 
之 而 定 ， 从 而 面积 也 被 确定 , 故 可 根据 此 直角 三 角形 的 面积 求 出 所 求 直线 


的 斜率 . 
[ 解 ] 过 (一 2，2) 的 直线 系 方程 为 y 一 2=k(lz 十 2)， 它 与 z 轴 、y 轴 交 


点 为 ( -全 0) 与 (0， 285 十 29， 由 已 知 ， 3( -学 一 )GCx+9| -1 


即 282 十 各 十 2 一 | 在 .。 当 友 >0 时 , 方程 282 十 38 二 23=0 无 实数 解 : 当 有 <0 
时 , 由 方程 2 好 十 灰 十 3 一 0 解 得 X= 一 2 或 一 - 王 ， 故 所 求 直线 方程 为 
2 十 十 3 一 0 和 2 二 23 一 2 一 0. 

[说 明 ] 车 过 点 (一 2，2) 的 直线 与 两 轴 构 成 面积 为 8 的 三 角形 ， 则 
212 十 4 十 2 一 | .8， 当 天 >0 时 ,212 上 (4 一 S)8T3=0. 4=(4—8)?-16 
>0， 当 8 时 ,有 一 解 ; 当 8>8 时 ,大 有 两 解 ; 当 8<8 时 ,4<0, 无 解 . 
当 8<0 时 ，212 十 (4TS)5+3=0, 4 二 (4+5)? 一 16>0,% 总 有 两 解 ， 故 
若 构成 的 三 角形 面积 S88, 则 所 求 直 线 有 三 条 ; 车 8>8, 则 所 求 直线 有 四 
条 ; 若 8<8, 则 所 求 直线 只 有 两 条 . 


245. 过 直线 zw 一 2y 一 3 二 0 和 2z 一 3y 一 2=0 的 交点 作 一 直 
线 , 使 它 与 两 坐标 轴 相 交 所 成 三 角形 的 面积 为 5 平方 单位 。 求 
此 直线 方程 ， 


[分 析 ] ”所 求 的 直线 过 两 已 知 直线 的 交点 , 故 可 利用 过 两 直线 交点 的 直 
线 系 方程 ， 方 程 中 的 参量 一 定时 , 题 中 所 述 的 直角 三 角形 的 两 直角 边 长 及 
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面积 也 随 之 而 定 ， 由 此 可 决定 参数 , 
[ 解 ] 臣 所 求 直线 为 (Xx 一 2y 一 3) 十 和 (2% 一 8y 一 2 一 0…@H， 即 (十 2X)z 


- (2+3N)g=3+2%。 它 在 z 轴 、y 轴 上 玲 距 分 别 为 了 5、 一 本 有。 


3 十 2 叶 约 儿 |- 24T3X 十 9 一 土 (6012-H70X 二 20)， 
由 题 意 ,二 + ( 5 =5, 即 2+12X+9 一 土 (60X2 十 ) 


得 56X? 二 58 入 -+11 一 0.……@ 与 641282 十 29=0( 无 实数 解 )， 由 加 得 


-mn -类 ， 1 一 -过 分 别 代入 @， 即 得 所 求 直 线 方程 


837—5y420=0, 2 一 5 一 10 一 0 
246. 求 垂直 于 3z 一 秘 =7， 且 适合 下 列 条 件 的 直线 方程 ， 
(了) 与 两 轴 构 成 的 三 角形 周 长 为 10 单位 长 度 ; (2) 与 原点 的 距 
离 为 4 单位 长 度 ; (3) 被 两 轴 截 得 的 线段 的 中 点 为 (83, 4). 


[分 析 ] (1) 中 所 求 直 线 垂直 于 已 知 直线 ， 故 它 一 定 可 表示 为 如 十 3y 
=w 的 形式 , 其 中 参数 mw 的 值 可 利用 与 两 轴 构 成 的 三 角形 周 长 为 10 的 条 
件 确定 ，(2)、(3) 同 理 可 解 

[ 解 ] (DD) 与 55~4y=7 垂直 的 喜 线 系 方程 为 40 十 3y =m, 它 与 了 轴 、 4 


轴 的 交点 分 别 为 ( 条 ，0) 和 ( 0, 加 )，… 所 求 直线 与 两 灿 构 成 的 三 角形 于 


/TY RY dn) 0 pg 5 lm 
长 为 9， (他 ) + 等) + 加 + 人 10， 即 + 
二 -加 一 10，:… jm| 一 10, m= 土 10， 故 所 求 直 线 的 方程 为 

| dz 二 3y 土 10 二 0 

(2)… 直线 4r 填 3y~m 与 原点 的 距离 : J 4 加 一 士 20. 故 
所 求 直线 的 方程 为 4 二 ay 士 20=0， 

m ?1 2 np , 

C3) 两 点 (至 , 0)、 (0, 健 ) 的 中 点 为 ( 罕 , 名) 4 得 
一 24， 获 所 求 直 线 的 方程 为 42 十 3y 一 24. 


7， 求 过 点 卫 (a cosgp, 5 sing), 且 与 直线 全 cosg ++ 攻 sing 
~1 垂直 的 直线 方程 


由 县 和 利 区 + 
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[分 析 ] 先 写 出 与 已 知 直线 垂直 的 直线 系 方程 ， 然 后 利用 过 点 卫 的 条 
件 确定 该 直线 ， 

[ 解 ] 设 与 直线 二 cos9 十 车 sinp 一 1 垂直 的 直线 系 方程 为 二 sin 9 
cosgp =A. “过 点 Placosgp, bsing),， ,入 = ee sin pcosp。 故 所 求 
直线 方程 为 arsin pg 一 bycosgp = 二 (qa 一)8sin pcosDp， 如果 Pn 6 和)， 


又 可 化 为 -一 -一 9 一 2 


cosp Sino 

248、 求 过 点 Plasecg, 8 把 仙 ， 且 与 直线 一 一 乞 simp 一 cosg 
三 直 的 直线 方程 . 

[ 解 ] 设 与 直线 二- 着 snw=oosy 垂直 的 直线 系 方程 为 azsing 十 到 
一 和 A， 过 点 P(gasecg, 0tg)，.,. 和 = (2 十 09) 碟 9。 故 所 求 直 线 方程 为 
azsing+by= (a + 6)tg wp, | 

249. 求 过 点 PCat?, 2at), 且 与 直线 4% 一 妨 十 at?=0 垂直 的 直 
线 方 程 . : 

[ 解 ] 设 与 直线 4 志 十 o#2 一 0 垂直 的 直线 系 方程 为 wy 和 《A 为 任 
意 常数 )、',“ 所 求 直 线 过 点 Plat?, 242),，., 入 = 一 a 绍 十 2a. 卜 所 求 直线 广 
程 为 好 十 y 一 ai 十 at 

200. 过 直线 2 十 g 十 8 一 0 和 w+y+3= 0 的 交点 作 一 条 直 
线 ， 使 它 夹 在 两 直线 2 一 9 一 5=0 和 w 一 y 一 2=0 之 间 的 线段 长 
等 于 3。 求 此 直线 的 方程 . 

[分 析 一 ] 所 求 直线 过 两 已 知 直线 的 交点 , 故 可 求 出 交点 后 用 直线 的 点 
斜 式 解 之 ， 再 由 题 设 条 件 求 出 其 斜率 即 得 解 . 


2z-+2% 十 8=0 、. 
[ 解 一 ] 解 | 。 30 得 交点 (一 5, 2)， 设 过 交点 的 直线 系 方程 为 


—2=% 5 
02~hlatD 或 o= -5. 从 | 和 交点 (St, e+) 


| 和 2=k(w+5), 


5 二 4 7k+9 
sy_ 2 得 交点 (< 十 ) 由 忆 知 


1—k’ 1 
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V(x) +( I ) 一 
解 得 j-0. 又 从 {5_o 可 ”a0 分 别 得 交点 (~5, 一 10) 


和 (一 6， 一 7)。 "MV (一 5 二 5)2 二 (-7 十 10) 一 3 故 所 求 的 直线 为 
Yy 一 2 一 0 或 Z= 一 5. 
[分 析 二 ] 因 所 求 的 直线 过 两 已 知 直线 的 交点 , 故 也 可 考虑 用 直线 的 人 参 
数 式 解 之 ， 


[ 解 二 ] 解 1 


T—Yy—2=0 


2XZ 十 9 十 8 一 0 、 
sw 二 3 一 0， 得 交点 (一 5, 2)， 设 所 求 直线 方程 为 


(t 为 参数 )… 仙 . 


以 @@ 式 代入 方程 (ry 一 申 (%-y 一 2) = 二 0， 并 整理 成 1 的 二 次 方程 
(cosa—gina)2”2 一 21(cosa 一 8ina)t 十 108=0， 由 于 所 求 套 线 和 直线 
zy-5=0，% 一 y 一 2 一 0 都 相交 ， 故 上 述 方程 有 两 解 太 、t2， 且 机 十 刀 == 
2] z 108 ， 
Cosa—sino’ hr Toosa na 又 从 已 知 条 件 ， 得 ( 刀 一 她 ) 一 9， 
212 108 
即 (cos a— Sina)’ -4 Co ma 


化 简 得 sin 24=0。'… a€ [0, mw), .a=0 或 a 一 志 ， 故 所 求 的 直线 方程 


人 
4 一 4 十 Sin C 


Tr Dt re —5 
一 2=0 5 一 0 
为 { 或 { ats By 或 “二 四 


[说 明 ] (1) 在 利用 直线 的 点 斜 式 求 直 线 方 程 时 ，, 要 注音 斜率 不 存在 的 
情况 ， 如 本 题 中 的 x 十 5=0 就 是 一 例 ， 

(2) 利用 直线 的 参数 式 时 , 不 必 考 虑 直线 的 斜率 是 否 存在 .事实 上 , 任 
何 一 条 直线 方程 都 可 用 参数 式 表示 。 问题 中 如 牵涉 到 共 线 的 点 的 距离 时 ， 
用 区 线 的 参数 式 往 往 比 较 方便 , 


251. 一 直线 经 过 扩 (1， 2)， 了 且 被 两 平行 直线 4z 十 3y 十 1=0 
和 4z 十 3% 十 6 一 0 截 得 的 线段 长 为 V 2 , 求 这 直线 的 方程 
[ 解 一 ] 设 所 求 直 线 的 方程 为 y 一 2=k(% 一 1), 分 别 与 两 已 知 直线 方程 


人 - 委 
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Ee 


联 立 ， 求 出 它 与 两 平行 线 的 交点 4、 B 的 坐标 为 (总 了 ， 己 他 匡 8 ) 和 


3k—12 8-10% 5 
(汪汪 ， 于 下 而 |4B| 一 V(ra) + 二) ~ -VY2, 即 
一 一 V3 整理 得 (74+1) 一 7) =0. 解 得 5 一 一 亏 或 ?， 故 所 
求 直 线 的 方程 为 Zz 二 7y 一 15 二 0 或 75 一 y 一 5 二 0. 


X=1|+ticos0 


[ 解 二 ] 设 所 求 直线 的 倾角 为 9, 方程 为 {，_3 ,cin 9 代入 两 已 知 直 


—11 -16 | 
线 方程 ， 分 询 求 出 轴 40080T38n0’ i X00+35ng. “* |i) 


~V23, .. V2|4c80+3sin0| =5, V3|4+3tg0| =5]sec9|， 两 边 平 
方 ,得 2(16-+-24tg0+9tg?0) = 二 25(1+t 志 ? 失 , 7 tpg20 一 48 霹 0 一 7=0, 解 得 


霹 0 一 一 六 或 7. 故 所 求 直线 的 方程 为 z+7y-15=0 或 75-y 一 50. 


252. 某 直线 在 两 已 知 直 线 84 一 多 一 6， 如 十 y 十 6 一 0 之 间 的 
线段 的 中 点 , 适 为 坐标 原点 ， 求 这 直线 的 方程 . 


[分 析 ] 部 认 扣 个 二 线 方 各 只 茵 求 该 直线 的 候 角 ,利用 直线 参数 方 
程 中 tt 的 几何 意义 即 可 得 解 . 
T=10C08 0 


[ 解 ] 设 过 原点 的 直线 参数 方程 为 |，”，， “(为 参数 ,a 为 倾角 ). 代 


y=t81n 
入 两 已 知 直 线 的 方程 ,得 [C3cosa 一 58ina)t 一 6][(4cosa-tsina)t+6]=0. 
“原点 平分 在 此 两 直线 间 的 线段 ，.…. 方程 的 两 根 要、 为 应 满足 妇 十 加 一 0， 
BN] 6(3cosa— Ssina)—~— 6 ~ set en = 0， 化 售 得 cosa 十 68ina = 0, 


cogaw 关 0，… tw=- -去 改过 一 一 豆 , 即 5 十 6 一 0， 此 邯 所 求 直线 的 
方程 ， 

253. 已 知 A4BO 的 三 边 的 方程 为 
AB. 2 一 9 一 3=0，BO，2z 十 9 十 4= 0， 
04. 2% 十 By 一 10=0, 不 通过 三 顶点 的 从 
标 , 试 求 4B 边 上 的 中 线 OU 的 方程 
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[分 析 ] 4B 边 上 的 中 线 ， 即 与 边 48 平行 的 直线 系 被 边 BC、C4 所 截 
得 的 线段 的 中 点 的 轨迹 . 

[ 解 ] 与 4B 边 平行 的 直线 系 为 % 一 y 一 和 …D KM 为 参数 ); 边 BC、04 的 
方程 为 (22+y+4) (2z+5y 一 10) 二 0… 加 ，@ 代入 四 得 (47 十 Z 一 人 十 出 
“(27+57~5A—10) =0, T 21¢2— (22%+2)z+ 人 一 人 (5 十 10) = 0.……@®. 
… 直线 系 (D 写 边 BO、04 的 两 交点 的 、@s 的 横 坐 标 ?1、zs 是 方程 @ 的 


根 ， 而 810 的 中 点 卫 的 机 坐标 为 5 一 地 (4 十 22) 一 一 5 了 一 …@, 从 @、 


由 消去 必 即 得 中 线 CM 的 方程 10z 填 lly 一 1=0. 


$ 6， 用 二 次 或 高 次 方程 表示 的 直线 


254. 证明， 若 B? 一 440 宇 0， 则 方程 4o3- Ba 二 Owa=0 表 
示 过 原 扩 的 两 条 直线 . 

[分 析 ] 根据 曲线 和 方程 的 关系 , 只 需 证 明 所 给 出 的 方程 的 左 端 能 分 解 
成 两 个 实 系 数 一 次 齐 次 式 的 乘积 即 可 . 
[证 j 当 C=0 时 ，42 TBzyTCy 一 42 十 By 一 2(4ZT By)， 故 方程 
42 二 Bao 十 Co 一 0 可 表示 两 直线 ， X=0 和 4z 二 By=0， 显然 这 两 条 
直线 均 过 原点 ， 当 C0 和 0 时 ， 因 为 妃 一 440>0， 故 402 十 Brzy 十 Co02 一 
0 一 biz) (y 一 Kaz); 而 右 、 为 方程 082- 上 +BNp 二 4 一 0 的 两 实 根 ， 这 样 ， 
方程 4i 十 Boy 二 COY 一 0 也 可 表示 为 两 直线 y 一 bx 一 0 和 YY 一 hr 一 0， 显 
然 , 这 两 条 直线 也 均 过 原点 ， 册 此 可 见 ， 当 B?~440>0 时 ， 方 程 4z? 十 
Boy+Cy?=0 总 可 表示 两 条 过 原点 的 直线 ， 
255. 方程 42?+.Bry Oy 一 0 表示 不 相 重 合 的 两 直线 妇 、 刀 ， 
求 ，(1) 直线 三 夹 角 的 两 条 角 平 分 线 的 方程 ，(2) 直线、 
夹 角 的 正切 . 
[分 析 一 ] ”因为 两 直线 夹 角 的 平分 线 方程 及 其 正切 都 可 用 这 两 直线 方 
程 中 的 系数 表示 , 所 以 可 先 将 所 给 方程 的 左 端 写成 两 个 一 次 式 的 乘积 ， 然 
后 通过 求 它们 系数 之 间 的 关系 而 解 之 

[ 解 一 ] (DD) 妈 方 程 4z 十 BzyTCy = 一 0 所 表示 的 两 直线 站 ls 的 方程 
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分 别 为 mY 十 1y 二 0 和 qx 十 py 二 0， 则 AT +BrytOy = mr+ ny) (qr+pYy). 


A=mg 
| 而 所 求 的 角 平分 线 方程 为 < 全 ~ 
C 一 72] 


2 即 (02 十 (gz 二 2)3 一 (2 二 DOmz 二 ng)3 化 简 可 得 


(ng — mp et 2 pg Cm + nn) — mn (git pp) Ivy 
+ (mp ~ gn) =0, 

亦 即 (ng 一 mp)[L《ng 二 wp) 十 240p 一 m9)zy 一 (nq 二 mp)yj] 二 0。 因 方程 
42- 十 DBxzy 十 00 一 0 表示 两 不 相 重 合 的 直线 , 所 以 i 

Bi~4A0=(mpt+ng)’— dmngp= (mp—ng) >0, ., mp~ngQ*0, 
故 (ng+mp)r +2 np— mq)ry ~ (ngt+mp)y =0. 
以 人 代入 , 即 可 得 所 求 的 表示 两 角 平分 线 的 方程 为 

Be?+20— A)ry — By?=0. : 

(2) 仍 如 亿 中 所 设 ，42 十 Bzy 了 Cy?==0 表示 的 两 直线 的 方程 为 mz 十 
ny 一 0 和 gz 十 Py 二 0。 当 且 仅 当 mq 十 %p=0 时 , 即 4+0=0 时 ， 两 直线 垂 
直 , 此 时 夹 角 的 正切 不 存在 ; 当 m9 十 mp 大 0 时 ， 设 两 直线 的 夹 角 为 则 

tg? 9=(-2p 一 0 2 (mp+ng)’~—4dmgnp _ Br—440 


mq+ np (mg + np)” (4 二 0 
3 4 间 a VB?— 4AC 
显然 B2-440>0, ..tg9 to 


[分 析 二 ] 欲求 两 直线 4z 十 Bzoy 二 Coy 一 0 的 夹 角 平分 线 方程 ,可 先 将 
4Aw + Bay 二 Cy? 二 0 化 为 两 个 一 次 方程 , 再 行 推 求 ， 当 C 竹 0 时 ， 可 以 利用 
两 直线 的 斜率 加 、ha 是 方程 07? 十 BE 十 4=0 的 根 , 进行 推 求 . 当 C=0 时 ， 
… 4>0，… 8 站 0， 从 而 可 知 两 直线 为 X=0, 4x 十 By=0。 由 此 可 求 得 
夹 角 平分 线 的 方程 . 

[ 解 二 ] 当 C=0 时 ，… 4=B3-440>0， .…“. 8 和 直 0, 可 将 原 方程 化 为 
zkt4z 十 By) 一 0 两 直线 方程 为 2=0，4z+By=0; 其 夹 角 平分 线 方 


AT+B Ax-+- By \? , 
为 ln VR (Rs) 0 B24 By~0. 


“0=0, .. Be+2(0—A)my ~ By?=0， 当 O00 时 , “4 一 B440>0, 
Az?++Bzy 十 Oy? 二 0(y 一 Kv) (y 一 Bam) 二 0，ho1、 ks 是 方程 OF? 十 BE 十 A=0 
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的 两 实 根 ，… 妨 +No 一 一 二 … 轩 ，j 和 一 伍 … 因 ， 两 直线 夹 角 平分 线 方程 为 
y-- Kr Y — Rox 一 Ai ANY3 4 一 /oa0 ” 
VV 1+kt 一 十 Vl1+k2’ 印 (= 后 ) ( 泊 济 ) 0, 
(1+k2) (vy? — 2hiry + Em?) — (1 EY) (y? — Qhomy + kr?) =0, 
(Ki— EK2) 2 — 2Lh — Rot kta Cho— Ki) ry — (Ki— kd)y =0, 
“~ 4d>0, ,KF ka, .CK1+ Ro) 2f1 ~ Blo ry— KF RNY =0. BD. 
@ 代入 得 Bxz“ 十 2(C- 4)zwy 一 了 92 一 0. 

[说 了 明 ] 从 本 题 结论 可 得 两 直线 4%? 十 Bzy+0y?==0 互相 垂直 的 充 要 
条 件 为 4+0C=0,， 它们 的 角 平 分 线 方 程 为 Bx?-+2(0 一 4)2xy 一 By? 一 0， 这 
两 结 采 ,在 解 题 中 有 不 少 应 用 . 

256.、 求 两 直线 223 一 5wy -Fy =0 所 夹 的 角 0. 

[ 解 ] 利用 上 题 结 论 ，… 所 给 方程 中 人 和 人 急 的 系数 之 和 2+l1 尖 0， 

. V5—4x2xl1 ,V1i7 
Tt 
故 9=arct 志 va 或 “arotg 7 

[说 明 ] 因为 两 直线 的 夹 角 一 般 总 是 指正 角 , 所 以 对 于 tg9~ - YI， 
不 取 b= 一 arc te a ， 而 取 w-arcte YH ， 

257， 设 直线 w 十 my 十 % 一 0(n 浆 0) 与 二 次 曲线 Aw’ 十 Boy 
Oy Dz+ By 十 了 =0 交 于 P、Q 两 点 ,求证 P、Q 与 原点 O 的 
连 线 方程 为 


A + Boy + Cy? (Dw Ey) (- ty ) 


十 页 (- 2 ) 一 0.(xr)， 


[分 析 ] 和 欲 得 本 题 结论 , 只 需 证 明 直 线 OP、08 上 的 点 的 坐标 都 满足 方 
程 (*), 而 方程 (*) 的 左 端 又 一 定 能 分 解 成 两 个 一 次 因 式 , 再 说 明 这 两 个 一 
次 因 式 等 于 零 所 得 的 方程 就 是 OP、OQ 的 方程 即 可 . 

[证 」 设 点 了 的 坐标 为 《z1 ya 则 zz 十 mi 十 9 一 0, 即 
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_ vit my __ 1 个， 
一 一 1...0); 


Ari+ Briyt+COy+ Dr t Egy+ =0...®. 
又 直线 OP 上 的 点 均 可 表示 为 (izi, ty1y)， 其 中 1 为 任意 实数 ，…“ 当 Z> 
tX1 Yy 一 ty1 时 , 方程 (*#) 的 左 端 : 
Ax’+ Bryt+Cy?+ (Dr+ Ey) (~ 人 tm)+F(- ty) 


= [A+ Briyi + Oyi+ (Dri Eyi) ( 一 ty 


2 
+ (- -2 |= PC4zi+BmgytrCW+TDat 二 Bi 下 一 0 


.… 直线 OP 上 的 点 都 在 方程 (6*) 所 表示 的 复线 上 。 同 理 可 证 ， 直 线 08 上 
的 点 也 者 在 方程 (*) 所 表示 的 曲线 上. 

义 设 直线 OP、08 的 方程 分 别 为 glx 十 biy=0 和 a2x 十 bwy==0, 则 由 上 证 
有 明 可 知 方程 以 ) 的 左 端 必 有 因 式 ait 十 b1y 和 azz 十 5wy， 由 于 方程 (4) 的 左 
端 为 二 次 式 ， 根 据 多 项 式 因 式 分 解 的 唯一 性 ， 方 程 (4) 必 与 a1w 十 b1y =0、 
ca2X 十 D2% 一 4 两 方程 同 解 , … P、@@ 与 原点 0 的 连 线 方程 即 为 方程 (*). 

[说 阴 」 (1) 本 题 结论 即 提要 (3.120), 在 研究 二 次 曲线 有 关 性 质 时 有 
广泛 应 用 .。 (2) 事实 上 ,本题 在 证 明了 曲线 (1) 过 原点 与 原点 外 两 点 P、@ 
以 后 , 因 (*) 为 二 元 二 次 齐 次 方程 , 即 可 判定 (*) 表 示 OP、09 两 直线 . 

258， 求 证，(1) 两 直线 六 (Cos a 十 V8 sin c)ocos 0 一 wy (sin 20 
—\ 3 cos 2a) 十 za(sin w 一 W 8cos oain a 
=0 所 严 的 锐角 为 60; (2 由 上 述 两 直 
线 与 直线 (cos a 一 3sin oy 一 (sin ac 十 
3cosa)z 十 a=0 组 成 的 三 角形 为 正三 
角形 , 面积 为 V3 3 13 (90°<a<180°). 


[分 析 ] 三 人 人 二 人 区 求 出 每 一 条 直线 的 倾 
角 , 再 证 明 它 们 的 差 为 60”, 

[证 ] (1) 方程 六 (cosa+V 3sina)cosa— xy(sin 2x 一 W 3cos 2a) 十 
w? (sing— MV 30c0sa)sina=0, BD ycosta— 60°)cosa—wy sin(2a ~ 60°)+ 
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2 8inkaw 一 60")sinaw 一 0。 分 解 得 
[ycosa—wsina] [yeos(a—60°) —Zsin(a ~— 60°)]=0. 
改 两 直线 为 ycosa 一 xsina=0 和 ycos(a 一 60°) 一 zsin(a 一 60”) 二 0. 
.“ 它们 的 倾角 分 别 为 a 和 a 一 60*，.. 两 直线 所 夹 的 锐角 为 60"。 
(2) 题 设 中 的 三 角形 的 一 边 在 直线 
(cosa—\ 3sgin ay 一 (sin wx 十 V 3cos a)Z 十 ug 一 0 

上 , 即 z ecos(x 一 30") 二 ysin(a- 30?) -可 一 0 而 这 边 上 的 高 过 原点 ， 故 
其 方程 即 为 y cos(a 一 30°) 一 xsin(a 一 30°) 一 0。 其 倾角 为 a 一 30 ,正好 是 
前 两 直线 的 夹 角 平分 线 ， 根 据 等 腰 三 角形 判定 定理 ， 三 直线 围 成 顶 角 为 


|a| 


60° 的 等 腰 三 角形 必 为 正三 角形 .此 正三 角形 的 高 为 上 |, 底 边 为 ~， 


259， 求 点 P(c, 从 到 两 直线 4os+Boy 二 Co%=-0 的 距离 的 
乘积 . 


[ 解 ] 设 方程 4x?+ Bzy 十 0C%=0 所 表示 的 两 直线 的 方程 为 十 my 二 0 
和 pxz 了 +ogy=0 则 4z2+Bry 二 Oo0g3= (lz 十 mY) (pz 十 9y)， 由 此 可 得 


点 PCa, b) 到 两 直线 4x?+ Boy 十 0%2=0 的 距离 乘积 为 


llatmb| lpet+agbl lipa? + Qq+70p)ab + mab’ | 
VBtm V p+ V (rm) (2 十 99) 


|2pa? + Gg+mp)ab+ mab’| 
V (Pp—mq)’+ Cg+mp)” ' 


2+ Bab Ob? 
以 @D 式 代入 , 即 得 所 求 距离 的 乘积 为 1 


960、 求 两 直线 Aw?+2Hoy 十 By?0 和 直线 I 二 my 十 nn 一 0 
@#0) 所 交 成 的 三 角形 面积 . 
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[ 解 ] 设 两 直线 4X?--282ry 寺 By 二 0. 中 和 直线 性 十 Wy 十 h= 二 0:…@ 
的 交点 为 P(e1, 妇 ) 和 Q(zz,yy). 当 加 天 0 时 ,由 回 可 得 y= 一 一 -一 …@， 


l 
故 纺 一 2 V3 = tn 


I ”mn 
] 2 hh 1 1 
wo。 所 求 的 三 角形 面积 epoe 一 豆 Za Ya 1 一 于 | ob 一 oj 
0 0 1 
1] coCiZi 十 2》 villrz+t+n) | 
2 9 ?312 
1» 


@ 代 入 QW 并 整理 得 (hm?--2Hml+BIDz?-2n(Hm -BDz+Bm=0， 
21\zZ3 即 为 此 方程 的 两 根 . 
2n(Hm — Bl) jpop Bn’ 
Am—_2Bm+BB: “ ? Am’—2HmtBe: 
4mn(H?— AB) 
(Am’—2Hm! + BP)?" 


ZX 1 十 oa 一 
故 (23 一 217 一 (21 十 02) 一 4twa 一 


[22— 1| = 2|mn|V H3—AB 
“ Am —238m + BT 


2^/ 万 3 一 AB 
代入 @, 得 8 一 0 玫 [iT 加， 当 m 一 0 时 , 则 1++0, 由 @ 


得 z 一 一下 …@， 故 四 = 和 一 -全 ， 此 时 Seroo= 到 | 对 一 的 |…@， 


以 图 代入 @, 并 整理 得 BEy? 一 2Hmy 寺 4% 一 0, 则 1、ys 为 其 两 根 ， 


2Hn 2 
。 YiTy2 By V1 go 一 万)5 


~ |yi— ga = nV EH -AB v 已 一 45 
IE 
代入 @, 得 Saroa= 也 p<， 此 式 即 为 @ 式 中 加 一 0 时 的 情形 , 故 


ey nV Hi— AB 
所 求 的 三 角形 面积 为 TA mt BT 
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261. 求证 两 直线 (43 一 3B3)xz3- 上 84Pzoy 二 (B3 一 343)%3 一 0 
与 直线 4w 十 By 十 0O=0 组 成 的 三 角形 是 正三 角形 ， 其 面积 为 
S 一 _V30 (C=0) 

3CA3 + B3) : 

[分 析 一 ] 求 出 两 直线 (42 一 3B02 -+84Bzby 十 (B2 一 34) 久 = 一 0 与 直线 
4z 二 By 十 0O=0 的 交点 ,根据 距离 公式 和 面积 公式 证 明 . 

[证 一 ] 〈42--359xz2+84Bxzoy 十 (8 一 342 轨 =0 可 以 分 解 成 两 个 一 
次 式 乘 积 

[(4-wW3Bz(BETW34) 们 [CTV3D)z 
+(B~-V3A)y=0. 


(A—- V3B7r+(B+V 3A4)y=0 

解 方 程 组 {st By 4 0-0 …(D 
(A+V3BrI+(B-V3A)y=0 

和 i 0 “@, 
_ 一 BO-V340 “BO-V340 

但 /C+ BD) \/ 3 (42+.B?) 
AC—\M 3BC —A0—V3BC 


J VBE \Y VBE 
二 -0O(B+TW34) 0C(4—-V38) 
，. 三 角形 三 顶点 坐标 为 0(0, 0)、P( 于 CY 
0 (CR 于 3 二 -OA+V 3B) ) 

V3(CA24BY)  V3(042TD2 / 


/50504424B2 _ 210| 
I0PI= 5ATBY)? V3(43+BY) ， 
/C4A244B) _ 2I0| 
loQl = ein VAtBY 
403A 407C A + BT) 
P91 = BT TB + BC rE A 


2Ic| 
V3(4A3+B) * 
IOPI=1091=1P@| … 人 0PQ 是 正三 角形 。 


8 6， 用 二 次 或 高 次 方程 表示 的 直线 165 


V3 403 V30? 
DT 


[分 析 二 ] 设 两 直线 与 第 三 直线 的 交点 为 P、8， 要 证 A0P9 为 正三 角 
9 必须 证 <P09= 宁 , 且 10P| 一 108|， 先 从 求 OP、0 的 倾角 入手, 再 


用 第 三 直线 的 极 坐 标 方程 代入 求 10P|、1081, 即 可 得 证 . 

[证 二 ] (42 一 352)03 十 84Boy 十 (B2 一 342)02 一 [(4 — V3 Br+ 
(B+wV34) 雪 [(4+V3B)z+(B-V34) 几 =0、 如 4:#0, 则 两 直线 
方程 为 (4--V3Bz+(B+V3Ay=0 和 (4+V3B2+(B-V3A)y 
加 _V3B-A,_ _ ano 4+V3B ， 

0, i yy BIVBA Zte(a~30°) 和 y= TAB 方 “ 

ZX 霹 (ax 十 30")， 其 中 tg 一 .。 此 两 直线 的 极 坐 标 方 程 为 6=a30° 


和 0 一 a 十 830 "，., 人 POQ=60*， 和 家 线 4x 十 By+0~0 的 极 坐 标 方程 为 
CGC 
PT B00 a) ’ 
0 
orl ~l00l ~ BETES 
故 AOP9 是 正三 角形 。 面 积 为 


1 . ano V0? ， 
如 4=0， 则 82 关 0， 两 直线 方程 为 -3B2x?+ By?=0， 即 y= 和 3% 
= 一 MM 3z， 它 们 的 夹 角 为 60"， 此 时 直线 4zTBy+OC=0 即 为 与 z 轴 


平行 的 直线 By 一 一 C， 因 此 AOPQ 是 正三 角形 ; 面积 为 8S= 55 包 ， 即 


302 
4=0 时 各 5 二 By 的 值 


262. 设 直线 cz 十 21pcvy 十 213=0 
与 十 my 一 1(1m 和 0) 组 成 的 三 角形 
的 算 心 为 匡 (w', y)。. 求证 

a+o 
mm — 2Wm on" 


[分 析 ] 由 于 结论 涉及 已 知 直线 组 成 的 三 角形 垂 心 坐标 和 直线 方程 的 


ix+tmy=) 


m 
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系数 之 间 的 关系 , 故 可 考虑 从 求 垂 心 坐 标 出 发 去 证 明 . 
[证 ] 设 方程 wz2 十 2joy 十 3 一 0 所 表示 的 两 条 直线 与 直线 zz-+mb=] 
的 交点 为 P、8， 并 设 OP、098 的 方程 分 别 为 pz 十 9y 二 0 和 ?rz 十 sy 一 0， 则 
a=pr 
4aX2 十 2520 十 Do 一 (00 十 9 ) (rs+ sy), am- 203 十 0 有， 义工 人 
已 一 4d8 
边 上 的 高 所 在 的 直线 方程 为 mx 一 y= 一 0, 令 OP 边 上 的 高 所 在 的 直线 方程 


mre—iy=0 
为 gz 一 py+t 一 0, 则 重心 吾 的 坐标 (wy) 适 合 方程 组 ] 
qr — py+t=0, 


x lt y’ mt 上 TT 4 m7: 又 “ 直线 Ix 十 


-mp Wmp: : mm 好 一 
! mm 一 
m=1, qz ~pyI 了 t= 二 0 和 ?2 十 SY 二 0 共 点 于 人 d 一 六 
3 b 


(gqs+p7) 一 tl 一 %7) 一 0。 显然 8 一 7 只 0， 否则 直线 P8 和 06@ 不 相 
交 , 故 t= - 4 一 2 代入 回 式 , 得 


ls— mr 


f 


rT yy PD? + qs nr 十 ds 
i i pr 
l mm (mp—lg) (MY 一 5) prm— (ps+qr) n+qsl 


、 得 人 
以 式 代入 , 即 得 ) mm am’—2nm-+ o> 


263、 设 方程 ao?+2hoy 5y* 十 2gw+2fy+0 一 0 表示 两 条 平行 


直线 .求证 ; 加 一 ab,5g” 一 of 且 两 平行 线 距 次 为 3V 5 和 


[ 解 ] 设 az?+2hxy 十 by? 十 2gz+2fy+c=0 表示 的 两 条 平行 直线 为 
1 二 my+n 二 0 和 冯 十 mg 十 2 一 小 则 
(r+my tn) r+my tp) a + hry+ by 于 297 十 219 十 2. 
根据 多 项 式 异 等 条 件 ， 得 了 =a…@@，21m 一 2h…@,， m==b…@@，ip 革 1) 
一 20… 图 , mn+p) =2f.®, np=0%@,. =m =ab, 
, pt (p+ af?, 


bg?= mm? 
两 平行 线 距 离 
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4g 
—7 V +R) dpm VY 入 -4 oo 192 一 ac 
Q 一 Ip—n| = (p+n) pn rp 一 9 FT 

264， 求 4i22 十 Bizoy 十 Oo2=0 和 42 十 Bay 十 Ca 一 0 各 
自 所 表示 的 一 对 直线 中 至 少 有 一 条 重合 的 条 件 

[分 析 ] 两 方程 各 自 所 表示 的 一 对 直线 如 至 少 有 一 条 重合 , 说 朋 这 两 方 
程 的 左 端 至 少 有 一 个 一 次 公 因 式 , 反之 也 成 立 ， 故 只 需求 出 这 两 方程 的 左 
端 至 少 有 一 个 一 次 公 因 式 的 条 件 即 可 . 

[ 解 ] 设 责 人 幼 一 4 人 十 Bizy 十 CI Fa 力 一 4222 十 Ba2Dy 十 Cat 
当 41、43 不 全 为 零 时 ， 不 妨 令 4i0。 如 果 责 人, 切 与 Fakz, 力 有 公 因 
去 ， 则 有 (Cw, 9 和 451(2) 9Y) 41Fo(z, Y) 也 有 公 因 式 , 而 42Fi(x, 9) 一 
AiF2a(w, Yy)= (A2sB1~ A1B)rYy+ (AsC1 — AiC2)Y’ = [5(42Bi ~ A1Boa)z + 
(A401 一 4200)Yyjy， 4 关 0， 故 恶习 9y) 中 无 因 式 Yy.。.. 当 42B1 一 
Ai1B2=0 时 ， 必 有 4xXL1 一 4iC3= 0; 当 AsB1— A1Bs0 时 , fi(%, 幼 中 必 有 
因 趟 (42Bi 一 41pDs)Z+ (4s01 一 41C2)0 故 

_ 2 
人 ) 


Ag01— AiC, ) 9 
pp» [ee ee | ia 
Gn — 41P; yoy = 


即 A1(A2sC1— A102)° — Bi1(As01— A101) (A2B1 — A1B;) 
+01(4AsBi1— A1B,)’*=0. 
~ Ai1(A201— A103)°= (A2B1 ~ A1Ba) LBC As01 — A10,) 
—C1i(4A2B1 — A1B,)] 
= (4B1~A1B) (Bo01— B102) 41， 
“Ai 0, .. (As01 — Ai102)? = (A3B1 — A1Bs) (ByO01 — BiC2) OD. 当 
42B1 一 41Bs==0 时 , 必 有 4s01 一 A103 二 0， 改 等 式 @ 仍 能 成 立 。 此 外 , 当 
A1、42 全 为 零 时 ,如 (4%, Y) 和 Fslzw, 幼 显 然 有 会 因 式 , 而 式 也 显然 成 立 . 
由 于 以 上 推理 过 程 均 可 送 ,.…. 4iw?+Biry+0w =0 和 4223+ Bawy+02y? 一 0 
各 自 所 表示 的 一 对 直线 由 至 少 有 一 条 重合 的 条 件 为 
(AsC1 — A1C,) “一 (AsBi— A1B2) (B201 — BiCsa). 


265. 证 明 ; 当 0 关 避 - (WEJ) 时， 方程 3( 妃 ?0 二 cos? 9) 一 
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22y tg 9+y sin 9=0 表示 过 原点 的 两 直线 ， 且 其 斜率 之 差 的 绝 
对 值 为 2. 

[分 析 一 ] 只 需 证 明 原 方程 的 判别 式 大 于 零 ， 从 而 将 其 左 端 分 解 成 两 
个 一 次 因 式 , 求 得 原 方 程 所 表示 的 两 直线 的 斜率 即 可 得 证 ， 


[证 一 ] … 6 六 - (n€EJ)，.…. 方 程 x2(tg20 上 + cos20) -22ytg0 十 
ysin20 一 0 的 判别 式 4=(3te0)?-4sin?0(tg20+c08:0) =48in?0(sec?0 
一 tg "0 一 cos890) 二 4sint9>0， 故 原 方程 表示 过 原点 的 两 直线 . 


久 te20 二 cos20) 一 200 妈 02sin20 
2 tg 0+sin?0 ( _ te0—sin20 ) 
in?0 (全 让 让 一- 


… 这 两 直线 的 祭 率 分 别 为 -至 “二 52 志和 - 记 =9 人 它们 之 差 的 绝 


对 值 为 入 十 S gsi’0 =2 7 

[分 析 二 ] 在 证 得 原 方 程 为 两 条 直线 的 方程 后 , 只 要 x、y 适合 原 方程 ， 
且 x#0 则 部 即 为 这 两 直线 中 某 一 条 的 斜率 、 由 于 原 方程 的 两 边 同 除 以 
人 后 ， 所 得 的 方程 除了 (0，0) 一 组 解 以 外 和 原 方程 同 解 ， 故 这 一 关于 丸 
的 二 次 方程 的 两 根 就 是 原 方程 所 表示 的 两 条 直线 的 斜率 ， 由 此 ,利用 韦 达 
定理 也 可 得 证 . 

[证 二 ] 将 原 方程 的 两 边 同 除 以 4» 并 令 艺 ~h 得 太 sin20 一 24 妈 8 十 
(tg?9+eos:0) 一 0， 此 方程 的 两 根 如 、 如 即 为 原 方程 所 表示 的 两 直 线 的 人 


20 十 oo820 
率 ， 且 页 十 略 一 全 各 厅 ， Ni18a 一 tt. 


3 人 | 
(hi — ha)? = (Ki+ ha) — dkika =d (总 te -一 共 20 十 cos26 


SI 0 
4 (sin 0) 0— ~ Sin?0 cos?0 
Sin4 


4 Sin Osin?0 cos’0 ~4 sin 0(1— cos0) 一 4 
Sin4 0 sins0 
| ~ ka) =2. 


[说 明 ] (4) [证 二 ] 中 关于 结论 的 前 一 部 分 同 [ 证 一 ], 故 从 略 。 
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(2) 在 表示 两 直线 的 方程 4 人 2 十 Bxy 卫 Cy 二 0 的 两 端 同 除 以 2 得 一 新 
方程 CF 十 Bk 十 4=0, 从 而 解决 有 关 这 两 直线 的 斜率 的 一 类 问题 , 是 一 种 
常用 的 方法 。 但 由 于 形 如 42“ 十 Bzy 十 CY 一 0 这 类 方程 所 表示 的 两 直线 
的 斜率 不 一 定 存在 , 故 仅 在 C:#0 时 才 适 用 . 

466. 若 方程 22 十 bw 十 ory? 十 9 =0 表 示 的 三 条 直线 中 有 
两 条 互相 垂直 , 求证 性 十 ce 十 00 十 故 一 0. 

[分 析 一 】 洲 两 直线 互相 垂直 , 则 它们 的 方程 系数 之 间 应 满足 一 定 的 关 
系 ， 改 先 假 设 已 知 方程 所 表示 的 三 条 直线 的 方程 ,然后 求 出 这 些 直 线 方程 
中 的 系数 与 已 知 方程 系数 之 间 的 关系 , 利用 垂直 的 条 件 证 之 ， 

[证 一 ] 显然 , 方程 wz?+ax2y 二 cxzg 二 as= 0 所 表示 的 三 直线 均 过 原 
点 ， 故 可 设 它 们 的 方程 分 别 为 4， DZ 十 919 一 0，12 pot 十 qoy 一 0, V8: pe 十 
9sg 一 0 0、 、pa 三 直线 中 有 两 条 互相 垂直 ， 改 妇 p3 十 gl1qg3，Dops 十 9398， 
PaP1 十 qq1 中 必 有 一 为 等 ，.…，(W Da 十 9193) (Popa 十 qz98) (pa04 十 asai) 一 0, 即 

(Pip2p8) "+ p12ps (P19298 + poq193+ paq192) 
十 919293(212398 十 Do2891 十 Da293) + (919298)? = 0.…(D. 
又 oaZ 十 0 十 cx + dy = (PIX 十 919) por 十 9) (par + qf), a 
D1P2p3, C=Pp1P2d3+ ppa91+ Pema, Cp19298+ P29198+ p39192, d= q1q293, 
代入 @, 即 得 a2?+ac+ba+d=0. 

[分 析 二 」] 本 题 车 能 考虑 到 表示 两 互相 垂直 的 直线 可 利用 方程 4z? 十 
Boy 一 Ay" 一 0( 参 见 第 355 题 ), 则 证 明 更 加 简化 ， 

[证 二 」 设 方程 az? bw y+cwy? 十 dy “0 所 表示 的 三 直线 的 方程 为 

(+mey—Wyim=0 和 pet+qy=0, 
则 ca 入 十 bc9g 十 oz 扩 十 Go 一 (22 十 100 一 32 (pz 十 9y), 由 此 可 得 ， 
a=ip, b=lg+my, c=mq—ip, 4= —ig. 
,atactbat+rd lp pmg ip) + q+ mp) CC—lg) + (—lg)2=0. 

267， 方程 m (vw 一 32y”) 十 yj 一 38w3y=0 表示 三 直线 ， 求 证 三 
直线 的 倾角 成 等 差 数 列 ， 

[分 析 ] 由 于 原 方 程 中 yp 的 系数 不 为 零 ， 可 知 此 方程 所 表示 的 三 直线 
的 斜 潼 均 存 在 , 故 只 需 找到 以 这 三 斜率 为 根 的 方程 ， 就 能 利用 斜率 与 倾角 
之 间 的 关系 去 证 明 本 题 的 结论 ， 
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[证 ] 用 空 除 原 方程 两 边 , 且 令 委 一 为 得 得 一 3m13 一 34 十 加 一 0 此 方 


程 的 三 根 即 三 直线 的 斜率 刀 at、 她 aa、 好 aa， 亦 即 三 直线 的 倾角 a1、09、 43 
是 方程 志 sa 一 3mtg2a 一 3 霹 a 十 w=0…Q@ 的 三 个 根 。 由 外 得 


3tega—tg?a mm 
1—3 tg?a 


BH te 3a=”m. .30=nm tarcte m (%€J), a 一 人 直 + 二 are te 入， 
.QE[0, mw) 故 当 ;>0 时, wp 取 0、1、 2 三 个 值 ， 得 ol 一 亏 ar tg m, 


Ca 一 所 + 计 are te 2n, a 一 E+ 与 arcte mm; 当 m<0 时 , % 取 i、2、3 二 
1 


个 值 ， 得 四 一 全 十 豆 are 霹 mn， wm 一 等 十 地 ar te %， ca 一 多 十 二 arc te mm. 


因此 ,在 任何 情况 下 , 三 直线 的 倾角 c4、as、 a 均 成 等 差 数 列 , 公差 为 可 . 


268、 求证， 方程 访 一 2 十 8wy (y 一 2) 一 0 表示 的 三 直线 中 相 
邻 两 直线 的 夹 角 相等 ， 


[分 析 一 ] 欲 证 三 直线 相 邻 两 直 线 的 夹 角 相等 ， 可 先 将 方程 妨 一 二 
3ey(y 一 x) =0 化 为 三 直线 国 、 办 ls 的 方程 ,然后 证 明 馈 (4, 1) = 雇 (lz, 13) 
~ 雇 (s, 4) 即 可 . 

[证 一 ] 方程 六 -+32y(y 一 2 一 0 即 ( 爸 2)[yt+ (2+V 3)rJ[y+ 
(2— V3)%]=0, 它 表示 的 三 下 线 是 上 1: y+ (2—V 3 )xZ 一 0 /2: 2 一 0 一 必 
la 4 十 (2 十 V 3)x 一 0， 它 们 的 斜率 分 别 是 太一 一 2 十 Y 3，ks 一 1， 有 a 一 
-3 一 V 可 .于 是 妃 ( DT tg, IB) = V3, 
二 (划一 合十 号 一 V 53， … 了 2 相 令 两 直线 间 的 夹 角 均等 于 号， 


[分 析 二 ] 和 欲 证 三 直线 相 邻 两 直线 的 夹 角 相等 ,就 是 证 三 直线 的 倾角 成 
等 差 数 列 ( 参 见 上 题 ).， 
[证 二 ] 整理 方程 欠 -z8+3xzy 人 一 芒 一 0 成 内 十 3z 一 3 9 一 公 一 0. 


用 必 除 方程 两 边 并 令 芝 ~w， 得 方程 +3w 一 84 一 1=0， 仿 上 题 可 得 三 
直线 的 倾角 mm、aa、oa 是 方程 ta+3tg?4~3 霹 9 一 4=0…@ 的 三 个 
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根 。 由 人 @ 得 志 34= 一 1, “Sa=nm ~ Tn €Y), a 


"ae [0， or )， 故人 分 1 H 取 1]、 2、 3 时 ， 得 oil 一 于， oo 一 了 a 二 是 


即 三 直线 中 每 相 邻 两 直线 的 夹 角 均 为 写 . 

[分 析 三 」 由 于 原 方程 所 表示 的 三 直线 均 过 原点 , 而 过 原点 的 直线 的 极 
坐标 方程 为 6=a 的 形式 ， 故 将 原 方程 化 尸 极 坐标 方程 即 可 得 解 . 

[WE 三 ] 以 原点 为 极 、.x 轴 的 正 半 轴 为 极 轴 建 立 极 坐标 系 。 则 原 方程 可 
化 为 8in?0 一 cos30 二 38inO cos0(sin9— 06080) =0, BI sin30— 3sinO cos?0 — 
cos*0+38gin?9cos0 一 0， 羡 即 4sina0 一 3sing 一 4cos30 二 3cos0=0 sin 30 


时 


二 oos 39 一 0，… sin (8e+ 工 )=。0 39 二 他 一 nm (eeJ)) 故 9= 和 全 -总 
当 汉 取 任 意 相 邻 两 整数 时 , 对 应 的 两 9 之 差 均 为 于， 故 原 方程 所 表示 的 
三 直线 由, 相 邻 两 直线 的 夹 角 相 等 ， 

269， 设 方程 oy 十 bz 十 cw 十 dv3y 十 ex 一 0 表示 的 直线 中 
有 两 条 互相 垂直 . 求证 人 Ta) (lad 二 be) 十 (6 一 a)Xat+cte)=0. 

[证 」 根据 第 355 题 可 知 , 经 过 原点 而 又 互相 垂直 的 两 直线 方程 可 写 为 
Ay 十 Bzg 一 42 一 0 故 可 令 ay 十 boy 十 oz202 十 dx 直上 十 ext= (42 十 Bry — 
4z)CDY 十 Bry+Fw”)， 展 开 右 式 并 比较 恒等式 对 应 项 的 系数 , 可 得 : 
oa= AD, 0O=BD+ AE, c= ~ AD+BE+AF, d= — AE+BF, e=—AF, 

(b+a) (ad+be) + (e~a)’(a+ect+e) = AIBD+BF) (DE—EF) 
+ AMD+F) BE= A BE.(D+F+(D+F)?.BE]~0, 

30，co4d 十 bo8y 十 oo 十 da 十 co = 0 y 
表示 的 四 直线 中 ， 两 条 是 另 两 条 夹 角 的 平 
分 线 , 求证 0 十 64=0, 5 十 4 二 0, 

[分 析 ] 显然 , 原 方 程 所 表示 的 四 直线 皆 过 原 
把, 由 第 355 题 可 知 , 若 表 示 过 原点 的 两 直线 的 
二 次 方程 为 已 知 , 则 这 两 直线 夹 角 的 两 条 平分 线 
的 方程 也 可 求 待 ， 改 可 假设 原 方 程 表示 的 四 直线 中 的 两 条 直线 的 方程 , 然 
后 再 根据 已 知 条 件 写 出 另 两 条 直线 的 方程 , 通过 比较 系数 而 得 证 , 
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[证 ] 设 az 十 pzg 二 co 十 Goy 十 0 只 一 0 表示 的 四 直线 中 有 两 条 直线 
方程 为 lw 十 2mzy 十 ny 一 0， 则 这 两 条 直线 的 夹 角 的 角 平 分 线 方程 为 
022 一 (一 02)Z9 一 1 一 0( 参 见 第 255 题 )，.… ao 十 bz3g 十 co302 十 Go 二 ah 
三 (v2mzy 了 ny)[Lmz 一 人 一 20)29 一 mg 其 中 天 为 不 等 于 零 的 常数 。 
由 此 得 a 一 bm, 0 一 52327123 一 六 二 17， 一 387303 一 六， 一 8 一 2702 一 1n), 
Gmn, 82 km 2) 二 0 故 c 十 6 一 
dEm(n—il) +6rm=3mn—i-+2) 一 38(2 十 站 一 0， 如 果 m 竹 0， 则 
b+a=h(om — +n) kG —2m nn) 一 有 0 一 六 二 52 一 站 (2 十 六 = 0. 
如 果 % 二 0， 则 a 二 c=0。 原 方程 为 bzay 十 dos 一 0， 即 zy (bx?-dy?)=0， 
当 且 仅 当 0 二 4 一 0 时, zy=0 的 角 平 分 线 为 bz? 十 dy? 一 0， 


47. 图 象 与 区 域 


271. 作 方程 |z| 十 |y 一 +4| =2 的 图 象 ， 并 求 其 所 围 成 的 图 形 


面积 . 

[分 析 ] 先 将 原 方程 化 成 不 含 绝对 值 的 方 
程 , 绸 研究 之 、 

L 解 」 可 分 四 种 情况 讨论 ; (1) 当 z>>0,y>>1 
时 ， 原 方程 为 +y 一 l=2，(2) 当 ziP0, y<1 
时 ， 原 方程 为 %-y+1=2, (3) 当 zx 和 0， 9 并 
时 , 原 方程 为 一 zy 一 1 一 2; (4) 当 z<0,y<1 
时 ， 原 方程 为 一 z 一 9 十 1 一 3， 这 四 个 方程 所 表示 的 直线 围 成 的 四 边 形 
BCD 如 图 .在 此 四 边 形 中 ,`.“ |4B|==180|=|C0D|=|1D4|=2V3, 又 . 
45 一 一，jao 一 1 ，,… 4B| BO. 故 四 边 形 4BOD 为 正方 形 ， 它 的 面积 
S = (2V 23)2=8. 


yy 
72， 作 方程 也 TT 了 TH ity 1+w+y 


(oyz0) 的 图 象 
[ 解 ] 设 z+y= 及 代入 原 方程 得 
1 二 Tc<OV EE 


li+k+ry 工 十 和 
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化 简 得 zy(k 十 2)==0， 但 xy 到 0， 所 以 k= 一 2.， ,, 原 方 程 可 化 为 &T9 一 


-2 因 录 尺 + 切 十 幼 寺 0 下 原 方程 的 图 象 为 直线 z+ y== 一 2 但 应 除 
去 (一 2, 0) 《一 1， 一 1)、《0，--2) 三 点 . 

273. 作 方 程 y= jo 十 3 十 jw 一 2] 十 
1s 一 5| 的 图 象 , 并 求 当 mw 取 何 值 时 ,y 有 最 
小 值 . 

[ 解 ] 当 zE(-%, ~3] 时 ,y= -7X-3 一 $+2 
+D—w=4—3x; 当 ww€E(~3, 2] 时 ,y=X+3 十 2 一 
T+oms=10—w% 当 XE (2, 5 时 ,wy 一 2 十 3 十 ZX 一 3 
十 5 一 % 一 6 十 妨 当 ZE(05， 十 co) 了 时 ，% 一 2 十 3 十 0 一 2 十 2 一 5 一 35 一 人 故 
方程 的 图 象 如 图 所 示 ， 当 zx 一 2 时 ,yamio 一 8. 


x 7 
274、 作 点 集 人 y= 
D={(2,9)| (一 2) (yy 十 2) 过 0} 的 图 象 . > 
[ 解 ] 平面 被 (yx)(y+wm)~m0， 即 y=z 与 76 
y= 一 zt 划分 成 四 个 区 域 ， 而 点 集 D=1i(%, 9)| A 过 


>2 9< 一 四 UV)19<2 bg> 2} 即 图 中 阴 
影 部 分 所 示 ( 不 包括 边界 )， 

275. 作 点 集 D={(z,2)1z+2y 一 1>0, 
<Z 十 2320 十 /一 5 一 0 的 图 象 . 

[ 解 ] 同时 满足 条 件 ， z+2y-1>0.…@， 
一 1 二 4 小 人，28 十 4 一 5<0… 轩 的 点 〈《ZC， 夫 
如 图 中 阴影 部 分 所 示 ( 不 包括 边界 )， 

8296， 设 之 0, y 之 0, xDP0 Pp 一 一 3w 十 
y 十 22，0=0 一 24/ 十 42，w 十 4 十 2 一 1， 试 
求 满足 上 述 条 件 的 点 (Pp, 9 的 活动 范 
围 . 

[ 解 ] … zZ>0 yy0 PP0…, 一 3z 十 ff 十 
2 一 力 … 人 全 ，2 一 2 十 4 一 和 和 国 ， r+y+s=1 
… 和 和 由， 解 方程 色 、 国 、 和 由, 得 
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zd—6p+8), y= 坟 (3p- 59 十 14)， 5 一 (3p 十 4 十 可、 


由 人 必得 ，-6p+a 二 8>0 3p-50 二 14z0, 30 二 40 二 5z>0， 同 时 满足 这 
三 个 不 等 式 的 点 (2, 9) 的 范围 如 图 中 阴影 部 分 所 示 ( 包 括 边 界 在 内 》. 
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279. 求 点 Pla，5) 关 于 直线 y= 一 2 为 对 称 轴 的 对 称 点 的 华 
标 . 

[分 析 ] 设 点 PP 关于 直线 y= 一 ?为 对 称 轴 的 
对 称 乓 为 已 , 则 线段 PP 的 中 点 在 直线 y= 一 x 上 ， 
且 直 线 志 与 直线 V= 一 4 垂直， 根据 这 两 个 条 
件 列 出 对 称 点 P' 的 坐标 满足 的 方程 组 ， 即 能 解 得 


点 了 的 浪 标 . 
[ 解 】 设 点 了 关于 直线 y= -4 的 对 称 点 忆 的 坐标 为 (sy)， 则 
寻 2 -人 5 区 -1 加 ， 解 方程 组 0.@， 得 s- -和 


V 一 一 0。 .点 也 的 至 标 为 (- b, —a). 

2178. 设 两 点 A(1, 0).. 8B(0, 1) 关 于 过 原点 0 的 某 直线 的 对 
称 点 分 别 为 f (za Y1) 、Q (wa, Ya) 。 求证 

/vo Yi\/w va 1 0 
忆 “人 )- (6 1) 
下 证 ] 设 过 原点 的 直线 ? 的 倾角 为 6 

… 点 4、 己 关于 直线 1 对称 ，,… zi=cos26， 
tin … BB、 关于 直线 1 对称, : 
z :的 一 cos(29—3 3)= 一 sia20， 


le 一 号 )= 一 Cos 20, 


(人 ) (2 sin29\/cos290 sin20\ | 
No po/\y yo sin 20 os 29 |( ei 20 0 20 ) z 
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co83 20+ gin’ 20 C08 20 gin 20 —sin 20 cos 20 ) 
( sin 20 ¢os 20 — eos 20 sin 206 Sin? 20 + c08’ 20 


1 0 
-( 1) 
279. 求 以 直线 1 Aw- 革 By 十 0 一 0 为 对 称 轴 , 点 了 P(g, 5) 的 对 
称 点 了 P' 的 能 标 (4 十 B? 关 0). 有 
[ 解 ] 设 对 称 点 的 坐标 为 P(x, y)， 根 据 对 


称 点 的 性 质 有 
A-LTE HB. L+HY +00...0) 


2 3 
一 0 _B... 
和 xX—a 4 
, Ar+By=— Aa—Bb—20 
QD、 @ 联 立 得 {Bo ay ap as 加 
， B2 一 420 一 24BD 一 240 
解 @ 得 1 
”42 一 52 一 24Ba-3BC 
A+ BF? : 
， _， 4 一 24BD -240 A2b—~ Bbp—2ABa—2B 
-点 耳 的 明 标 为 (za 一 .45 了 24 功 240 
点 三 的 坐标 为 A Tp) 


”280. 平面 上 有 两 点 4(a-+2, 6+2)、B(5 一 4, g--6)， 且 这 
两 点 关于 直线 i 必 十 3 二 11 对 称 ， 求 4a、 5b. 

[ 解 ] 根据 已 知 条 件 可 知 ，4B.L, 且 线 妥 4B 的 中 点 (2+8-2， 
253 一) 在 直线 1 上， 


gb+% (4) -1.0, 


ey pr Cp 


| 十 党 =]1.., 
得 { 之 
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281. 求 以 直线 人 2 十 2y 士 1=0 为 对 称 轴 , 直线 me，z 一 9 一 3 
=0 的 对 称 直线 om 的 方程 . 

[分 析 ] 所 求 直 线 mm' 是 直线 m 关 于 直线 ?的 对 称 图 形 , 故 只 需求 出 7 
上 任意 两 个 点 关于 ? 的 对 称 点 的 坐标 即 可 

[ 解 ] 先 求 出 直线 1 与 直线 m 的 交点 P, 解 1、m 的 方程 组 得 , PC1, 一 1). 
在 wm 上 取 一 点 QC2, 0)， 设 8 关于 直线 1 的 对 称 点 8(z', y)， 则 
线 妇 90' 的 中 点 用 的 坐标 为 由 一 二 十 二， 一- 区 点 四 (zw 的 在 ? 
上 , 0， + +4 一 0.…@; 又 001。 

12 


y 一 2, 即 y 一 2 一 和 4.…-@， 由 @、 9 得 全 全 从 而 m 
地 


2_(z_1),T7s-y=8, 


的 方程 为 y+1l=— 


5 
282. 求 以 点 4(2, 3) 为 对 称 中 心 , 直线 1 22 一 y 十 3=0 的 对 
称 直线 的 方程 . 
[分 析 一 ] 因为 直线 1 和 7 关于 点 4 对 称 ， 所 以 YI， 故 只 要 求 得 7 


[ 解 一 ] 在 直线 1 上 取 一 点 PC0, 3), 设 其 对 称 点 为 P(z', y)， 则 


2 也， 3 一 了 .w= 一 8， 又 因 直 线 ? 过 点 P' 且 与 直线 
! 平行 , 故 其 方程 为 g 一 3=2(z 一 仅 , 即 25 一 g 一 5 

[分 析 二 ] 根据 中 心 对 称 的 定义 可 知 : 直线 ! 上 的 任 一 点 和 它 在 了 上 的 
对 称 点 的 连 线 中 点 总 为 4， 由 此 也 可 求 得 7 的 方程 . 


[ 解 二 ] 设 P(z, 纺 、P'(w', y) 关 于 点 4(2, 3) 对 称 , 则 二 (c+2) 2， 
HY) =3, .v4 y=6—y. 代入 直线 1 的 方程, 化 简 妈 得 的 
方程 22~y=5.。 

283. 光线 从 点 4( 一 3, 辐射 到 直线 1， 8% 一 各 +4 一 0 以 后 ， 
再 反射 到 把 B(2, 15). 求 这 条 光线 从 4 到 BB 的 长 度 . 
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[分 析 ] 4 到 召 的 长 度 ， 实 际 上 就 是 忒 关于 
直线 ! 的 对 称 点 4 到 B 的 距离 ， 故 可 先 求 44 
的 坐标 ， 

[ 解 ] 设 点 4 关于 直线 了 的 对 称 点 水 的 坐 
标 是 4z,y ) 则 直线 44' 1 且 .44 与 ! 的 交点 
P 的 举 标 应 为 (二 y + ) 代入 ?的 方程 


'_3 5 y'—5 3 
得 3. 二 一 ~4. Ye +4=0."; 又 了 二 5 于 ~ -1…@, 解 @.、@， 


得 z=3, y=-3, .d=|4'B|I=V TB 
284.， 光线 从 点 (3， 一 32) 射出 , 若 镜面 的 位 置 在 直线 32 一 2wy 十 
3=0 上 , 其 反射 线 经 过 点 (0， 一 4) 。 求 ， 
(了) 反射 线 方程 ， (2) 入 射 点 太 的 坐标 ; 
(3) 入 射线 方程 . 
[ 解 ] (1) 先 求 4(3， 一 关于 直线 3 一 2y 
十 3=0 的 对 称 点 4 的 坐标 ， 解 
的 -5(c-3) 
| 37—2y-+3=0, 


求 得 44 与 镜面 直线 的 交点 了 (一 -号 ，- 人 再 由 中 点 坐标 公式 , 求 得 


4 的 坐标 为 ( 一 3， 条)， 过 4、 卫 的 直线 方程 30 十 19g 士 76 一 0 即 为 


反射 线 方程 ， 

@) 解 { go 2 0 ”得 入 射 点 (39，- 芍 ) 

(3) 用 两 点 式 即 得 入 射线 AN 的 方程 6g 十 35y 十 52= 0. 

285. 已 知 直线 Az 十 By 十 0O=0, 试 求 ， (DD) 关于 轴 对 称 的 
直线 方程 ，(2) 关于 原点 对 称 的 直线 方程 ; (3) 关于 直线 y=% 
对 称 的 直线 方程 ， 

[ 解 ] (DD 点 (vw 力 关 于 2 轴 的 对 称 点 为 (2 一 女 。 .. 所 求 直 线 方 
程 为 Ax 十 BC 一 C=0, 即 Ax-By+0C=0. 
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(9) 若 (x, 急 为 所 求 直线 上 任意 一 点 , 则 它 关于 原点 对 称 的 点 (一 罗 一 
应 满足 Az+ By+0=0, 即 4(~2%)+B(-- 引 +C=0.。 .. 42 十 By 一 CC 一 
为 所 求 直 线 方程 . 

(3) … 点 (o, 从 关于 4%=2 对 称 的 点 为 (y) 2)， .4Z 十 By+0=0 关 于 
y 二 % 对 称 的 直线 方程 为 Bx 十 4y+C 一 0. 

286、 将 直线 7 沿 w 轴 正 疝 平移 3 单位 , 沿 9 轴 正 回 平移 5 单 
位 , 得 到 的 直线 为 Y。 再 将 沿 wv 轴 正 向 平移 1 单位 , 浙 9 轴 反 
向 平移 2 单位 ， 而 与 原 直 线 1 重合。 (1) 求 直线 ?与 6 之 间 的 
距离 @，(2) 当 ? 与 关于 点 (2, 3) 对 称 时 , 求 直线 二 的 方程 . 

[分 析 ] 按 题 意 将 直线 1 沿 z 轴 正 向 平移 3 单位 沿 y 轴 正 同 平移 5 
单位 所 得 的 直线 上 的 点 (w, 2) 和 7 上 的 对 应 点 (2, 阴 之 间 应 有 w=z 十 3, 
v==y 十 5， 故 由 此 即 可 从 原 直 线 7 的 方程 得 到 ”的 方程 。 同样 , 义 可 得 到 
由 平移 后 所 得 的 直线 ! 方程 的 又 一 表达 式 , 然后 求 其 距离 . 

[ 解 ] 4) 设 直线 1 的 方程 为 az 二 by 十 Cc 二 0, 其 中 4.5 不 全 为 伶 ， 则 根 
据 分 析 可 知 直 线 的 方程 为 a(% 一 3) 十 50(y 一 5) 症 c=0， 即 azw 十 by 一 34 一 
50 十 c=0， 按 题 意 将 直线 平移 又 可 得 直线 ! 的 方程 为 a[ (x 一 3) 一 1 + 
bp[(y-5)4+2]+c 一 0， 即 azx+by 一 4a 一 35+c==0。 比较 直线 ?方程 的 两 


种 形式 可 得 一 44 一 折 十 6 一 6，.…. 5 一 ~ 生 9。 显然 4 二 0， 否 则 5 一 0， 与 


a、b 不 全 为 零 矛 盾 ， 故 直线 ? 的 方程 为 < 一 守 Y+ 全 0， “的 方程 为 
5 一 生 y+ 人 二 二 0. 设 (zo, 扣 ) 为 ?上 的 任 一 点 , 则 mo 一 可 加 十 过 一 0 
故 直线 1 与 ? 之 间 的 距离 


11 11 
|%-B%+Ft+ 人 | _ 本 _1 
4 5 6 

1+(- 生 ) 了 


《9) 设 直线 上 任 一 态 (%， 幼 关 于 后 (2 3) 的 对 称 点 为 (zt Y1); 则 
型 二 2， 扫 3 一世 即 2=4-m, y=6-~ 妇 。 直线 1 的 方程 为 


和 ,0 一 0， 天 有 4 一 一生 (6 一 让) 十 全 一 
1 了 y+ 二 =0. 故 有 4 一 好 了 《0 91) 十 二 0， 有 即 
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-和 二 全 多 一 4 上 一 0.…@， 
又 因 直 线 1 和 了 关于 (2，3) 对 称 , 故 点 (zu 如 ) 在 全 2 一 全 y+ 全 + 二 一 0 


上 ，. 一生 凡 十 亿 + 本 -0 人 ， 四 十 名， 解 得 上 一 三、 .… 7 的 方程 为 


xz 一生 g 十 去 一 0 即 bz 一 8y 十 1=0， 

287. 直线 % =2z 经 转轴 变换 后 ,成 为 y= (2 十 V3)vz'， 试 求 
表示 这 个 变换 的 转轴 公式 . 

[分 析 ] 欲求 转轴 公式 ， 只 需 知道 旋转 角 . 本题 旋 转角 可 通过 求 直线 ? 
在 两 坐标 系 中 的 倾角 而 得 . 

[ 解 ] 直线 ys 的 倾角 a 一 物 "， 直线/ =(3+V3)z' 的 倾角 a'= 
arc tg(2+ V3)=75°*，., 旋转 角 9=a 一 a'= ~30%， 所 求 转轴 公式 为 . 

| 2 一 2 c08 30? 十 W sin 30° 
y= ~ sin 30° +y cos 380°, 


六 V3v+y 
2 


-wtV3y 
yo ~ 


288、 用 直线 22 一 y 一 3 一 0 和 十 2y 一 4 一 0 分别 作 新 坐标 系 
vO'%Y 的 2 轴 和 4 轴 , 求 坐标 变换 公式 ,并 求 点 了 (5， 下 关于 
新 坐标 系 20'Y 的 坐标 。 / 

[分 析 ] 只 需求 出 两 已 知 直线 的 交点 ( 即 新 坐标 共 的 原点 ) 及 旋转 角 即 


可 . 
2 一 1 一 4 一 0 i 
[ 解 ] 解 方 程 组 2,_4_0, 得 {yl 且 直 线 2z-%-3-0 的 他 


率 志 a=2， 故 新 坐标 系 的 两 坐标 轴 可 看 作 由 原 坐标 系 中 的 坐标 轴 平 移 , 
使 原点 重合 于 点 (2, 1), 再 旋转 a 角 而 得 ， 新 老 坐 标 之 辣 的 变换 公式 为 
z 人 2)cosat+(y—1)sina . 
y=—(¢—2)sinat(y— 1)cosoa, 


二 2 
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又 取 上 为 锐角 , 则 sin a=.2_，cos a 一 上， 故 得 变换 公式 


\/ 5 /5 
or 一.X 十 一生 
V8 
， 2X 一 1 一 3 
一 VE 
以 X=D, y= 一 7 代入 变换 公式 ， 即 得 z= 一 85， v=- MVS. 


“点 P(5, ~7) 关 于 新 坐标 系 Oy 的 坐标 为 (135， -和 


289. 证 明 直 线 4z 二 By 十 O=0(42 二 Ba 关 0) 经 过 坐标 轴 平 
移 、 旋 转 后 , 43 十 B3 为 不 变量 . 
[证 ] 将 原 坐 标 系 原 点 移 至 (4, ,坐标 轴 旋 转 9 角 , 则 新 老 坐 标 满 足 


Xi 和 COS Oy sin0G+h i 1 
{ys ginO + cos 0 + 其 中 (x， Y) 为 老 坐 标 ， 42Z ， y ) 为 新 坐标， 直线 


4z+ By+0~0 在 新 坐标 系 中 的 方程 为 
A(w' cosO —y sin0+h) + BC'sinO+y cos0O+k) 40 ==0, 
整理 得 (Acos0-+Bsin9)zx'+(—Asin0+ BeosO)y + Ah+ Bk+O=0, 
A“+B"?~=(Acos0+ BsinO)?+ (~ Asin0+Bceos0)’= A+ BB? 
、 1 - 
[说 阴 ] 7 是 直线 45++By4+0~=0 的 法 化 因子 。 本 题 的 结 


论说 明 ， 一 条 直线 经 坐标 轴 的 平移 .旋转 后 , 尽管 其 方程 形式 改变 , 但 法 化 
因子 不 变 . 

290. 求证 ， 两 直线 41w+Biy 十 O10 和 4a0 十 Pa 十 O3 一 0 
(41+Bix*0, 43 十 B2 了 0), 经 过 坐标 轴 旋 转 后 ，41Bs 一 AsBi 为 
不 变量 . 

[证 ] 设 点 (%, 幼 经 过 坐标 轴 旋 转 6 角 后 坐标 为 (gb 则 

X= CoOS 0—y Sin lb 
\ / {os gin 0-+1 cos 0. 
两 直线 方程 变形 为 (4 cos0+ Bisin0)x'+ (~ .Ai Bin G+ BicosO)y +O1=0 
和 (dcosb 十 Bosinb)z 二 (一 4osing 十 Bocos0)o +0s=0. 
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Ai=Aicos0O+Bisin0, Bi=— Aisin0+ Bicost, 
As=Ascos0+ Bosin0, Bs= — Assin0 + Bo cosd. 
AiB ~ AIB'= (A1cos0+ Bisin0)(—AssinO+ Bscosh) 
: — (dAsc0s0+ Bsin0)(— Aisin0 + Biecosy) 
= A1Bo(Sin20 + cos0) — A2B1 (sin?0 -+ cos*0) 
= A1B, — AsBi. . 


291. 求证 . 两 直线 Liz 二 Biy+O -0 和 az 二 Bi 上 +Ca-0 


A 。 一 A B AaB < 
(条 #* - 对) 经 过 坐标 轴 平 移 、 旋 转 后 ，- 全 让 2 二 全 让- 为 不 设 


量 . 


[证 」 经 过 坐标 轴 平 移 、 旋 转 后 , 新 老 坐 标 关系 为 
Z 一 和 COS0O —y sin0+t+h 
| op 一 Sn 0 +y' cosO +k, 
直线 方程 41% 十 B81y 十 C1 二 0 和 4x 十 Bwy+02==0 变换 为 Aix' 十 Biy' 圭 01 
一 0 和 42r' 十 Boy' 十 C2=0， 其 中 .A1=A1cos0+Bisin9, BB; =B1 cos 0— 
AlsinO. 4 一 docos0-LBosing， 六 一 DocosD 一 42sing 
1B, — A。.B' =(A1c080+ Bisin 0) (BcosO — A,sind) 
~ (Asc080+ Basin 0) (Bicos0— Arsin OY), 
A’ 2+B1 2 = (A1cos0+ Bsing) CA cos0+ BosinO) 
十 cos0 — 41sinb0)(Doscos0 一 .48in 人 


即 得 42 一 Bi 4 一 4oDl 
4144。 + A A + BiB “ 
* AB, — A,.B! _ ” | 
[说 明 ] 一 一 一 一 和 即 为 直线 A41x% 十 Bly 十 01 一 0 到 直线 A422 十 Boy 十 
414 2+ Bib, 


0,=0 交角 的 正切 , 故 由 本 题 可 知 ， 两 直线 交角 的 正切 经 过 坐标 轴 平 移 、 旋 
转 后 不 变 , 也 即 两 直线 的 交角 大 小 不 变 . 
292， 已 知 直线 Ag+ By+0 一 0 及 点 Pa %)， 求 证 经 过 上 
4 Byte 
标 轴 平移 .旋转 后 , -全 为 不 变量 ， 


[证 ] 经 过 坐标 轴 平 移 、 旋 转 后 直线 4x+ By+0C=0 的 方程 变换 为 A'z 
+ By +0=0, 上 其 中 4'=Acos0t+Bsin0, B'=Beos0 ~ Asing, CI 一 4 十 
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Bk 十 CO， 根据 第 289 题 结论 , 4 十 B?3= 42 十 B2 点 P(w1, 新 老 泽 标 关 
X1= 21COSO— ysin0+t+h 
系 为 : 1 ， z 
Yi= YCOSO+ rsind +k, 
+B(x sinO+ycos0+ Ek) +O= (Acos0+ Bsin0)r1t (Beos0 ~ Asin0)y 
+Ah+Brt+CO=A'm + By+C,. 
[Axit+By+C| lArm+BytC| 
VA ~ VA 
[说 明 ] ”由 本 题 可 知 ,点 与 直线 的 相对 位 置 通过 坐标 轴 平 移 , 旋转 后 不 


"Ami+ B+O=—=A(ri cos O—yi Sin OA) 


$9. 最 大 值 、 最 小 值 


298， 已 知 直线 y 一 志和 两 个 定点 4(1, 四 、B(2, 2), 在 此 
直线 上 取 一 点 了 ,使 了 P43+PB" 最 小 ， 求 点 个 的 化 标 ， 

[ 解 ] 设 点 卫 的 坐标 为 (2, 挫 ，… 点 卫 在 直线 g 一 二 2 上; 529 
DD， 设 w=P4?+PB?= (zx 一 1])?++(y 一 1])?+(z 一 2)? 十 (y 一 2) 将 也 代 
入 ,得 4=(2y 一 1)?++(y 一 1)?+(2y 一 2)?++(y 一 2)?， 化 简 , 得 


了 
% 一 10Y” 一 18y-+10~=10(y 一 - + 


当 z= 卫 ，g=- 攻 时 P4?+PB? 取 最 小 值 和 “点 的 坐标 为 


(5 本 


294. 当 m 为 何 值 时 ， 平面 上 三 点 A 2)、B(3, 1).0(2, 3) 
到 直线 y= -mw 距离 的 平方 和 为 最 小 . 

[ 解 ] … 点 4( 2)、B(3, 1)、0(2, 3) 到 直线 y=mz 的 距离 分 别 为 
Im—2| |3m—1| [2 和 2 一 3| .| 

VIF 本 ViTm “它们 的 平方 和 

_ (mm —2)°+ (3m 一 1)2 二 (2 一 3)2 14m’—22m 十 14 

下 十 91 TI 

即 4 一 9)m 一 22m 十 (14 一 s) 一 0… 人 。 当 s 关 4 时 ，… 四 是 实数 ， 
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112 一 (14--s)?>0， 解 得 3<s<25, 故 s 的 最 小 值 为 3， 当 s=3 时 ,由 

方程 四 可 得 %==1. 

295. 已 知 平面 上 两 点 4(4, 1) 和 BC(0, 4)， 在 直线 i, 3% 一 y 
一 4=0 上 找 一 点 居 , 使 | 有 于 4| 一 | 用 B| 最 大 . 求 把 及 的 坐标 . 

[分 析 ] 因为 点 4、83 在 直线 1 的 两 旁 , 故 可 找 。 
点 BB 关于 直线 ! 的 对 称 点 C.， 则 对 于 ! 上 的 任意 
一 点 以, 总 有 |MMA| 一 IMBI=1MA4|--|MC|. 当 
M、4、C 构成 三 角形 时 ， 根 据 “ 三 角形 任意 两 边 之 
差 小 于 第 三 边 ” 可 知 : | 芭 4| 一 1MC| 二 140|. 仅 当 
三 点 共 线 时 , 才 有 | 及 4| 一 1MC| 二 14C1, 此 时 点 
0C 介 于 4、 训 之 间 , 故 连接 4C 且 洛 4C 方向 延长 ， 
若 和 直线 1 相交 ， 则 此 交点 即 为 所 求 ; 否则 无 解 . 

[ 解 ] 设 点 如 关于 直线 1 的 对 称 点 为 C(xo, yo)，… BC 被 1 垂直 平分 ， 


0 和 各- 和 = 于 … 回 成立 解 @、@, 得 
0 


一 3 
_3 .点 0 的 坐标 为 (3, 3)，. 直线 40 的 方程 为 22+y~9~0. 
3z -yy 一 1= 
又 ， 设 直线 4C 和 直线 1 的 交点 为 Me, 9)， 则 由 {1 _ 9 一 0 解 得 
二 人 . 
f 5 点 了 的 坐标 为 (2, 5). 


296. 在 直线 1 22 一 y 一 5=0 上 找 一 点 了 ,使 它 到 4( 一 4, 二、 
B(-1, 可 两 点 的 距离 之 和 最 小 . 
[分 析 ] 由 于 4 也 在 直线 7 的 同 旁 , 故 可 。 。。,。 
找 点 号 关于 直线 1 的 对 称 点 B，|4AB'| 即 为 闷 . 
万 到 4、 两 点 距离 之 和 的 最 小 值 ， 而 直线 。 4(-4.) 
4B' 与 1 的 交点 即 为 所 求 之 点 . 一 
[ 解 ] 设 点 卫 关 于 直线 1 的 对 称 点 为 


: 3 
B'(zo, Yo), 则 BB' 被 了 奏 直 平分 , 故 有 解 此 方 
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43 
和 
5 
aaal | 由 点 4 和 点 B' 的 坐标 求 得 直线 4B' 的 方程 是 4 如 十 63y 
和 4z 十 63 47 0 z=2 太 / 
-47~0， 解 方程 组 | .所 求 的 点 忆 的 
z 22 一 4 一 5 一 由 ， 一 37 
本 


坐标 为 (2.65， 5) 

297， 过 点 MM (2, 沾 作 直线 人， 交 .9 办 正 半 轴 于 点 4、B, 求 
满足 下 列 条 件 的 直线 7 的 方程 ，(1) 八 40B 的 面积 为 最 小 
值 ，(2) |MA4|.|MB| 为 最 小 值 ， : 

[分 析 ] 由 于 所 求 直 线 ! 与 两 坐标 轴 均 相交 , 
它 的 斜率 一 定 存在 当天 一 定时 ，A40B 的 
面积 也 随 之 而 定 , 即 人 是 万 的 函数 , 求 出 该 函数 
之 值 最 小 时 的 值 , 即 得 所 求 直线 . 

[ 解 ] (DD 设 ? 的 方程 为 y-l=%(z 一 2)， 则 又 、 品 的 坐标 分 别 为 
(2-0) (0, 1 一 26)， 人 40B 的 面积 38- 去 人 一 2 1， 整理 得 
412 十 (28 二 4J85+IT=0 由 4=4(08 一 2)2-16>0, 解 得 8 出 Ba0( 合 
去 ). 因此 ，A40B 的 最 小 面积 为 S= 和 由 人 秩 ? 十 各 十 IT 一 0， 解 得 &= 
-二 ， 故 所 求 直线 1 的 方程 为 g -1= -二 (z 一 2), 即 5 十 3 一 全 0 

(2) 利用 两 点 间 的 距离 公式 , 求 得 14| .1MB| -2V 华 -二 六， 令 
tl)? nn, mi=0. 因 开 有 正 实 根 , Pp 
_4>0) 解 得 各 > 和 或 四 <0( 舍 去 ), 因 此 加 最 小 值 为 妨 且 此 时 如 =1， 故 
一 一 1(% 一 1 会 去 ). … 所 求 直线 1 的 方程 为 +y 一 3 二 0 

298， 设 mm 为 参数 ，| ml 二 1， 直 线 有 y=mz 十 1 和 加， 2 一 
_my+1 的 交点 为 (zo, 0), 且 如、 三 分 别 通过 定点 4、B. (1) 
求 点 4、 卫 的 您 标 ，(3) 用 m 表示 点 卫 的 坐标 ，(8) 用 m 表示 
A4BP 的 面积 5; (4) 求 使 面积 最 大 的 m 的 值 ， 


9. 最 大 信 、 最 小 值 1%5 


[ 解 ] (DD y=mz 十 过 定点 ，., 对 于 定 后 4(z1, 4) 有 WO 二 
-0 
-y=0. {1 取证 让 4 的 符 标 为 (0, 了 同 理 ， 对 于 定 上 


B(xz,yo) 有 myst+ (za 一 了 三 0 人 ~。 即 点 互 的 坐标 为 (二 0). 
人 一 


(2) 点 Pa gn) 是 如 交点 。 必 解 届 和 也 联 立方 程 得 加 = 二 二 的 于 号， 
_ 41+m yy 1 — 7 于 二 区 
和 入， 即 点 书 的 坐标 为 (下 下 和 
、 0 I 1 
人 下 但 Q_1| 1 0 1] 
(3) 利用 面积 公式 得 S= 污 的 绝对 值 . 
二 | 工 一 工 十 物 
工 十 o2 1+m? 
. ol 2 1 1 
“Imi<l, .5 6 1 li+m* 2° 


(4) 5 一 二 5 地， 当 m=0 时 ,面积 6 最大. 


299. 有 定点 (6， 人 及 定 直线 4 y= 各， 点 @ 是 1 上 第 一 
象限 内 的 点 ， 直线 PQ 交 zz 轴 的 正 半 轴 于 4 问 点 驴 在 什么 位 
置 时 人 OMQ 的 面积 最 小 . | | 


[分 析 ] 和 OMG 的 面积 和 点 8 的 位 置 有 关 ， 故 可 
设 点 @ 的 坐标 为 自 变量 , AOMG 的 面积 为 因 变 量 , 列 
出 函数 关系 , 然后 求 函 数 的 最 小 值 . 

下 解 】 设 点 @ 的 坐标 为 (ct 后)，… 点 @ 在 直线 1 
上 ,，… 扫 一 421.…@@， 直 线 8P 的 方程 是 (xi-:6)(y 一 分 
= (多 -和 (Gz 一 6)。 显然 妇 > 多 否则 点 用 或 在 z 轴 


的 负 半 轴 上 ,或 不 存在 。 又 直线 QP 和 < 轴 交 点 开 的 坐标 是 ( 一生 ,0) 


有 加 > 和 … 2 >0.， 故 AOMQ 的 面积 8 Tm at 4) 
5y, Wh 5y1 ~ 28m+88=0...@. 4=457— 1008>0: “ S>0, .. S>40. 
当 人 一 40 时， 由 方程 加 得 妇 ==8 满足 4>4 的 条 件 ， 又 以 此 代入 @， 得 
一 2，, 点 @ 的 坐标 是 (2，8) 时 , AOMG 的 面积 最 小 


[说 明 ] 利用 一 元 二 次 方程 的 判别 式 所 求 得 的 极 值 ,只 有 在 此 方程 有 等 
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根 时 才能 达到 。 而 本 题 中 , 由 于 有 入 >4 的 条 件 , 故 必须 验证 方程 @ 在 取 
3=40 时 的 根 大 于 4 才 行 . 

300. 设 慷 为 平面 上 以 A(4, 1), B(—1, 6)、 0O(—3, 2) 三 
点 为 顶 扎 的 三 角形 区 域 ( 包 括 三 角形 内 部 及 边界 ). 试 求 , (人 
在 及 上 变动 时 , 函数 4r 一 3y 的 极 值 . : 1 

[分 析 ] 设 4z- 3% 的 值 为 为 则 忌 上 能 使 
取 相同 值 的 点 在 同一 条 二 线 上 ， 当 的 值 
不 同时 , 这些 直线 是 一 组 斜率 为 人 的 平行 线 . 
故 只 需 研 究 这 组 平行 线 通过 RR 上 的 点 时 的 情 
况 便 可 解 得 本 题 ， 

[ 解 ] 设 纪 -3y= 名 则 y 一 人 < 一声 …@O. … (ce, 妇 在 及 上 变动 ,… 当 
直线 四 过 点 BC(- 一 6) 时 , 其 纵 截 距 -各 最 小 , 即 ( -去 ) 一 -6+ 


邱 = 一 二 ，… jsx=14.， 当 直 线 @ 过 pi OC 3, 2) 时 ， 其 截 距 - 最 


3 
大 ,( -可 ) ,~2+4=6，.. jn 一 18， 故 当 (z, 幼 在 且 上 变动 时 ， 函 
数 4 一 3y 的 极 大 值 为 14, 极 小 值 为 一 18. 


$10. 其 它 


301， 已 知 三 角形 的 三 边 分 别 为 4B，3z 十 4 二 3=0，4O， 
30—4y+12=0; BO, dz—3y=0. 来 内 切 加 的 图 心 华 标 和 闪 
径 . 

[分 析 一 ] 要 求 人 4BC 的 内 心 坐 标 ， 只 需求 
出 两 条 内 角 平 分 线 方 程 , 但 根据 到 两 条 相交 直线 
距离 相等 这 一 条 件 求 得 的 轨迹 有 两 条 直线 , 故 还 
项 通 过 作 图 来 确定 其 内 角 平 分 线 的 方程 

[ 解 一 ] 直线 4B 和 BC 的 交角 平分 线 方程 为 
和 即 ¢ 一 7y 一 2=0.….() 


5 
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和 ?2 十 9g 十 3=0…G@)， 又 直线 4C 和 BC 的 交角 平分 线 方程 为 
32- y+t12 ,Mr 

z 5 5 

即 %+y 一 12=0…@ 和 7x 一 7y 二 12=0.…@。 通 过 作 图 可 知 ， 直 线 外 和 

@ 部 在 八 4BC 外 , 玻 其 内 角 如 和 C OR 解 方 


7z 十 y 十 2 一 0 
程 组 { 7。 7 12_0, 得 s= - 芳 ， 到 ， 故 所 求 的 内 切 贺 的 圆心 人 
13 6 
4| 一 二 一 3 一 
5 人 有 ) I| 157 
标 为 (一 芝 238” 3) 而 其 半径 + 一- 5 10- 


[分 析 二 ] 为 求 A4BC 的 内 角 平 分 线 方程 ， 也 可 先 写 出 内 心 与 各 边 之 
则 的 离 差 , 然 后 根据 内 心 与 原点 关于 各 边 所 在 直线 的 位 置 关系 , 求 得 到 各 
边 的 距离 , 从 而 得 出 内 角 平分 线 方程 

[ 解 二 ] 设 A4BC 的 内 心 为 也 (x, y), 则 耳 关 于 直线 4B、40、B0 的 
离 差分 别 为 t+ Yt 和 Ey. “点 五 和 原点 均 在 
走红 4B 和 40 的 同 仙 ，. 点 也 到 4 及，40 的 距 训 分 别 为 -5 二 
和 亚 一 党 二 二， 又 点 也 和 点 (0，- 了 在 直线 BC 的 两 侧 ,点 也 到 直线 

3r+4dy+2 ._ 4r—3y 
一 5 一 5- 


BC 的 距离 为 - 刀 二 3w。 根据 内 心 的 性 质 , 有 」 。 妈 
-5 37~—4dyt+li2 4 和 一 3y 
~ 
8 十 0 十 4 一 0 13 ey fg 
[2 和- 解 得 ~ 一 牙 ， vy 一旦 . 故 所 的 内 切 加 的 攻心 从 村 为 
13 5 _157 


5 吧 ， 已 知 三 角形 的 两 个 项 点 为 4( 一 10, 2)、B(6, 4)， 它 的 
重心 为 A5, 2). 求 第 三 个 项 点 0 的 华 
标 . 

[分 析 ] … 点 六 是 重心 ，… 直 线 BOLAN， 
BC 方程 可 以 求 出 ; 又 BN | 4C,，… 4C 方程 也 可 
求 出 ;点 0 是 直线 B0、40 的 交点 , 故 所 5 坐标 
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可 以 求 出 ， 
[ 解 ] 直线 4AN 的 斜率 有 =0， .4N /x 轴 ， 直 线 BO Lz 轴 ,… 直线 
BC 的 方程 是 z=6…@. 直线 BN 的 斜率 hs 一 2,'… 4CLBN， 


.直线 40 的 斜率 为 = 一 互 ， 故 直线 40 的 方程 是 y 一 2 一 一 喜 (2+10) 
到 中 代入 G, 得 y= -6. .… 点 CO 的 坐标 为 (6， 一 6). 

303、 已 知 人 4BC 中 ,人 4 的 平分 线 方程 为 22+y=1, B、0O 
两 点 坐标 为 B(1, 2)、0O( 一 1， 一 1)， 求 点 4 的 坐标 . 

[分 析 ] 由 于 和 4 的 平分 线 与 B.C 两 点 均 已 


知 , 故 它 与 底 边 BC 交点 卫 分 B0 成 定 比 了 5 
Tn . 14B| _ BD 
可 以 求 出 根据 角 平分 线性 质 ，-[5T 一世 0 
同时 点 4 在 直线 25+y 一 1 上, 列 出 点 4 的 坐标 
满足 的 方程 , 即 可 求解 . 

，[ 解 ] 人 4 的 平分 线 与 底 边 BC 交 于 点 也 设 了 = 点 DD 的 坐标 
为 (z, 纺 ， 则 2= 了 ,y= 了 二 人， 因为 点 也 在 直线 22+ y=1 上 ， 
. 2(1-7%) ,2—X 14B| 
十 入 1 十 入 140 | 


3 4 (GD) _ 9 个 vo 1.. 
a Cat] 二 TID 16 由 又 2 加 月 出 名 


~1. 解 得 和 一 子 ， 没 点 4 坐标 为 (zu g)， 则 


1 ,13 

了 ] 5\./ 13 31 
解 得 1 |] 3 点 4 的 举 标 为 ( 子 ， 邓 ) 或 (证 ，- 本 

g1 7 了， Yi : 


“804， 已 知 直线 及 4z 一 2y 十 2=0 和 1s，22z 十 6y 十 O=0 相交 
于 点 CL m), 且 从 三 到 石 的 夹 角 为 45"， 求 4、0、m 的 值 


[ 解 ] 由 已 知 直线 的 方程 可 知 , 直线 的 斜率 为 $ 直线 的 斜率 为 
务 -(- 己 。 、 
| 1 2 3 z z 
-二 而 从 -一 一 一 -一 二 馆 45° 1, 即 34 十 2=6 一 4, 得 4=1l， 又 根 
3 Af 1 z 
(一 1 - 
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据 4、 Ls 过 点 (1 JJ )， 可 得 4 _2m+42= 0:..D, 2+6m+0=0.…®@,. I 
4= 工 代入 @, 得 p= 一 一事， 再 以 此 代入 @, 即 得 0= 一 也 


305. 三 条 直线 4=0, j=m, w=m 十 nn 上 各 有 一 点 A. B. C. 
如 果 这 三 点 共 线 , 求 它们 的 纵 坐标 1、ys、 ys 之 间 的 关系 . 

[ 解 ] 因 点 4.B、C 分 别 在 直线 ?一 0, X==m, x 二 m 十 np 上 , 故 可 设 它们 
的 坐标 分 别 为 (0， yi) Cm, ya), m+n, ya), 又 A, B.C= 三 点 共 线 ， 


0 2 1 : 
m ys 1|=0,B mys+ m+n Cm 4 ny — myi 王 0 故 Yi、Y2、 
Im ya 1 


ys 具有 关系 :ny1 一 (m+n)yst+ mys= 0. 

306. 求 直 线 hz 一 y=b 一 1 与 by 一 zw 一 2k 的 交点 坐标 ; 如 果 交 
点 在 第 二 象限 , 求 的 范围 . 

[分 析 ] 由 于 要 求 两 忆 知 家 线 的 交点 在 第 一 象限 , 故 这 两 直线 的 方程 组 
成 的 方程 组 之 解 应 符合 条 件 zx<0, y>0， 由 此 即 可 得 的 范围 ， 


<[ 解 1 解 方 程 组 | kz yk—1 


一 和 十 6 一 2 
Dp- “ tit DD 
-1 Ek| 
D,= el htt | 
2k x| 站 
Po- Dt 
-1 2k 


“当下 十 1 时, 交点 的 坐标 为 (一 ，- 王 二， 当 4 一 -1 时 ， 交 点 有 


元 孤 多 个, 其 标 满 中 方程 49 各 当 了 时， 无 交 吉 
车 交点 在 第 二 象限 , 则 二 <0……， 息 于 >0.…@.。 由 @ 得 
0<h<1.…@. 由 加 得 8>l 或 4< 百 …@、 结 全 加.@ 可 知 : 当 交点 在 


第 二 象限 时 ,0<%< 5 
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307. m 为何 值 时 ，(1) 直线 (m 一 1)zx+my 一 5=0 与 直线 
mz (2m 一 1)y 十 7=0 交 点 在 w% 加 上 ; (2) 直线 m8 十 (2m 十 3)y 
二 +m 十 6 一 0 与 直线 6(mw 十 zw 十 (m 一 了 Dy 十 m 一 8=0 的 交点 在 
y 轴 上 . 


[ 解 ] (1) 设 两 直线 的 交点 为 (zt 90， ”… 交点 在 2 轴 上 ，… 纺 一 0. 代 


再 Dan mz 一 一 7， 显 然 , 70 m1 .一 


了 
:下 1 一 也 


2) 设 两 直线 的 交点 为 (T2, y2)。“.“ 交点 在 y 轴 上 上，.. =0， 代 入 两 
直线 方程 得 . (2m + 3)y2= 一 《十 6)， (m — 1)y2= — (m—3). 显然 ,入 十 


3 6 3 
3 m1 。。 一 3 一 一 二 一 于 3? BD m’—8m—3= 0. 
M 一 4 土 V19. 


308. 2 为 何 值 时 , 直线 52 十 4 一 2m 十 1 与 22 十 3y=m 交 于 
第 四 象限 . 


27N 十 3 
I 二 
, 5r+dy=2m+1, 7 
[ 解 ] 解 方程 组 六 ，”_。 “两 直线 的 交点 
2 十 3 、0 3 《 
1 和 入 一 一 3 
在 第 四 象限 ， |。 1 3 … 当 -号 < 四 <3 时 ， 两 直线 
一 2 
7 <0, Ln 


交 于 第 四 象限 . 

309. 在 人 048B 的 边 04 的 延长 线 上 取 一 点 C0C, 使 40=04. 
设 过 点 O 的 直线 与 边 4B、0B 的 交点 分 别 是 P.Q， 点 情 在 
O04 上 ,是 线段 PQ 与 BR 互相 平分 . 求 4P:PB 的 值 . 

[分 析 ] 车 4P: PB 的 值 已 知 ， 则 根据 条 件 PQ 与 BR 互相 平分 ， 而 推 
知 四 边 形 B9BRP 为 平行 四 边 形 ， 便 可 求 得 BQ:Q0 的 值 ， 因 此 , 在 建立 从 
标 系 后 , P.Q 两 点 的 坐标 均 可 由 4P:P 的 值 表示 。 于 是 ,利用 P.Q.C 共 
线 就 能 求 出 所 要 求 的 比值 
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[ 解 一 ] 以 0 为 原点 ,04 为 2 轴 , 建 立 直角 坐标 系 (图 了 ,并 设 点 4、B 
的 坐标 分 别 为 Co, 0) 和 《b,c)， 则 点 0 的 坐标 为 (24, 0)、 令 4P:PB=h 
则 点 卫 的 模 侍 标 zp 一 全 -下 纵 坐 标 yp 一 了 .连结 RP、 RQ，…… BR 
和 PQ 互相 平分 ,… 四 边 形 BOBP 是 平行 四 边 形 . 故 PR BQ, RQ/ PH、 


~ BO:Q0=— AR: RO~AP: PB=A. 于 是 点 @ 的 模 坐标 26 一 天 纵 举 


24 0 1 
标 % 一 了 了 点 9 了 P、C 共 线 , .|zp yp 下 一 0 即 2ayp 填 Xpyo 
z 2 Yao 1 : 


_ 0 让 HI ach ， (atAbD)e _ beh _ 2ac _ 
Toyp 一 2aye 一 0, 评 即 了 二 守 + TD GT IT+A 化 简 
得 we | 2 全 -二 -下 | -0 ，…acy0, … 解 此 方程 即 得 = 性 


1 十 入 (1L 寺 和 3 


图 1 | 图 2 
[ 解 二 ] 取 怠 为 原点 ， 直 线 BO、B4 分 别 为 <、 gy 轴 ， 建立 斜 坐标 系 
(图 2). 设 有 关 各 点 坐标 分 别 为 BC0, 0).OCa, 0)、AC0, be(-a 2b). 
~ 4p: pp y/o _b 
令 ”4P:PB= 则 点 卫 的 坐标 为 (0, 了) 
设 点 9 的 坐标 为 (ze，0)， 直线 PQ 的 方程 为 儿 二 《车 yl. 


9 


PQ 过 点 0， ,于 十 2(1++ 和 )=1.…@. 直 线 40 的 方程 为 之 十 装 =1. 


Wg 


. 。 、 b . 1 , 
, 40 过 点 R(t， >) + 从 直 、 包 消去 和 


2 入 1 1 ~、 
j++2A 一 一 一 一 】， “一 二 ” ™ = -> 2 
得 ( ) 林 工区 有 和 一 训 . .A>0, .A J 
本 万 -Vi - 
PB 2D * 


192 第 三 章 直 线 


310. 已 知 两 直线 .Az 十 By 十 0=0 和 1s. Az% 十 By 二 P=0, 
当 40 关 Ba 时 ， 求 直线 1， cz 二 oy+&=0 被 站 所 截 线段 的 
长 ， 

[分 析 ] 由 4b 卫 Ba 可知， 直线 1 入 都 相交 , : 故 可 分 别 求 1 和 


lb 的 交感 解 之 ， : 


: Avi+ Byi+ Oo- 0 Ba.~ Cb 0 
组 | _ 4 一 
程 组 axi+by1+a=0, 得 和 Ab— Ab-Ba’’! Ab— 条 ， 同 理 可 得 
Ba-Pb ,Pa-hd 
ABa’ 1 A Ba: 
IP-0|lVatb 


故 所 求 线段 长 =V (21 一 20)?+ (Yi 一)?~ Ab — Bal 


311 .已 知 平行 四 边 形 四 边 的 方程 分 别 为 : 4 一 3z 一 4 一 0… .@, 
3y 一 4 十 C=0…@, 4y—37z— 34=0..@, 3y— z+24=0.…@. 
求 它 的 面积 . 

[分 析 ] 根据 其 四 边 的 方程 求 出 四 顶点 坐标 即 可 . 

[ 解 ] 解 方程 组 与、 外 与 多 、 名 与 @， 分 别 得 交 扣 (4, 4%)、 


(地 地)、 (地 李 4)， 故此 平行 四 边 形 的 面积 


a a 1 


912. 设 直线 Ly32+1, 将 工 沿 < 轴 正 向 平移 之 单位 ,得 


到 直线 L， 关 于 直线 yz， 与 、L 对 称 的 直线 分 别 为 人 7 
求 此 四 直线 围 成 的 四 边 形 的 面积 . 


[分 析 ] 要 求 题 设 中 四 边 形 的 面积 , 可 先 分 别 求 出 其 四 边 所 在 直线 的 访 
程 , 然后 求 它 的 顶点 , 即 可 计算 其 面积 ， 
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[ 解 ] 兄 知 直线 二 的 方程 为 y 一 3(z 一 了 )+ 


即 y=3x 一 1， “直线 人 ?分 别 和 LL 关于 直线 
y 一 2 对称，… ?的 方程 为 <=3y 一 1，1 的 方程 为 
z=3y+1， 又 “LYJL,1YY,.…. 四 边 形 4BCOD 
是 平行 四 边 形 . 易 得 它 的 预 点 坐标 为 


_11 _1 _1 1 1 
4(- 天 坏人 惟一 豆 )D (3 可 


Tn 
bb 
bh, 
昌 
j 
bo 
| 
BP we P| 
| 
to| 上 LI 中 | 局 
-二 
ee 
球 
过 
jm: 
| 
i 


故 所 求 四 边 形 的 面积 为 1/2. 
313. 四 边 形 04B0 的 预 点 坐标 是 0(0, 0)、A(6, 2)、 
B(4,6) .0(2,6), 直线 yme (于 <m<3 ) 分 四 边 形 为 两 部 分 . 


(也 用 m 表达 出 靠近 ” 轴 一 侧 部 分 的 面积 ; (2) 当 m 为 何 值 时 ， 
直线 9g= az 将 此 四 边 形 分 为 面积 相等 的 两 部 分 . 
分 析 ] 由 图 形 可 知 , 要 求 面积 的 图 形 在 mw 大 
于 对 角 线 08 的 斜率 时 为 四 边 形 ， 否 则 为 三 角 
形 ， 故 只 需求 出 直线 ymz 和 BC 或 4B 的 交 
点 坐标 , 即 可 算出 所 要 求 的 图 形 的 面积 ， 同 时 也 
能 求 得 符合 (2) 中 条 件 的 mn. 

[ 解 ] (4) 由 两 点 式 得 直线 4 如 的 方程 为 y= 


~25+14, 当 寺 <w< 训 时 ， 它 与 直线 y=mz 的 交点 号 的 坐标 为 


了 C(2.6)/ BG) 


14 14 1| ° 2 14(3m—1) 

7 nC— 
(一生 S 一 14 14m | 三 一 一 一 一 一 一 一 当 
2 . ). AODAD 2 |] 

?和 十 % 十 2 下 可 5 7 十 2 


5<m<3 时 ,y 一 mz 和 2C 的 交点 为 了 (人 ) Sooso= 二 (EE— 3)， 
~3( 二 -2). 容易 求 得 Souso 一 Souis 十 8sopo 一 20. 
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ee .., 当 二 <p< 注 时 , 靠近 zx 轴 一 
侧 部 分 的 面积 是 了 鄙人, 当 了 <m<3 时 ， 面积 是 36 一 二. 


m2 
(2) 当 y=msa 等 分 四 边 形 04BO 时 ,卫生 一 10， -了 


314， 吉 交 的 半 直 线 Oz_Ow 上 各 有 一 点 4、B, 04=2, 0B 
=1]1。 线段 04 上 一 动 点 P, 08B 的 延长 线 上 有 动 点 Q@,，4B 和 
PQ 的 交点 为 用， 如 了 P. @ 保 持 |P4|= |BQ| 的 关系 ， 且 分 别 
趋 近 于 4、B. 问 点 如 趋 回 何 处 ? 


[分 析 ] “ 当 点 也 的 位 置 按 条 件 确定 了 时, 点 @ 的 位 置 也 被 确定 , 从 而 点 
也 随 之 而 定 。 因 此 , 要 求 点 戏 所 趋 近 的 位 置 , 只 需 
先 把 点 2 的 坐标 用 点 一 的 坐标 表示 ， 然 后 在 点 了 
趋 近 于 4 时 , 求 出 点 MX 坐标 的 极限 即 可 。 
“[ 解 ] 如 图 建立 坐标 系 , 则 点 4、B 的 举 标 分 别 
为 (2, 0) 和 (C0, 了 设 1P4|=1BQ|=4， 则 点 卫 


的 坐标 为 (3 一 疡 0) 点 日 的 坐标 为 (0, 1+), 其 中 
0<t<2. 于 是 4B、 PQ 的 方程 分 别 为 :地 +y~1 和 号 + 了 7 一 1( 特 
别 地 当 t+ 一 2 时 , PQ 的 方程 为 = 一 0)。 解 上 述 两 方程 组 成 的 方程 组 得 
4—2t 2 


yy 一 一 + 当 P,@ 按 条 件 分 别 趋 近 于 4 时 , i>0, .2 下 分， 


g -> 可， 点 让 欧 近 于 点 (后 ， 污 ), 即 线 眉 4B 的 1:2 内 分 点 
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”815， 人 4BO 中 4D 是 高 , 在 4D 上任 到 一 点 了 , BP 交 40 
于 召 , OP 交 A4B 于 了 . 求证 人 4DE= 人 4DK. 


[分 析 ] 藻 以 也 为 原点 ，D4 所 在 直线 为 y 轴 ， 建立 坐标 系 ， 则 只 要 证 
明 直 线 DE、DF 的 斜率 之 和 为 零 即 得 证 . 
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[证 一 ] 以 直线 BC 为 zx 轴 、AD 为 y 轴 建立 直角 坐标 系 ,， 设 点 4、 6B、 
0 的 坐标 分 别 为 (0, 9)、(《68, 0)、(《ce, 0)， 点 已 的 
坐标 为 (0,2). 于 是 ,直线 4C 的 方程 为 aZ 十 cy= 
dc…, 直线 BP 的 方程 为 2xX 十 2 一 次 … 凶 .由 


@、@ 解 得 了 的 坐标 为 (2 和 2 2 人) 


. 1 Be 1 PL—C) . 
DB 的 斜率 和 一 如 2 0， 直线 4B 的 广 


程 为 az 十 by=ab…@， 直线 CP 的 方程 为 bz 十 cgy=cD… 四 由 国 、 由 解 
。 A 太一 bc(a—p) aptc—b) 。 yo 1 QD(C 一 D) 
得 了 的 坐标 为 (Te, pe ) .DF 的 斜率 到 2 bola py 
‘hitka=0, .. LEDC= /FDB. x AD| BO, .. LADE= /ADF,. 


[证 二 ] “坐标 系 假设 同 前 直线 40、BE 的 方程 分 别 为 三 + 艺 =1 


TX YL ~ EE a A 
芝 + 世 =1， 过 点 如 的 直线 系 方程 为 二 + 世 - (+ 1). 如 直线 


过 原 =1. : SY 人 4 即 z( 圭 二) 
过 原点 , 则 和 =1。.. 直线 DB 的 方程 为 之 + 芯 + 即 o(3 = )+ 


} -1 一 “en 百 2 Y 之 = 
几 (二 一 广 )~0.…D， 同 理 ,从 直线 4B.CF 的 方程 万 十 艺 一 1 于 十 世 = 


可 得 直线 DF 的 方程 为 ( 寺 一 二 )+ 纺 二 一 ~»)=0"@. … 直线 也 及、 


DF 的 和 斜 案 加、ks 互 为 相反 数 , 即 Bi 十 hs=0. .“. 人 LADE= ADF. 
316. 人 入 4BO 中 ,14B|=|40|, 人 4=90°, 过 4 引 中 线 BD 
的 垂 线 与 BO 交 于 如. 求证 人 <4DB= 人 CDE. 


[分 析 ] “如 图 建立 坐标 系 后 , 只 要 证 直线 DB 的 
倾角 和 直线 BD 的 倾角 互补 , 即 证 朋 它们 的 斜率 之 
和 为 零 即 可 . 

[证 ] 以 4C、4B 分别 为 2 轴 和 y 轴 建立 坐标 
系 。 设 点 4、B、0 的 坐标 分 别 为 (0, 0)、(0, a)、 
Ca, 0), 则 点 也 的 坐标 为 ( 名, 0 ). 直线 BD 的 斜 


—0 
率 为 hh= 一 a 一 一 2 直线 4 互 的 方程 是 y= 元 % 直线 BO 的 方程 是 


3 
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y 一 一 a。 它们 交点 如 的 举 标 为 (所 a, 所)， 直线 DB 的 斜率 为 


a 
hy = 2 “hth=0, .. LEDO+ LBDO~180°, 
. LODE~ /ADB. 
3 »。 + » 亿 YY 一 一 = 化 2 
17 下 四 直线 乞 + 旭 -1， 人 多 二 娄 -1， 乞 + 六 =2 
2 十 


于 十 基 一 2 所 组 成 的 平行 ;四边 形 的 对 外线 互相 委 直 
” [分析] 可 适用 直线 系 方程 求 出 此 平行 四 边 形 的 两 条 对 角 线 的 方程 证 

”证 ] 设 过 三 二 区 = 工 与 邯 二 公开 交点 的 直线 系 方程 为 二 十 刀 一 1 

二 也 他 -@， 过 和 十 妆 =2 与 区 + 交点 的 直线 系 方程 为 

角 线 方 和 为 zx—y=0. 局 法 可 得 另 一 对 角 线 方 程 为 zx 二 g 一 一 … 四 边 

形 的 对 角 线 互相 垂直 . 

318. 在 正 八 4BC 中 ，D、 万 分 别 为 AB、 BO 上 上 的 点 ， 且 


AD= AB, BB 二 BO A 及 、CD 交 于 点 P， 求 证 : . 


3BP TOP. 

[分 析 ] ”建立 适当 坐标 系 并 设 定 正三 角形 边 长 
后 , 可 求 出 4、B.O 及 刀 . 也 的 坐标 , 从 而 确定 直线 
CP 和 BP 的 方程 。 然 后 考察 两 方程 系数 间 的 关 
系 即 可 得 证 . | 
[证 ] 取 直 线 4B 为 = 轴 , 4B 的 中 点 0 为 原点 ,建立 直角 坐标 系 . 设 正 
三 角形 边 长 为 24, 则 有 : 4(-a 0)、 Bla, 0.0(0, V30)、D( 一 各 ,0)、 


" 3 
A 3 )- 直线 4B 的 方程 为 V3z- 多 +V34=0， 直 线 
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CD 的 方程 为 3V Bw y+ VY 3a 一 0… 作 . 设 直线 BP 的 方程 为 3V 3z 一 
by 十 V 3a=X(V 3z 一 5y 十 V 3a),'“ 直线 BP 过 B 点 ,.…. 3V 3a+V3a 
A(V 3a+MV3a), A 二 2，.*. BP 的 方程 为 V 3+9y 一 MV 34=0.…@. 
由 @、Q@ 可 知 414s+BiB,=3V 3 .V3+(-1).9=0, .. BPLCP. 
319. 平行 四 边 形 4BOD 非 萎 形 或 矩形 ， 引 OB | 4B 于 玉 ， 


CF.| 4D 于 耳 , 连 了 瑟 并 延长 交 DB 的 延长 线 于 P, 则 4AOP 
=90°, / | 


[分 析 ] 当 取 C 为 原点 、04 为 y 轴 时 ， 欲 证 
人 40P~90°, 只 需 证 出 点 卫 的 纵 坐 标 为 零 ， 

[证 ] 取 0 为 原点 ，C4 所 在 直线 为 y 轴 ， 建 
了 立 直角 坐标 系 。 设 CD 的 方程 为 y 二 m1%, 0B 的 
方程 为 y= 一 m2%, | 40| ==b, 则 4B 的 方程 : y= 
miz 十 b; AD 的 方程 : Yy 二 一 mw%27 十 5; UF 的 方程 . 

Z 一 0220 一 0 CE 的 方程 ，z 十 my 二 0. 

设 BD 的 方程 为 max+y-0 二 AGm15 一 扔 ，。 … BD 过 A0 的 申 点 
(0, 纪 “4=1 故 BD 的 方程 为 (mz 一 m2)z-2y+5=0.…@， 

设 FP 的 方程 为 m5 一 y+b=N Cz+miy) 或 mac 二 yD 人 (2 一 my)， 
BP Cm A r+AmDyTo=0 或 Gra—-p r+ CL+pm)y -b=0. 
， . mA -1 一 Moat 5b ， 

“- 两 方程 表示 同 - 有线 ， ma im po 由 此 得 
入 一 My 故 BF 的 方程 为 (m1—m2)z— (I+mma)ytb=0..…®D, 

从 @、@ 可 得 点 卫 的 坐标 为 (~ 一 一，0) 


1 一 2723 


"，4CCP， 即 AACP=90°, 


[说 阴 」 用 解析 法 证 平 几 问 题 ， 常 取 问 题 中 两 互相 垂直 的 直线 为 坐标 
轴 . 利用 直线 系 方程 来 解 题 , 可 以 避免 解 方程 组 求 交点 坐标 , 使 运算 过 程 
简化 。 本题 结论 亦 可 改 为 : PC 与 以 40 为 直径 的 圆 相 切 。 

320. 设 三 直线 zycos B+ cosy=0, veosB+y+eosa=0 
和 zcos7y 十 ycosa 二 IT= 0 相交 于 一 点 ， 求证 ; B 一 y 土 = 2nm 
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或 B+7y 土 w=210m (2E.， 


[证 ] … 直线 Z 二 ycosB 十 cosy 一 0，2cosB 二 gb 十 co8aw 一 0 和 2Zco8y 十 
1] cosB cosy 
ycosa 二 1 一 0 其 上 旦 , .", leosB8 1 cosal=0, 


cosy cosa 1 


1 cosB cosy 1 cosB Cos 小 
又 '`… leosB 1 cosal=10 1—cosB cosa — cosBeosy 
cosy cosa 1 0 cosa—cosBeos’y 工 一 cos 7 
1—cosB cosa — cosB eosy 
cosa ~ cosBceosy 工 一 co08 小 


=(1--cos BCL 一 cos 7 ) 
~ (cosa—¢osBeosy)’ 
Sin? Bsin? xy — (cos a — cosB eosy)? 
一 (Sin Bsiny+co0sBeosy— cosa) 
. (Sin Bsin y — cos B cos y+ cosa) 
= [cos(B—7)—cosal][cosa— cos(B+7)],. 
[cos{B8—Y) —cosajLecosa—cos(B+7)J=0,. 
故 cos a=cos(B 一 y) 或 cosa 一 cos(B 十 Y)， 即 得 : 
B—y+ta= nr 或 B+yY 寺 a=2nr(n € DN). 
821. 已 知 不 同 的 三 直线 wsin3a+y sin a=, Z sin 30 十 
y sin B=a, w sin 3y+y sin y=2 共 点 , 其 中 4&0, 求证 ; 
sm w 二 sn Bi+sin y=0. 
[证 一 ] 根据 三 条 互 不 平行 的 直线 共 点 的 条 件 可 得 : 
Sn3x Snw 一 0 
sin3B sinB ~al=0 
sin3y siny -a 
3sina— 4sinsg sina —ol 
即 3sin B—4sin3B sinB ~al=0 
3siny—4siniy Sany -a 
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Sin3w Singm 1 
sn 8B sinB 1 
sinsy siny 1 z 
即 (sina—sinB) (sinB—siny) (siny—sina) (sina+sin B+siny) =0, 
xX sina4 sinB, sih BFsiny, Sn yAFASINna, ... sina+sin B+sin y=0, - 

[证 二 ] 设 三 直线 都 过 定点 (%, 从, 则 jsin3xc+zsina=o 即 

4hsin*a— (3h+Ek)sina+a= 0...(0); 
hsin 3B8+xksin B=a, , 
.dhsins 8B — (Sn 二 0...@); 

hsin 3y+ hsiny = 二 a, 即 
dhsins yy — (3h + rs8In y+a=0...®. 
由 外、 @、@ 可 知 sina, sinB、 siny 是 方程 包 妇 一 (ah 二 有 ia=0 的 三 
个 根 ， 根据 韦 达 定理 有 sina+sin 8+siny=0. z 

3229. 人 4BO 中 4D 是 BO 边 上 的 高 , 且 |4D|=|BO|, 2 为 
BC 的 中 点 , 五 为 垂 心 ,求证 1MH|+|HD|=|BM|. 

_ [分析] 本 题 当 取 BC、4D 所 在 直线 为 坐标 轴 ， 
设 定 B.C 两 点 坐标 后 , 点 4、 DD、 五 的 坐标 随 之 
而 定 ， 计 算 距 离 i 如 |、| 昌 Dj|、1BM| 即 可 证 
明 . | 

[证 ] 建立 直角 坐标 系 如 图 设 点 B8、0 的 坐标 
分 别 为 2, 0), Ca, 0).… 14DI=1801 点 4 人 


的 沧 标 为 (0, a 一 b). 直线 B 玉 的 方程 为 y 一 一 (2 下 ， .点 且 的 这 
—_ab 一 2 +b 
和 标 为 (0 元史) EDI- 寺 轨 (3 , 0) 
+b a—b 
Bul ah a, 


bY a2b2 a +b? 
MH =-V(23) 0 -4 二 0 
PIN ) te sa- 
. 9 
[MH|+ lHD) 2(a—b) Tao 
.0+b—2ab a—b 


Q 和 站 0， =—0, 
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323， 在 已 知 正方 形 4BOD 内 侧 ， 作 等 边 人 4BK、 人 和信 BCL、 
人 ODM、 八 DAN.， 试 证 ，KL LM. MN 和 和 NK 这 四 条 线段 
的 中 点 和 A4 玉 、BK、BL、 CL、CM、DM、DN、AN 等 八条 线 
段 的 中 点 ， 是 一 个 正 十 二 边 形 的 十 二 个 顶点 . 


[分 析 ] 要 证 诸 线 有 段 的 中 点 Pi、P2、…、Pw 是 
正 十 二 边 形 的 顶点 , 可 从 证 Pi(i=1, 2,…, 12) 
共 圆 , 且 相 邻 两 点 的 距离 均 相 等 着 手 。 为 此 宜 取 
正方 形 的 中 心 0 为 原点 ， 使 ~、9 轴 分 别 与 正方 
形 两 邻 边 平行 ， 取 正方 形 边 长 为 22， 求 出 P; 的 
坐标 , 即 可 得 证 .| 
”证 ] 以 正方 形 中 心 0 为 原点 , 使 * 轴 、y 轴 
平行 于 正方 形 两 邻 边 , 建立 直角 坐标 系 ， 设 正方 形 边 长 为 2 则 
4(- 由 一 小 Ba -a)、C(a, o)、D(-o a)， 因 为 四 个 等 边 三 角形 
是 分 别 以 z 轴 、y 轴 为 对 称 轴 的 对 称 图 形 ,所 以 五、 工 ,站 、 四 点 分 别 在 
轴 与 y 轴 上 ， 它 们 的 坐标 是 KC0, (V3 -Da)、 ~-(V 3-1)a,0)、 
M(0, 一 (V3 一 Da)、N((V 3 一 1)a, 0)， 又 设 DN、 OL 和 KN 的 中 点 
为 PI、P2 和 Ps 则 根据 中 点 公式 它们 的 坐标 分 别 为 : 
PY 5 a, 全、 P:( 一 ~ 3 3 人 Pi( 之 3 一 a, M3 -1 -a ), 
根据 两 点 间距 离 公 式 得 {PiPs|= (2 一 V3)a,， | PaPs|=(2 一 V 3)a， 
“|PiPs| =1PsPs|， 同 样 ，|OP1|=M2 一 V 3a, |0Ps|=M2~V3a 
10Ps|=M3—V83a, .. |OPi|=|0P2s|=|0Ps|. / 
再 由 图 形 的 对 称 性 ， 可 知 另外 九 个 顶点 均 在 以 0 为 圆心 , M2 一 V3 a 长 
为 半径 的 圆 上 , 且 它们 相 邻 两 点 之 间 的 距离 是 (2- V 3)a。 因此 , 这 十 二 
个 顶点 是 正 十 二 边 形 的 顶点 ， : : 


324、 设 两 已 知 点 Pi(zu bg) 、Pa(za Ys) 的 连 线 交 直 线 4z 十 
By+0=0 于 点 P(Ps 不 在 此 直线 上 ) 求证 : 


PP 4zi 十 Bo 十 CC 
有 Azst+ ByatC ” 
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[分 析 ] 设 -与 区 拉 一 则 点 卫 的 坐标 可 以 利用 分 点 坐标 公式 求 得 ， 再 
恨 据 点 了 在 直线 et By+0= 0 上 , 即 可 得 证 . 
[证 ] 设 了 一 入 则 点 也 从 标 为 (号 二 季 ， 芭 生起) “点 王 在 


了 十 人 工 十 六 
.47 二 7 二 CC 一 4 , 妇 士 人 za 万 ,要 十 和 ya 0=0, 得 入 二 
直线 Ax+ By 二 0 上 ,一 人 本 让 二 3 区 二 起 二 解 得 
44ZI 十 号 tt 十 性 PP _ .41 十 Do 二 CC 4 
TON 1 zs+ Bys+C#0). 
Az2 + ByattUu " PP, | Azo+ Byst+C ( 2 22 ) 


[说 明 」 这 是 一 个 有 广泛 应 用 的 定理 ， 可 用 于 证 明 离 差 符号 法 则 , 也 可 
用 于 证 比例 线段 . 


325. 天 为 A4BC 的 边 BO 所 对 的 中 位 线 DB 上 任意 一 局 ， 


OP 交 4B 于 人 ,BP 交 AC 于 NWN. 求证: AN AM 1 


[分 析 ] ”可 先 利 用 上 题 的 结论 , 求 得 本 题 中 所 
涉及 到 的 线段 之 比 , 然后 证 之 . 

[证 ] 建立 坐标 系 如 图 . 设 A4B0 顶点 坐标 
为 4(0, a)、B(b, 0)、 0《e, 0)， 点 卫 的 坐标 为 


(zo, 笠 ). 由 直线 BP 的 方程 为 oz 一 3Co 切 一 


ab= 0, 根据 上 题 结 有 论 ， 专 广 0 A 
方程 为 ax ~2y(zo 一 0) 一 0 同 理 有 
AM — da (ro— CI) 一 CC 二 C 一 200 C 一 270 
MB ab—ac 已 一 C c—b “ 
AN -AM _ 2r»,—b C— 2 _.C—b _ 
NO NB ob + oo ~ so™. 


326. 八 4BO 中 BO 边 上 的 中 线 为 
AO, 任意 一 直线 1 分别 交 4B、 40.、40 


于 1 N P 求证 2M ON OP 


MA NA PA 
成 等 差 数 列 ， 
[证 ] 建立 坐标 系 如 图 . 设 点 如 的 坐标 为 
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-4,0), 后 C 的 坐标 为 (% 0), 点 4 的 坐标 为 (5, 4).。 直线 ! 的 方程 为 
2 十 99% 十 ?一 0 根据 第 324 题 结论 有 


到-_-_ -ar ON -7 
MA pb+tgat+r” NA 2DD 士 08 十 9 
CP __ aptr 
PA4 2D 十 9& 十 7 
BM ,CP 27 _ 20N 


MA PA miir NA 


327. 设 人 PQR 的 三 边 PQ.QR、RP( 或 其 延长 线 ) 交 直线 1 
于 LL、 MN 三 点 . 求证 : 了 


[证 ] 任意 建立 直角 坐标 系 ， 设 顶点 的 坐标 
为 Plz1, y1)、 Q(T2, Y2)、 RE(%s, ys) 直线 ! 的 ] 
方程 为 4z+ By+C=0。 根据 第 324 题 结论 ， 

PL 四 Axi+ Byit+C z 
L@ Axst+ Byst+0O” 
Axs+ By2+C 
MR Axs+ Bys+C ” 


RN Azs+Bys+0 
NE AXi+ Byit+C ” 


[说 明 ] ”本 命题 又 称 梅内 劳 斯 (Menelaus) 定 理 . 
328 在 八 PQE 中 ， 和 A、 ~ 问 对 边 引 三 线 PDQE、 


QD ,PF 

RF 交 于 一 点 0. 求证 也 8.3 Fo 
=1] : | 

[证 ] 取 0 为 原点 建立 直角 坐标 系 . 设 三 顶 

点 的 坐标 为 PCz1, 册 )、@(za ya)、B(xsa, ys). 

直线 PD 的 方程 为 47 一 219 一 0. 根据 第 324 


D YiX2— TYy2 _ YiT2 — TIY? _ Yars 一 2Z2gs 
结论 = 一 一 -一 一 一 一 一 一 -一 一 一 一 一 一， 理 ， 
YiX3 一 -123 TiYy3™— YiX9 同 老 Pp. X201 Y: 2Z1 
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PF Yari— Ty . OD EE PF 


人 


FO ry-yra DRE EP FO 
[说 明 ] 本 命题 又 称 塞 瓦 (Ceva) 定 理 . 


329. 在 直角 三 角形 4BC 中 , |4B| 0, | 40| 5, 直角 4 的 
n 等 分 线 顺 次 与 斜 边 BO 交 于 点 Pl、 Pa、…、P,_1， 求 证 


1 1 ,1 ?+ 1) 
2 +A-1) 


[证 ] 建立 极 坐 标 系 如 图 , 则 点 如 的 坐标 为 
Cc, 0), 点 0 的 各 标 为 (5, 们 )，BC 边 的 极 坐标 广 
程 为 p< + 于 人 -1 设 LB4P1o, 则 


b 
1 _ COsa + Sina 
AP: C b “ 
, 1 cos2da gin On 
同 理 可 得 AP, 0 Te 
1 _c¢os(p—l1)a J sin (%—1)a 
AP,-1 Cc b L 
“,” cosat+o0s 44 十 十 cos 910 一 一 一 一 
81n 一 


Sin w 十 Sin 2x 十 … 十 Sin (2 一 1)w 一 


.a 
Sn ~ 
。 1 1 了 
APr FT 二 


~ (cos 0 二 COS 324 十 . 十 COS(n —1)o) 
GC 


+ 二 (sin xX 十 Sn 3a 十 … 十 Sn m1)a) 


si ( 2 na | sin OL Sip na 
C 他 0 C 
“5 2 
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， 《92 一 二 ya na na \ 
__ Sin ~ (™ D ‘Sin 可 | 


。 CY 
SI1N 一 一 


2 


(2 一 1 人 ,TV 
Sn 一 -一 一 一 | cos 一 Sn 一 
加 dn ( 4 4 4 ) 


* mT 
4 


in 一 oog 一 - cogs 二 8in 


至 人 bie ) 
Vabo/ 


。 全 
SIn -一 
dn 


一 we (ote - 1). z 
330， 过 边 长 为 z 的 正三 角形 的 重心 G 作 一 直线 交 两 边 于 


和 、 1 1 J 9 


[分 析 一 1 显然 ,Pp、4 的 值 决定 于 过 定点 G 的 
直线 BFF, 故 可 在 建立 坐标 系 后 , 将 p、4 写成 此 下 
线 的 倾角 的 函数 式 , 再 通过 计算 证 之 . 

[证 一 ] 建立 坐标 系 如 图 , 则 边 04、0B 所 在 直 
成 的 方程 分 别 为 g= YEn， 和 y= 一 

又 设 L2GE=0， 0G=Ya ,， 扣 王 的 从 
标 为 (> xa 二 02cos0, psin 9) 感 下 的 坐标 为 (> wa 一 gcosb, 一 9qSin ) 


,op V3fV3 
* 点 召 在 04 上， psing- YE( YE arpeos0) 


1 
Pp wu 
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同 理 , 由 点 下 在 QB 上 ,可 得 LVI Dnt 故 


-二 -cv 3 sin 0 一 cos 0)2— (VM 3gsin0 一 cosb) 
D pa gq 
‘(MV 3 sin 8 十 cos OFS 3 sin + cos 0)”] 
3 (3sin? 0+ 900s: 0) = 


[分 析 二 ] 由 于 待 证 结 汉中 寂 及 到 同一 直线 上 的 线 届 长 人 g, 故 也 可 用 
直线 的 参数 式 证 之 . 
[证 二 ] 建立 坐标 系 如 前 , 则 04 0B 两 直线 的 方程 可 表示 为 
72— 3 =0...0. 


_V3 
/可 2 一 一 3 一 4 二 cos 


过 G( 气 代入 


@, 得 
(ecs 0 — 35in 0) 十 2V3 -at COS G+ 


jo 和 二 上 广 为 
| y=t sin 8, 


了 0 


方程 @ 的 两 个 根 为 p、g, 而 以 三、- 二 为 要 的 方 各 为 


los2 + 2 3 VS to0s0+ (e080 — 3sin70) =0. 


1 工 _ Fue _.1] 3(Cc0s0— 3sin 0) 
pp g a ”pa 0 
] 了 1 (3 > ) 】 
一 一 一 十 一 一 (二 一 一 -二 
2 Da ud p ad pd 
_ l2cos10~3cos0+9sin?0. 9 
a 


8331. 人 4BO 中 ，_/B- /0 = 90°, 
[Bcl =a,，|04|=56，1|14B|=ec， 求证 ; 
2_ 1 /1 : 
a (+o (一 0)3 

[证 一 ] 建立 坐标 系 如 图 , 设 点 B.C 的 坐标 
分 别 为 (9， 0).、 -(&, 0), LAUVB=a, 则 LA4BC=90°+a, 并 设 k=—tga,. 
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则 直线 4C 的 方程 为 y=%(z 一 0), 直线 4B 的 方程 为 y= 二 % 改 尽 殷 的 


_ ak2 ak 3 ?一 ap y (a7) 一 
坐标 为 (72T TT) -1401 TB 


Q2(12 二 1) a:sec’a | .» Qseca 
1 


G284 GQ282 a282( 芋 十 8237 ac2tc2w8ec2a 
14 一 TH 
c= a te a sec a 
|tg2a-- 工 | ” 
1 tga—l)’ 1 (tcl 
(b+c)’ a28ec2w ” (b—e)’ a’ Sec* a 


了 1 9 sec? a _2 
(Bie) Teo- (OHe) Q28ec2w al* 


[证 =] 设 ZLzo04=% 则 LaB4- 开 + x-9) 一 池 -9 


BO+0A~BA, .. (BO)ss+ (C4)s,= (BA) s,s, 


Tatboosp—ccos( TE —9 ) 同 理 ，b8in p=csin (3«-9) J 


. . -ab 
Qt+bcosnm= —csn 9,0bsSIng= —cCCosp, . 9 -cos 一 pe" 
2 ab ) _ 2(b” + oc’) 
消去 9 得 (5 2 + 机 > 加 0 
z 1 1 2(0+c”) 
~ C+ WO- Co 


2 1 + 1 
a (b+ -oO 
382. 证 明 ， 正 三 角形 内 任意 一 点 到 三 边 的 距离 之 和 为 定 值 , 
[分 析 一 ] 可 在 建立 谷 标 系 后 , 写 出 三 边 所 在 
的 直线 的 法 线 式 再 证 之 ， 
[证 一 ] 以 正三 角形 的 一 边 4C 所 在 直线 为 了 
轴 ，4C 中 点 0 为 原点 建立 坐标 系 , 并 置 A4BC 
在 zx 轴 的 上 方 (图 了 ). 设 0 到 两 边 4B、BC 所 作 
的 垂 线 分 别 为 ON' 和 ON, 且 到 这 两边 的 距离 均 
为 4， 则 ZON=30"， ZzxON'=150*， 于 是 图 1 
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BO、A4B、AC 的 法 线 式 方 程 分 别 为 Zeos30?" Fysin30° ~ad=0, zcos150° 
+ysin150°--Q==0 和 y=0、， 又 设 点 P(ga, 5b) 为 A4BC 内 的 任意 一 点 ， 则 
它 到 三 边 的 距离 之 和 应 是 

一 (acos30" 十 psin30? a) — (acos150° +bsin150° 一 0) 十 0 一 20， 
故 为 定 值 . 

[分 析 二 ] 由 于 正三 角形 的 内 心 到 三 边 等 距 , 若 取 内 心 为 原点 , 一边 与 
z 轴 平 行 , 则 三 边 的 法 线 式 方程 易 求 出 . 

[证 二 ] 取 正 三 角形 4BC 的 内 心 0 为 原点 ， 
过 0 与 三 角形 一 边 4C 平行 的 直线 为 zx 轴 建 立 
坐标 系 ,内 切 圆 半径 为 +( 图 2), 则 三 边 的 方程 分 

别 为 : 


zoos T+ysin TF —r7~0, z 图 2 


so0s E+YSin Er 一 0， zoos T+Yy oos "于 一 7 一 0 


. AABC 内 部 任意 一 点 (a, 5) 到 三 边 的 距离 之 和 为 ， 


Jr ， 条 Sm Bar 
(ecosB+bsin $$ 小 - (ee +bmm 全 


-(a COS 江 +b Sin 字 -中 = 37, 


故 为 定 值 
[说 明 ] 由 于 正三 角形 的 内 心 与 外 心 重 合 , 如 [证 二 ] 所 取 的 坐标 系 , 三 
角形 的 三 边 方程 三 顶点 的 坐标 、 门 切 加 和 外 绊 加 方程 等 部 盟 求 出 ,因而 证 
有 明正 三 角形 的 有 关 人 性质 , 常用 此 类 方法 . / z 
333. 求证 ，m 为 任意 实数 时 ， 直线 (2 一 —1)y= 
m 一 5 通过 某 一 定点 ， 


[分 析 一 ] 由 于 m 为 任意 实数 , 直线 方程 表示 直线 系 ， 任 取 m 的 两 个 
值 , 可 得 直线 系 中 的 两 条 直线 ， 如 果 直 线 系 中 所 有 直线 都 过 某 一 定点 , 则 
此 定点 即 上 述 两 直线 的 交点 . 


[证 一 ] 取 m1， 直 线 方程 为 y= 一 4 DD; 取 m= 芳 ， 直线 方程 为 
“一 9… 凶 ， 显然 此 两 直线 的 交点 为 P(9， 一 人 多。 以 点 呈 的 坐标 代入 原 直 
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线 系 方程 的 左 端 ,得 (mw 一 了 z+ (2m 一 了 Dy 一 (m 一 1)9 (2m 一 1)4==m 一 5. 
A 一 9 忆 在 直线 系 (m 一 1)z 十 (2m 一 了 Dy 二 =m 一 5 

上 . 即 此 直线 系 通过 定点 PC9,， 一 人 4. 

[分 析 二 」 色 既 为 任意 实数 , 方程 (mm 一 了 )x+ (2m 一 1)y 二 1m 一 -5 万 是 对 
m 向 言 的 恒等式 .根据 恒等式 定理 ， 由 入 的 一 父 现 系数 常数 项 均等 于 
等 , 鲍 可 得 出 直线 系 遂 过 的 定点 坐标 ， 

[证 二 」 把 原 方程 按 mw 的 降 迁 排 列 得 (c 十 2 一 入 办 一 (c++y 一 可 一 0. 
此 式 对 于 mw 为 任意 实数 值 都 成 立 ， 根 据 恒 等 式 定理 ，m 的 一 次 项 的 系数 


2y—1=0 二 人 9 i 
与 常数 项 均等 于 零 ，{ ,so 解 得 {一 。 … 和 m 为 任意 实数 时 ， 


2 一 一生 
所 给 直线 均 过 定点 (9， 一 全. 

[说 明 ] 有 关 曲 线 系 过 定点 的 问题 中 ， 无 论 曲 线 系 的 参数 如 何 变化 ， 定 
点 坐标 均 满 足 方程 。 因此 对 参数 而 言 ， 原 方程 是 恒等式 根据 恒等式 定 
至 , 可 以 求 出 曲线 系 所 过 定点 的 坐标 。 如 果 上 曲线 系 中 所 含 单 参数 为 一 次 ， 
风 | 可 与 过 网 定 站 线 交 局 的 量 线 系 方程 (如 为 直线 系 即 和 公式 (3. 04)) 对 比 ， 
加 以 证 明 . 


334， 如 果 4 十 BTO=0, 证 明 直线 4z 十 By 十 O=0 必 过 一 定 
成 。 


[证 一 」 设 4=1、B=0, 则 由 4+B+0=0 可 得 C= 一 1， 此 时 直线 方 
程 为 2 一 =0.…D. 设 4=0、B=1, 则 0= -了 此 时 直线 方程 为 y-1=0 
“加 显然 ,方程 @、@ 所 表示 的 两 直线 交点 为 (1, 1)， 以 此 代入 原 方程 
的 左 端 ,得 4Az 十 By-+C=4+B+C=0， 故 当 4+B+0=0 时 ,直线 dz 二 
By+C= ， 光 过 是 哲人， 1). 
[证 二 ] 4+B+C=0, (B+0), KAN- 2)B 


+(1-z)0~0. i 交点 的 直线 系 ，.…… 此 
定点 为 (上 了 D. 

335， 如 果 直线 在 zy 上 地 ,证 
明 此 直线 必 过 一 定点 。 
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[证 」 坝 直 线 企 7x. y 轴 上 的 截 距 为 a、 5, 则 直线 方程 为 


+41...0D 
T 1 1 1 1 1 
Bb EE’ a ED 
代入 @, 得 人 一 区 二 十 工区 - 工 一 0， 
y -z=0 Y= 
对 于 任意 实数 5Cb 类 0) 都 成 立 ， 1 _1-0, 由 此 解 得 |， 1 故 对 


于 满足 一 二 十 于 一 工 的 一 切 直线 于 + 六 1 都 过 定点 (%, 及， 


336. 设 梯形 4BOD 两 平行 边 4B、OD 上 各 有 一 动 点 P、@， 
直线 PQ 平分 梯形 的 面积 .求证 PQ 必 过 一 定点 . 


[证 ] 以 4B 所 在 直线 为 ¢ 畏 ， Mg 轴 过 万 点 ， 
建立 直角 坐标 系 . 设 4A( 一 a, 0)、B(b, 0)、Ole， 
Q)、D(0, Q), 以 及 P(rp, 0)、@(xo, 90)， 已 知 梯 
形 4PQD 和 梯形 PBOQ 的 面积 相等 ,高 也 相等 。 
~. |4AP|+|1DQO|=|PB|+|100], 即 Cp 十 四 十 oo 


一 人 一 zp) 十 (一 za)，… %p 二 4g 一 二 (b+c 一 0)， 直 线 PQ 的 方程 为 


a 
一 一生 一作 雪 由 电 ” 
yD; 


设 3 二 =X¢p 十 zo， 吕 式 即 d(%-zp)=Yy(S 27p),d7 sy=7p(Q 一 2y), 故 PQ 
a > 的 交点 ( 当 ， 全 ), 即 过 定点 (此 +e 一 ,4) 
at+o at+pB 
287， 一直 线 在 6 二 y 加 上 的 截 虹 分 别 为 名士、 3 二， 
(ad z bo. ao ¥ By adpBy 头 ood ac(By—o0d)# ay (B60— ad)、 
88(bo 一 ad) 关 ba(By 一 08))、 著 + 为 参数 ， 试 求 这 些 直线 过 一 
定点 的 充 要 条 件 ， 
[分 析 ]， 已 知 直线 在 x.y 轴 上 的 截 距 ; 因而 直线 方程 可 求 ， 但 此 直线 方 
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程 含 有 参数 t, 故 为 直线 系 ， 若 此 直线 系 过 定点 , 则 此 直线 系 方程 是 关于 
的 便 等 式 ,根据 恒等式 定理 , 即 可 得 解 ， 


[ 解 ] 随 t 而 变 的 直线 系 方程 为 2 xz 十 2 二 5 9g=1 即 


(ct 十 四 (at 十 BJzZ 二 (at 十 D) (yt+OYy= Cat+0b) (at +B). 
过 1 的 降 星 整理 得 (cax 二 ayy 一 40) 十 红 4c8 十 da) 十 (Cad+ Oy)Yy— 
(aB 二 ba)]+ (4Bz+b6y 一 6B) 0， 这些 动 直线 过 一 定点 (zo, gm) 的 充 要 
条 件 是 下 列 三 方程 有 公共 解 : 


caro+ayyo —-ad=0 : DD), 
(cB+da)zot+ (a6+by)yo— (aB+ ba) =0…(®, 
dBro t+ boyo—bB=0 (3). 


… adBy 生 bca6，.. 方程 @ 与 图 有 公 解 ; 又 … ac(ByY 一 a6) 半 ay(bc 一 a9)， 
即 ay(CecB 十 da) 半 cala6-+by),，.… 方程 @ 与 @ 有 公 解 ; 再 … Bo(bc -ad) 
ba(By 一 a6)， 即 b6(cB+da) 于 dB(a6+by)，.… 方程 四 与 图 有 公 解 . 
故 方程 @@、 四 、@@ 有 公共 解 的 充 要 条 件 是 : 


ca ay QQ 
cB+aa a06+by aB tbal =0, 
08 . b8 bB 


展开 整理 得 (ad -bc)(a8 一 By) (ba 一 4B) =0，*… gd 一 bc 尖 0, a6 一 BY 二 0， 
… 这 些 直线 过 一 定点 的 充 要 条 件 是 pu 一 a8=0.， 

338， 两 定 直线 ON OM 与 动 直 线 分 别 交 于 点 4、B, 4 在 
直线 0OB 形 与 O4N 上 的 射影 分 别 为 了 和 Q@, 如 果 42 过 一 是 
[证 一 ] 以 0 为 原点 , ON 为 z 轴 建立 坐标 
系 如 图 . 设 点 和 4 的 坐标 为 (a, 0), 又 设 |081=8， 

“NOM=0. … ON、OM 为 两 定 直线 ，,… 9 是 
一 定 值 . 于 是 点 卫 的 坐标 为 (bcos9，bsin 9). 
又 因 点 8、P 分 别 是 点 B、 4 在 O04N、0BM 
上 的 射影 故 点 8@ 的 坐标 是 (beos0, 0). 
而 OP=ac059， 点 了 的 坐标 为 (acos 0, 4c080 Sin 0)。 于 是 直线 
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AB 的 方程 为 brsin90 十 (a 一 bc6080)y 一 QabSin9 一 0...(D; 直线 P@ 的 方 
程 为 axsing0 二 (一 acos 的 1 一 4Dcos0Sin 0=0...®; 设 直 线 4B 过 和 定 
点 (2D，9)， 则 absin0=bpsin0 十 (a 一 bc080)9…@@。 罗 代 入 凶 ， 人 得 
(asin0)z+(b—-acos0)y—Lopsin0+(a—beos0)gjcos0=0,. 整理 
即 得 a(lwsin0 一 yecos0—gcos0)+b(y—psin0cos0+9¢0s0) 二 0.… 隐 , 厂 
a、b 都 等 于 零 , 则 4B 过 定点 0, PQ 也 过 定点 0; 若 4、5 不 全 为 零 ， 则 由 
@ 可 知 直 线 PQ 过 直线 xsin9-ycos9 一 9eos9= 人 0 和 直线 y 一 psin0cosg 


zsin0—ycos0—gcos0=0 
20 二 0 好 1 
十 4cos 一 0 的 交 反 . 解 方程 组 1 ， sin gcos9 + gcos0 -0 从 


z=—=(pCeo0s0+qsin0)ecos0, y= (psin0—gcos0)coso. 


… 直线 P® 过 定点 ((pcosbg 二 asino)cosog (psinG—qcos0O)cos0),. 
[证 二 」 取 ON、 OM 为 x、y 轴 , 建 这 笠 坐 标 系 . 设 (0N, 0M)=w, A4、 
B 两 点 的 坐标 分 别 为 (4, 0)、《0,5), 则 @、P 两 点 的 坐标 分 别 为 (bcosw,0)、 


(0, acosw)， 直线 4B 的 方程 为 二 十 次 1， 如 4B 过 定点 (p, 9), 则 


pI... 方程 头 yD 
总 1 0. 义 直 线 PQ 的 方程 为 Do tT noo 1.…@. 
加 下 ,得 二 二 一 (2- geos)+ 一 二 一 WW 一 pcosw) 一 0。 故 P9 过 定点 


(g COS W, DP COS wy) z : 
339， 三 角形 的 三 顶点 为 4(a, 0)、B( 一 5, 0)、0(0, 0), 自 点 
P (0, 名) 至 各 边 引 秋 线 .求证 三 秋 足 共 线 . 


[证 ] 直线 40 的 方程 为 y= 一 上 (2 一 0), 过 
点 了 垂直 于 40 的 直线 方程 为 y= 上 x 一 皮 ， 


它们 的 交点 为 R( 人 4 他 寺 和 ,24 一 只] 而 


直线 BC 的 方程 为 9 一 方 + 过 点 三 牌 直 


于 BO 的 直线 方程 为 g= 一 之 z- 他， 它们 的 交点 为 0 (ees, 
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cq 一口 ) 


_b 
dao ?0 2 


本 CD 十 c3 . . 。 Kon = Roos 即 三 


垂 足 0、0、 甩 共 线 . | 
[说 明 ] 104|.10B| 二 ab 一 (人 2 = [0G1.|OP|, .. 4.B.P.C 
点 共 圆 ， 即 若 为 人 4BC 外 接 圆 上 一 点 , 则 点 卫 在 三 边 上 的 射影 8.0、 £ 
三 点 共 线 ， 此 直线 称 为 西 姆 松 (Simson) 线 ， 
340. 设 三 角形 的 三 边 方程 为 3 一 +44=0, 22 一 38y 十 4a 
=0 和 5z 一 y 十 4 一 0. 求 此 三 角形 的 面积 , 并 证 明 原 点 在 三 边 上 
的 射影 共 线 . 


[ 解 ] 由 三 边 方程 解 得 三 顶点 坐标 为 (ta 4o)、(0, a) 和 (- 名 - 18 a ). 


13” 13 
da da 1 z 
0 a 1 17f a - —、 
风 二 角形 图 供 = 1 8, 的 绝对 值 一 区 4. 而 原点 在 三 边 上 
| 各 13 
的 射影 由 方程 组 
| 3¢— dy+4a=0 22—3y+4da=0 5z y+a=0 
4 3 了 
yy 二 “3, yy 一 一 一 一 吾 7 
of 12 16 8 12 ( 5 ) 
器 — 一 一 一 -一 一 一 一 一 一 -一 一 
分 别 解 得 一下 小 ( 13 "? 13 zj 和 26"’ 36°) 
: : _ 12, 16 a 1 : 
25 25 
5 了 
一 4 EN 1 一 (0， 
8 ， 12 1] : 
13 了 了 


… 原点 在 三 边 上 的 射影 共 线 . 
341. 求证 


三 角形 的 外 心 、 重心 和 垂 心 在 同一 直线 上 , 且 重 
心 三 等 分 外 心 和 垂 心 之 连 线 . 


[证 ] 如 图 建立 直角 坐标 系 ， 设 A4BC 的 三 顶点 分 别 为 4(0 ay)、 


Blb, 0)、CGe, 0)， 则 重心 为 MM( 


一， 号 )，40 边 上 高 的 方程 为 y~ 
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二 (一 D)， 与 4O 的 交点 即 垂 心 H(0, -2) 


BC 的 乏 直 平分 线 的 方程 为 a= 二 5，40 的 重 


直 平 分 线 的 方程 为 ea ， 两 重 直 


2 
平分 线 的 交点 即 外 心 01 (2 二 2 ，-zza 
… 有 01 的 三 等 分 点 Me y) (BM':M'01 = 二 3:1) 的 坐标 为 
2 
ca) 
上 1 十 2 3 ” 十 对 3 i 


… 1 与 族 重 合 .。 故 朋 、O1, 五 三 点 共 线 , 且 ML 三 等 分 五 、01 的 连 线 ， 
[说明 本 个 题 又 称 欧 拉 (Enler) 定 理 . 


3 物 . 自 人 4BC 的 重心 五 引 人 4 的 内 外 角 平 分 线 的 垂 线 ， 
尼 足 分 别 为 名 F， 放 是 BC 的 中 点 , 则 用 、 恕 、 卫 三 点 共 线 . 


[分 析 ] 由 于 4 的 内 外 角 平 分 线 互 相 年 直 ， 
故 可 以 它们 为 轴 建 立 坐 标 系 , 并 取 4 的 斜率 和 
B、O 两 点 的 横 坐 标 为 参数 ， 即 可 求 出 有 关 点 的 坐 
标 , 从 而 得 证 . 

[证 ] 以 和 4 的 内 、 外 角 平 分 线 分 别 为 y 轴 和 
xz 轴 建 立 坐 标 系 如 图 . 令 4B 的 斜率 为 及 则 = 

A A 


ey ， .no 4 CO 。 


而 40 的 斜率 为 刀 ( 针 + 邱 )= -ctg 生 = 一 故 可 设 点 卫 的 坐标 为 


Cb, 56), 点 C 的 坐标 为 (c, 一 ck). 于 是 点 以 的 从 标 是 (了 <， 全). 
又 设 重心 互 的 坐标 是 (w 七， 则 卫 、 的 举 标 应 分 别 为 (0, v)、(w, 0)， 
。。 . V+ok__1l1 。， 一 

“CHL4B,， .于 中 一 -过 ,又 BHA0， … 人 一 由 一 工 、 两 式 相 
加 ， 得 2uw-Hwck 一 vb 一 wbk 一 cv==0, 即 vb 二 ec) 二 wkC0 一 0) 一 24v:…(D, 又 
直线 BF 的 方程 为 05 十 Wy 二 Wwv… 回 以 点 必 的 坐标 代入 加 的 左 端 , 并 利 


用 化 简 ， 得 0 tu tt De) oy, 改 点 型 
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在 直线 BF 上, 即 天、 玖 、 丸 三 点 共 线 . 

348. 自 人 4BC 的 顶点 了 .CO 作 人 4 的 平分 线 的 垂 线 ， 垂 中 
分 别 为 了 P.@, 则 一 4 的 外 角 平 分 线 及 DBQ .OF 三 线 共 点 ， 

[证 」 取 44 为 原点 ，L 人 4 内 角 平 分 线 为 y 轴 ， 
建立 直角 坐标 系 , 则 2 轴 为 人 44 外 角 平 分 线 . 令 
AD40O=30,， 14B|=c, 140I=5 三 角形 顶点 
和 了 .8 的 坐标 分 别 为 4(0,0).B(csin 9,c eos0)、 
CC—bsing, bcos0) PO0, ceos0) .00,5co80), 
直线 B&Q、C0P 的 方程 分 别 为 


4 一 D cos 0 一 2 x cte 0...0), 


yf—C C0080= 2 zcte 0 人)， 


它们 的 交点 为 M (二 sin 0 0), 故 点 用 在 z 轴 上 , 即 4 的 外 角 平 分 


线 (z 轴 ) 与 BO、CP 三 线 共 点 . 

3 竹 . 自 人 ABO 的 顶点 至 .CO 至 人 4 的 外 角 平 分 线 作 垂 线 ， 
垂 足 分 别 为 用 世 ， 则 人 4 的 内 角 平 分 线 与 BB、0OD 三 线 共 
尽 . 


2 


[证 ] 以 点 4 为 原点 ， .4 外 角 平 分 线 为 z 3 
轴 ， 建 立 直 角 坐 标 系 , 则 4y 办 为 4 的 内 和 角 平 有 
分 线 . 设 LVZ4C=a， 4DB=m -a, |AC|=b, 
14 呈 |=c, 则 瑟 .P、C 五 的 坐标 分 别 为 B( 一 ccosa， 
c sin a)、 D(C—eceosa, 0)、C(Cb eosa, b sin a)、 a 


E(bcosa, 0)，.. BE 的 方程 为 
z cSina 
—CCcosa—beosa 


即 ceztga+ (b+c)y 一 bc sina 一 0.…(D，0Q0D 的 方程 为 


y= bsina 
beosatccecosa 


Bp bztga-(b 二 Cyt+bcsna 一 0…@ 反 人 4 的 内 角 平 分 线 方 程 为 2 二 0…@。 


y 一 (£--b cos a), 


(2 十 c cosa), 
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ctea b+c ~— bcsina (bc)tea © 0 0 
“btea —(b+c) bcesing | 一 | btea 一 (十 cj) besinal =0, 
I 0 0 1 0 0 


.… 4 的 内 角 平 分 线 写 BE、CD 三 线 共 点 ， 

[说 阴 ] 因为 同一 角 的 内 、 外 角 平 分 线 互相 垂直 , 故 凡 涉及 角 平 分 线 的 
问题 , 常 分 别 以 此 角 的 内 、 外 角 平分 线 为 坐标 轴 , 建立 直角 坐标 系 ， 

345. 求证; 完全 四 边 形 三 条 对 角 线 的 中 点 共 线 中 

[证 ] 设 四 边 形 04BO 的 边 04 与 0B 的 
延长 线 交 于 D,00 与 4B 的 延长 线 交 于 如 ,并 
以 0 为 原点 、04 为 y 轴 建立 坐标 系 (图 1)、 
令 直线 00 的 方程 是 y=hx, 4、B、0 、.D、E 各 
点 的 坐标 分 别 为 (0, 24)、(2w, 2v)、(2c, 2kc)、 
(0, 249)、(2e, 2ke), 则 对 角 线 O08B、AC、DB 的 
中 点 工 . 耻 、W 的 坐标 分 别 是 (u,v)、(c;a 十 kc)、 
《e, 4 十 ze)，'… 0C、B、 DD 三 点 共 线 ， : 
2o 2ke 11 


24 2 1|=0, 
0 24 1 
BH ev+i+aw—ca— keu=0 又 4 了 五 三 点 共 线 ， 
i 0 27 1 | / 
2 2v 1!1=0, 
2s 2re 1 
ae+kew—ev—au=0 
J 入 人 1 / 
而 CC atkc 工 |=(cu 十 Fe 十 CQ 十 cre 十 ev 
e atke 1 z 
— (aet+ekc+aut+ heut cv) 


一 一 (o0 十 dl 一 CQ 一 Ket 
一 Kae 十 pe 一 0 一 ao 人) 一 0. 


(1》 完全 四 边 形 是 由 两 两 相交 的 四 条 直线 组 成 的 图 形 ， 有 了 四边、 六 顶点 , 不 共 边 
的 两 顶点 称 为 对 项 后 , 其 连 线 称 为 对 角 线 ， 因 有 三 对 对 顶点 , 故 有 三 条 对 角 线 . 
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. 工 、M、 三 点 共 线 . 
[证 二 ] 取 04、00 为 坐标 轴 建 立 斜 坐标 系 (图 2)， 各 顶点 坐标 分 别 为 
0(0, 0) AC24, 0) .DC2d, 0).0C0, 20), BOO, 2e). 


直线 4 如 ,0D 的 方程 分 别 为 | 
oY... e, 
-了 二- 思 一 1 四 | 
20 2c ' UN 
解 方程 组 @@、@ 得 了 (22cec 人 Cad)) 0 A DY 
7 ac—de ” ac—de / 图 2 


0B、4C、D 玉 的 中 点 分 别 为 ， (2 )、 Ma, 6)、 


ac—de ’ ac—de 
N (4d,e), 让 线 如 NN 的 方程 为 (Cc 一 2) (2 一 0) 一 (a 一 路 (y 一 0)==0, 将 点 二 的 
_ 小 CC 一 EGG 一 0) 一 Ce 一 CC 一 0 
坐标 代入 上 式 ， 整理 得 -一 全 改 态 上 
在 直线 有 AN 上 , 有 即 工 、M、N 三 点 共 线 . 
[说 阴 ] 本题 中 工 , 收 、N 所 在 直线 ,又 称 牛 顿 (Newton) 线 ， 


8312. 轨迹 题 


346. 一 动 点 至 直线 % 十 y=0 的 距离 平方 等 于 这 动 点 向 ”> 轴 、 

y 轴 引 的 垂 线 与 两 坐标 轴 围 成 的 抢 形 面积 ， 求 动 点 书 的 轨迹 . 

[ 解 】 如 图 ， 设 Poc, 幼 为 轨迹 上 任意 一 点 ， 则 
(5 尝 儿 -ml 

即 z? 十 好 十 2xg 一 3|z| =0， 当 zy>0 时 , 27 二 所 = 

0， 即 为 原点 。 当 xy<0 时 ，z22 十 4xy 十 访 一 0 即 
(9 十 22)2 一 322 一 0， 

(y+2r+V 32) (y+2r— V3r)=0. 

亦 即 y 二 一 (32+V3)z 与 y= 一 (2-V3)x, “te15°=2— V3, te75° 

=2 十 V3。.…, 点 卫 的 轨迹 为 两 条 经 过 原点 ,倾角 分 别 为 105° 与 165。 的 
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347. 一 动 点 至 直线 5 十 y 一 &。 (4>0) 的 距离 的 平方 等 于 动 把 
向 z、9 轴 引 的 垂 线 与 坐标 轴 组 成 的 矩形 面积 , 求 动 点 的 轨迹 . 
[ 解 ] 设 P(z, 切 为 轨迹 上 任意 一 点 ,， 则 也 yi 


到 直线 4+y=a 的 距离 为 4~ | 后 |; 上 


P 到 坐标 轴 的 垂 线 与 坐标 轴 组 成 的 矩形 面积 
为 5= ly. (于 短 和 ) 一 lw1, 即 

十 200 十 久 一 202 一 320 二 a2 一 22 
若 获 >0， 则 点 己 的 轨迹 方程 为 和 + 久 -22x 一 22g 十 咏 一 0 轨迹 是 贺 ; 
若 zy 二 0， 则 点 卫 轨 迹 方程 为 避 十 ry 十 访 一 24x 一 2%y 十 g2?=0， 轨 迹 为 
该 双 曲 线 在 第 二 四 象限 的 部 分 ， 在 第 三 象限 内 , 满足 条 件 的 轨迹 不 存 
在 . 


348. 求 两 已 知 直 线 红 一 3y 十 1=0 和 12w 十 兄 十 13=0 交角 
平分 线 的 方程 . 


[ 解 -] 设 收 (%, 引 是 角 平 分 线 上 的 一 点 , 则 用 (zx, yy) 到 两 直线 的 距离 相 


等 , 即 插 3y+1| li2x+5y+13| 4r-3y+1 _ | 12r+5y+13 


Plx, y) 


故 所 求 角 平 分 线 的 方程 为 ar 十 16y 上 13=0 和 56z-7y 二 39=0. 
349. 从 动 点 P(x, 9) 到 两 定 直 线 及: 2 cosw 二 ysinw 一 Di 一 0， 
ls vcos B+ysin B 一 ps 一 0 的 距离 之 比 为 正常 数 入 , 试 求 动 点 PP 


“+ [zcosatysina—p| .» 
[ 解 / [seosB+ysinB— pl ” 


即 (wecosatysina—p) — A (recosB+ysin8— pn) =0. 
整理 得 T(zcosat+ysina—p) + 和 Arcos B+ysinB — po)] 
[(zcosa-tysina~p) —A(rceos B+y sin B — p2)] 一 0 
… 动 点 卫 的 轨迹 是 直线 五 + 一 0 与 五 -Na 一 0. 
850. 求 到 两 相交 直线 距离 之 和 为 定 值 的 点 的 轨迹 、 
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[分 析 ] ”两 相交 直线 的 两 条 角 平分 线 必 y 
互相 生 直 , 故 可 选 为 坐标 轴 . | 
[ 解 ]】 建立 直角 坐标 系 如 图 ， 使 两 相交 
直线 方程 为 g 一 十 jz; (>0), 设 P(z; 中 

KEz 十 2 | 一 KZ 二 2 
Vit+W Vl+x | 
即 |#z+y| 十 xz 一 y| 二 mVI 十 瑟 ， 两 相交 直线 y= 土 jz 把 坐标 平面 分 成 


z+y>0 
四 块 ( 见 图 )、 当 部“ 0 即 在 工 中 ,z= 各 VIT 届 ,轨迹 是 线段 4 
kz+y<0 

当 { po y<<0, 
ft 
kz— yO, 


一 7M (mm>0), 


即 在 工 中 ，z= 名 MIT 大， 轨迹 是 线 眉 OD 当 


即 在 III 中 ，y 二 全 VT 于 如 , 轨迹 AD; yf ty<0 
在 III 中 ，y~ 生 VIT 玉 ,轨迹 是 线段 4D; 当 | 。 0 
即 在 TV 中 , y= 一 宙 V1+ 避 ， 轨 迹 是 线段 BO。 故 所 求 点 的 轨迹 是 矩形 
4ABCD 的 周 界 . 本 - 
[说 明 ] 车 问题 改 为:“ 求 到 两 相交 直线 的 距离 之 差 为 定 值 的 点 的 轨 
迹 ”， 亦 可 类 似 求 之 , 其 轨迹 如 图 中 庶 线 所 示 ， 特 别 地 , 车 一 动 点 到 两 坐标 
轴 的 距离 之 和 为 定 值 a， 则 此 动 点 的 轨迹 是 一 正方 形 , 其 中 心 在 原 点 ,对 角 
线 为 坐标 轴 . 


8351. 过 定点 的 一 条 动 直 线 ! 和 条 定 直 线 交 于 Pi,Ps…、 
P,， 在 了 上 取 一 点 @ 人 -六 7 求 点 @ 的 轨迹 广 
程 

[分 析 ] 由 于 轨迹 条 件 为 -= - 乌 oF ， 故 若 取 0 为 极点 建立 极 尘 


标 系 ,容易 将 所 给 的 生 件 写成 解析 式 
[ 解 ] 以 定点 0 为 机 点 任意 建立 家 从 标 系 ， 设 条 定 直 线 方程 分 别 为 

pu 一 p60s(9 一 00) (i 二 1, 2,…n), 过 定点 0 的 动 直线 方 和 为 9 一 9 此 动 直线 

和 条 定 直 线 的 交 i 的 誉 标 分 蜀 为 (po go Gi=1 2,… mn)， 则 pi= 


0 0- 叉 设 后 4 的 坐标 是 (po， 0), 则 OY = 一 Po OTpe 根据 条 
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件 ,得 -也 = 六 实名 ML ob 代 换 po、 6o, 即 得 所 求 的 轨迹 方程 


pS 2 Qs) _ 


352、 质 点 P(%， 访 沿 一 直线 作 久 下 运动 当 t 一 0 时 , 它 的 位 
置 是 (1, 1), 沿 z、y 轴 的 分 速度 分 别 为 9 与 12， 求 (1) 质点 运 
动 的 轨迹 方程 ，(2) 质点 与 直线 z 一 g 十 9= 0 相遇 的 时 刻 及 其 位 
置 

[ 解 ] 设 时 间 t 为 参数 , 因为 速度 乘 时 间 等 于 位 移 ， 


人 (10)...0D) 
y= 二 1+ 二 2 


消 云 刀 得 4 一 3 一 1=0 (x 之 1), 此 即 质点 运动 的 轨迹 方程 。 

把 也 代入 zx-% 二 9 一 0， 得 ~ 尘 十 9=0、 即 t=3， 再 代入 方程 组 @ 得 
7 一 8, gy 一 37。.. 质点 在 1=3 时 与 直线 + 一 y+9=0 相遇 , 相遇 时 位 置 在 
(28, 37). 


858，“ 是 实数 ， 求 两 动 直线 % 一 oz- 2(a+1) = 0 与 oy 
2(a 一 1) =0 的 交点 的 轨迹 方程 


, y—ar—2(4+1)=0 
[ 解 一 ] 解 关于 x、 9 的 方程 {0s 2Ga -1) -0 得 
~2 Ca-D)+2a] ,_ ~2[(a?—1)—22] 
i Ya 
两 式 平方 后 相 加 , 即 得 所 求 的 轨迹 方程 2+ =8. 


[ 解 二 ] 解 方程 -ar-2(a 二 了) 一 0, 得 a 一 妇 2， 代 入 ay+z+t 


_1\ YY —2) y~2_1\ 一 
2Ca—1) 0, 得 2 Ya 人 1)=0 0。 化 简 即 得 2 十 凡 ==8, 


[说 明 ] 求 两 直线 交点 的 轨迹 方程 , 原则 上 是 求 得 交点 的 坐标 , 即 所 求 
轨迹 的 参数 方程 ,再 设法 消去 参数 , 如 [ 解 一 ]， 但 也 可 不 求 交点 坐标 , 而 直 
接 从 两 直线 方程 中 消去 参数 ,如 [ 解 二 ]. : 
3m《9m 十 20) =0,(1) 求 两 直线 交点 的 轨迹 方程 ; (2) m 取 何 值 
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里, bs 的 交点 到 直线 和 刀 一 3 一 了 2=(0 的 距离 最 短 ? 最 短 距离 
是 多 少 ? 

[分 析 ] (1) 只 需 从 直线 4 和 的 方程 中 消去 参数 mm， 即 可 得 轨迹 方 
程 ，(2) 由 于 m 是 变数 ,直线 和 is 的 交点 是 一 动 点 , 改 和 欲求 此 交 操 到 
直线 44 一 3y 一 12=0 的 最 短 距离 ， 可 将 交点 到 此 直线 的 距离 开 示 成 w 的 
函数 再 解 之 ， 

[ 解 ] 4) 直线 石 的 方程 两 边 科 以 3, 分 别 与 的 方程 两 边 相 加 ， 得 
17zx 一 51m 一 0, 即 3m==x， 代 入 的 方程 ,得 x 十 6x 一 2y==0。 此 即 所 求 的 
轨迹 方程 ， 


G) 以 z=3m 人 代入， 得 y= 名 (m+2)， 故 机 如 的 交点 
P(3m, Cm+ 2) ) 到 直线 4z-3y 一 12=0 的 距离 ， 


Qm 
| Ei 


10 


J 
me 


19 十 10m 士 8| 


27/， 5 47 
-20(m+3) T3050-: 


“ 当 轨 一 一 也 时 , 下、 为 的 交点 己 到 直线 如一 3y -12=0 的 距离 最 短 ,其 
_ 47 
最 短 距 离 是 a5 


355. 对 于 zz 轴 上 两 点 0(0, 0)、B(t, 0) 以 及 线段 0B 上 的 点 
PL, 0), 在 第 一 象限 内 分 别 以 线段 OP 和 了 B 为 斜 边 作 等 腰 直 
角 三 角形 00 了 和 了 DB, 线段 0D 与 BC 相交 于 @ 点 。 当 点 了 
在 线段 0B 上 移动 时 , 求 点 @ 的 轨迹 方程 . 


[分 析 ] 根据 已 知 条 件 ; DP、C 两 点 的 坐 ” 、 
标 都 可 用 + 的 解析 式 表示 , 从 而 可 得 OD 和 
BC 的 方程 ， 消 去 参数 t， 便 得 点 8 的 轨迹 
方程 


[ 解 ] 根据 题 意 可 知 ， 点 5 的 坐标 为 


(总 二》 点 的 表 标 为 (了 二 ， 工 二 ) 且 0<t<l， 故 直线 0D 的 方 


PG0) (10) 
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程 为 y= 了 z…@， 直线 BC 的 方程 为 y= 一 


1 


f= Ty 代入 加 并 化 简 ， 得 点 @ 的 轨迹 方程 


(一 T… 和 .由 二 得 


Z2? 二 342 一 Z 十 by 一 0 (2>0, y>0). 

356. 正方 形 4BOD， 其 边 长 为 g. 在 4B、DO 上 分 别 取 点 
M、N, 使 14M|= [ONV | . 求 直 线 4W 和 DM 交点 的 轨迹 方 
程 . 

[ 解 ] 建立 坐标 系 如 图 ,使 正方 形 四 顶点 分 别 为 
4(0, 0)、B(lga, 0)、C(la, 9)、.DC0, gq). 设 点 履 的 
坐标 为 CG,， 0)，… | 4 有 1 一 CN 点 入 的 坐标 
为 (a 一 t, @), 且 0<t<a， 于 是 直线 4N 和 DH 的 
方程 分 别 为 az 十 友 三 ayg…@，az 十 翅 一 at … 轩 由 
(DD、 句 可 知 1=y.， 代入 @, 即 得 所 求 的 轨迹 方程 

+ar— ay=0 (0<y<a). 

357. 已 知 两 直线 太 . 2 十 2y 十 2 二 0 和 1 2 一 y 十 5 二 0, 以 及 两 
定点 4(1, 0) 和 BC(3, 0) .过 原点 的 直线 与 石 . 媚 分 别 交 于 点 了 
和 @. 求 直线 4P、BQ 的 交点 忆 的 轨迹 ， : 

[分 析 ] 点 驴 的 位 置 决 定 于 直线 4P 和 
BQ， 而 这 两 直线 的 位 置 又 决定 于 点 了 与 点 
@Q@。 改 只 需 在 假设 直线 PQ 的 方程 后 ， 定 出 
表示 直线 4P 和 BQ 的 方程 ， 即 可 求 得 点 
RE 的 轨迹 . z 

[ 解 ] 根据 题 意 , 设 直 线 P8 的 方程 为 
¢ 一 mY 二 0。 过 如 和 PQ 的 交点 P 了 的 直线 系 / 
方程 为 Xz+ 罗 二 2) 二 5 一 my 一 0. 以 (0) 代 入 ,得 一 一 二， … 直 线 4P 
的 方程 为 25 一 2y 一 2 二 3my…Q@、 同 理 可 得 直线 BQ 的 方程 为 
57+3y-15=8my'*… 加 ， 岂 XxX8 一 回 x3, 得 Xx 一 25y 十 29=0Cy 生 0, 否则 点 
在 zx 轴 上 , 直线 4P 与 B8 相 重 合 )， 收 所 求 的 轨迹 为 一 直线 ， 不 包括 它 
和 2Z 轴 的 交点 4 一 多 ,0)， 
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858， 已 知 人 4BC， 过 BC 边 的 中 点 0 引 任意 直线 分 别 己 直 
线 4B 和 ACO 相交 于 D、 加 , 求 BB 与 0 两 直线 交点 也 的 轨 
迹 . 

[ 解 ] 以 点 O 为 原点 ， 直 线 CB 为 y 轴 建 立 
坐标 系 如 图 ， 设 点 瑟 的 坐标 为 (0, p), 则 点 0 
的 坐标 为 (0，-- 她 。 显 然 4B、4C 的 倾角 不 可 
能 等 于 90", 故 可 令 直 线 4B 的 方程 为 y=%ix 
十 p, 直线 4C 的 方程 为 y=Ko% 一 Pp。 叉 设 过 点 
0 的 任意 直线 为 y= (% 关 三 ,天 kg). 于 是 可 
得 点 也 的 坐标 为 (一 了 一 Fe 2 点 刀 的 至 标 为 (天 2 ETE) 
因此 直线 CD 和 BE A Y= 2k — Lp a —k2)2+p. 
从 中 消去 参数 刀 即 得 “一 , 易 知 点 4 的 横 坐 标 为 天 二 7 故 所 求 的 
轨迹 为 过 点 4 且 平 行 于 pC 的 一条 直线 

859. 1 7 和 如 为 两 两 相 交 的 三 直线 , 动 直 线 ?分别 交 刀 如 
于 点 于 1、Ma， 且 7IV1s， 过 MI、 Ms 分 别 作 三. 妃 的 垂 线 mi、 
ms， 求 直线 Tu、 ma 交点 卫 的 轨迹 方程 . 

[分 析 ] 当 直 线 7 的 位 置 设 定 后 , 点 261、 
Ms 也 随 之 而 定 , 则 直线 m1、 m2 的 方程 即 可 
写 出 , 从 而 便 能 求 得 点 忆 的 轨迹 方程 . 

[ 解 ] 以 坪 线 刀 4 的 交点 0 为 原 上 总 ， 过 
0 平行 于 直线 3 的 直线 为 < 轴 , 建立 坐标 系 
如 图 ， 设 直线 五 的 方程 为 41% 十 Biy 二 0, 直 
线 刀 的 方程 为 A427 十 Bzy 一 0， 动 直线 1 的 
方程 为 y=5, 则 过 点 Mi 的 直线 系 方程 是 
.41 于 (了 1 十 和 9 一生 一 0 人 人， lm, :. 43? 十 Bi(CB1I 二 和 一 0… 鸭 由 
Q@、 加 消去 A， 可 得 直线 m1 的 方程 为 41Biz 一 AYy+ (4?+B?)b=0.…@. 
同 理 可 得 ms 的 方程 为 43Baz 一 4 和 二 (4 十 B8)0 一 0…@， 从 @@、@ 消去 
参数 b, 即 得 (43+ B32) (41Biz 一 A3y) = (4 和 了 9 (4sBaz 一 43)， 即 : 

(Bihs— 41B3) (A142— BlB2)zT (BiAs— A1B2) (BIA3+ 41B2)y=0, 
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dh Re 


直线 下 和 如 相交，,… 号 4 一 4Do 和 0， 改 所 求 的 轨迹 方程 为 
(A14,— B1B»)x+ (Bi1As+ A1B2)y=0. 

360. 过 定点 如 的 动 直线 ?和 水 平 直线 相交 于 忆 在 各 上 上 
点 0 的 右边 取 一 点 B, 作 直角 八 4BCO, 使 4、D 在 直线 mr 的 同 
旁 , 且 人 40B=90”, |40|=6, |BO| =a(lg、5 为 定 值 )， 求 直 
线 1 和 A4B 交 点 的 轨迹 方程 . \ 

[ 解 ] 设 点 万 在 直线 m 上 的 射影 为 0, 10D| 
=Q， 取 0 为 原点 ，m 为 x 轴 建 立 坐 标 系 如 图 。 
设 点 0 的 坐标 为 (%, 0), 则 点 旦 的 坐标 为 (4 十 和 % 
0)， 而 4 也 的 华 标 分 别 为 (%, 5) 和 (0, 4)， 故 
直线 7 的 方程 为 dx+y~M…@, 直线 4B 的 
方程 为 9-b= 一 二 《2 一 和 )…@@， 由 加 和 解 出 4 代入 @， 即 得 所 求 的 轨迹 
方程 ay +bzy—alb+d)y+abd=0. 

361. 过 点 Pi(1, 5) 任 作 一 直线 1 交 4% 轴 于 点 4, 过 点 PP 
(2, 一 7) 作 直线 1 的 垂 线 m 交 y 轴 于 点 B， 求 分 线段 4B 为 
BO:0OA=1:2 的 动 点 C 的 轨迹 

[分 析 ] ”线段 的 定 比 分 点 决定 于 这 线段 的 
两 端点 和 比值 ， 现 比值 已 知 , 故 可 以 从 探求 其 
两 端点 入 手 去 解 . 

[ 解 ] 设 直 线 ! 的 倾角 为 6, … 直线 1 恒 与 
?四 相 交 , 故 0 天 0， 当 0 站 地 时, 直线 1 的 方 
程 为 y-5==t 志 9. (x 一 1), .点 4 的 坐标 为 (I1~5etg9,0), 又 m11,.. 直 
线 m 的 方程 为 y+7?= 一 ctg0.(z 一 2)， 故 点 B 的 坐标 为 (0, 2ctg8 一 ?7)， 


1- 5 ctg 6) 


设 点 0 的 坐标 为 (z, 的 ，… -二 ~ 本 
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2ectg 吕 一 7 
你 4 一 1 1 3» 
于 
ctg 0—+...®. 


由 中 .加 得 红 +5y+22=0， 当 90= 吉 时 ,直线 7 的 方程 为 <=1, 直线 甸 
的 方程 为 y= 一 7，.… 点 4 和 点 如 的 坐标 分 别 为 (0) 和 (0, 一?)。 此 时 
点 0 的 坐标 z= 本，% 一 一 - 寺 , 仍 适合 方程 4z 士 大 十 28 一 0， 改 所 求 的 轨 
站 站 dx+ 5y+22=0. 

， 一动 卫 线 过 定点 4, 且 与 两 定 直 线 分 别 交 于 RR、 S 两 后 . 


到 RS 中 把 的 轨迹 方程 ， 

[ 解 ] 《1) 若 两 定 直线 互 不 平行 . 以 一 定 直线 为 
y 轴 ， 两 定 直线 交点 0 为 原点 ， 建 立 坐 标 系 如 图 ， 
设 另 一 定 直线 方程 为 g 一 ix， 定点 4 的 坐标 为 (q， 
5)，“… 过 定点 4 的 动 直 线 和 两 定 直线 都 相交 , 故 
此 动 直线 的 斜率 m 必然 存在 ， 且 大池 zm， 其 方程 为 
yb 一 m《z 一 a)…D， 显 然 点 且 的 横 坐 标 za=0， 以 y=ht 代 入 @， 解 
得 点 态 的 横 坐 标 zs= -一 全。 设 线段 RS 的 中 点 为 PCe y)， 则 z= 
“加. 又 由 四 得 加 一 业 2 代入 加， 即 得 所 求 的 轨 
迹 方程 


21z2 一 2zy 一 (2ap 一 DZ 十 ay 一 0. 

(2) 着 两 定 直线 互相 平行 ， 以 一 定 直线 为 y 轴 ， 此 直线 上 任 一 点 为 原 
点 , 建立 坐标 系 ， 设 另 一 定 直线 方程 为 <&=P, 定点 4 的 坐标 为 (a, 8), 则 
过 点 委任 作 一 直线 和 两 定 直线 交点 及、8 的 横 坐 标 分 别 为 zs 一 0，zs==p. 
仍 设 线段 BS 的 中 点 为 P(x, 9), 则 *= 方 即 为 所 求 的 轨迹 方程 . 

[说 明 ] 《1) 合理 地 建立 坐标 系 可 以 简化 问题 的 解答 。 本 题 车 以 一 定 
直线 为 < 轴 建 立 坐 标 系 ， 则 单 用 直线 的 点 斜 式 还 不 能 包括 所 有 过 定点 4 


且 与 两 定 直线 相交 的 直线 , 因此 还 需 另 行 考虑 过 定点 且 垂 直 于 z 轴 的 直线 
这 一 特殊 情况 . (2) 不 能 遗漏 两 定 站 线 平 行 的 情况 ， 
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363. 已 知 A4BC 的 两 个 顶点 B(2，-3)、C( 一 3, 2), 重心 
9 在 直线 2z 一 2 二 II=0 上 移动 , 求 第 三 个 顶点 二 的 轨迹 方程 . 
[分 析 ] 车 点 G 已 知 , 则 4B10G, 4G 1.03. 
故 可 写 出 4B、4G 的 方程 , 从 而 求 得 点 4 的 轨迹 
方程 

[ 解 ] 设 4(z, 9) 为 轨迹 上 的 任意 一 点 ， 点 G 
的 坐标 为 (2y1 一 14, y1),，“.“ 4B 1 CG, 


2 十 总， 21 一 2 
了 一 3 2t1 十 马 


好 (y+3)(yi~2)= 一 2(7 一 2) (yi 十 了)…@; 当 直 线 4BCG 中 有 一 斜率 个 
7 区 。。 4 一 9 2 二 3 一 一 
存储 时 ， GD 式 仍 成 立 . 。 AGICB, . . "Zyl -3 3 1.. 加)。 
从 区 得 刀 ==$ 一 yt+1, 代 入 也 消去 参数 yi 得 
(y+3) 人 一 9 一 J 一 一 324 一人) 一 4 十 2)。 
化 简 得 点 4 的 轨迹 方程 2z? 一 矿 一 久 二 3xz- 芋 =0. 


.364. 已 知 人 4B0 的 内 接 和 矩形 DBFG 的 顶点 了 、G 分 别 在 
边 BC 和 A400 上 ,而 D、 如 在 边 4B8 上 , 求 此 矩形 的 中 心 呈 的 轨 
迹 . 

[分 析 ] 点 卫 的 位 置 决 定 于 直线 GP 故 在 
建立 坐标 系 , 并 假设 GF 的 方程 后 ， 即 能 定 出 
2 G 的 坐标 , 由 此 求 得 点 乙 的 轨迹 . 

[ 解 」 以 直线 4B 为 z 轴 ,点 0 在 4B 上 的 
允 影 0 为 原点 ,CC 为 y 轴 建 立 坐 标 系 ,并 设 三 
顶点 的 坐标 分 另 别 为 Ala, 个 BV, 0)、 C0, ce), ce>0, ab<0. 设 直线 GF 
的 方程 为 y 二 + (0<t<e). .直线 AC 的 方程 为 cz 十 ay 一 ac 直线 BC 的 


方程 为 cx+by 一 bce，， -点 G 的 坐标 为 ( 22 让 ,让 点 五 的 坐标 为 
(二 2 二 直 ， 根 据 矩形 的 性 质 , 可 知 其 中 心 点 己 的 横 坐 标 

LT ac 一 四 , blc—t) (a+6) (eC—H) 

四 | Te 2 |- 和 


ee | oc 


de 


v= 二 
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纵 和 坐标 y= 地 二 
BRA@, 得 zt 人 二， 即 cz+(o+b%- 音 @+ber0 又 


0<t<c，… 由 四 可 知 0< <g<< 本 。 故 所 求 的 轨迹 为 直线 cx 十 (at+ 2b)y 
-三 (a+b)c= 0 在 0<y< 三 中 的 一 段 
若 4、B 在 y 轴 同 旁 , 即 a6>0, 则 本 题 无 解 。 


365， 已 知 两 定点 4(2a, 0)、B(0, 25)， 肛 为 直线 jz 十 cy 一 
a5 一 0 上 的 动 点 , 试 求 ，( 了 DD 人 4BM 的 重心 轨迹 ; (2) 使 | 4M | 
士 | 了 Mi 的 信 最 小 的 点 M 的 位 置 ， 此 时 直线 44:、 2Bh 的 方程 
及 八 4BM 的 面积 , 


[分 析 ] 《1) 因为 A4MB 的 重心 随 点 以 的 
坐标 而 定 , 所 以 重心 坐标 4z, y) 可 用 点 用 的 坐 
标 表示 之 。 根据 点 型 在 已 知 直线 上 ， 就 可 求 出 
2 之 间 的 关系 . 

(2) 因为 点 履 所 在 的 直线 和 4B 平行 ， 故 使 
|4M1+1BM| 的 值 最 小 的 点 2 应 在 线段 4B 的 垂直 平分 线 上 ， 由 此 即 
可 求 得 点 放 的 坐标 ， 于 是 可 写 出 直线 4M、BMX 的 方程 . 至 于 A4BM 的 
面积 ， 因 已 知 直 线 平行 于 直线 4B， 且 前 者 截 距 为 后 者 截 距 之 半 ， 故 
八 4BM 的 面积 应 是 和 人 480 面积 的 一 半 . : 

[ 解 ] (1) 设 入 4BM 的 重心 G 的 坐标 为 (z, 引 ， 点 用 坐标 (zi, 所 ) 作 
为 参数 , 则 zzi+cyi= ap…@, 又 据 三 角形 重心 坐标 与 顶点 坐标 间 的 关系 ， 
有 37=24 革 21… 回 ,3y 二 2 十 1… 回 ， 由 中、@@、@@ 消去 参数 如 ,ys 得 
b(37 一 24)+al3y 一 20) 二 abp， 即 3b¢ 十 3ay 一 540 二 0。 ,, 人 4BM 的 重心 
轨迹 为 平行 于 bz+ay 一 ab 一 0 的 一 直线 .。 

(2) 因为 同 底 等 蜗 的 三 角形 中 ,以 等 腰 三 角形 周 长 为 最 短 , 故 使 | 41 | 
十 18 衣 | 为 最 小 的 点 到 应 在 4B 的 垂直 平分 线 上 , 即 (x 一 24)?+y2 一 ?十 
(y 一 20)”， 化 饮 得 azx 一 by 二 一 0%…@. 又 点 收 在 已 知 直 线 br 二 ay 二 


ol… 回 上 ,由 国 、@@ 解 得 交点 (Tsz， 加 zy) 即 为 所 求 ， 用 两 点 式 
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可 得 直线 AM 的 方程 Baz 二 ak(a2 二 223)7 一 22B3 二 0， 同 理 ，BXWU 的 方程 为 
5(D2 十 2a22z 十 aa 一 20 一 0 直线 pz+ay-abp=0 是 A480O 中 平行 


底 边 4 的 中 位 线 所 在 直线 的 方程 ,，…, 4B 下 的 面积 = 元 人 4B0 的 面 
积 = 子 |241|2b|=|abl 


366. : az Yi) 和 了 as(za, ga) 为 两 定点 . 过户 作 直 线 交 Y 
办 于 BB 点 ; 过 了 s 作 直线 与 直线 P18B 垂直 ， 且 交 2 轴 于 4 点. 
求 线段 4B 中 点 了 的 轨迹 方程 . 

[分 析 一 ] 点 卫 由 点 4、B 确定 , 反之 , 如 设 
点 卫 的 坐标 为 (zo yo), 根据 题 设 条 件 可 得 点 4.B 
的 坐标 ， 改 利用 P41 PB, 即 可 得 轨迹 方程 ， 

[ 解 一 ] 设 线段 4B 的 中 点 为 Plzo，yp)， 则 
点 B 和 点 和 的 坐标 分 别 为 (0, 2yo) 和 (2xo, 0). 
直线 P18 的 方程 为 (% 一 90) (Yi 一 2y0) 二 (一 1) (x1 一 0), 即 (y1 一 2y9)w 一 iy 
一 一 271yo。 直线 Po4 的 方程 为 (2 一 X92) (Y2 一 0) 一 (9 一 加) (cz 一 3zo0)， 即 
yat — (Xo— dX) Y=2r0yo, *. PIB 1 PsA, .. ys(y1 — 2Yy0) + Ti(T2 — 270)=0. 
将 2 2 代 换 z、o 并 化 曾 , 得 27212 十 2y2y 一 2z129 一 yya 二 0。 此 即 所 求 的 轨 
迹 方 程 ， 

[分 析 二 ] 点 也 由 点 4 了 确定 ,而 4、 呈 由 过 已 、P2 的 动 直线 确定 , 取 
动 直线 P1B 的 倾角 48 作 参 数 , 根据 P24 PB, 可 得 Po4 的 倾角 为 0+ 码 
或 9 一 页 由 此 可 得 PiB、Ps4 的 方程 ,于 是 点 4 了 3 与 忆 的 坐标 也 可 求 
得 .消去 9, 即 得 所 求 的 轨迹 方程 

[ 解 二 ] 取 直 线 PB 的 倾角 69 为 参数 (9 二 侍 ),，*… 及 BT Ps4，.… Po4 


的 倾角 为 6 二 或 9 一 误 , 故 直线 PB 的 方程 为 


(一 i)Sin 0 一 (7 一 雪 )c0S0. 
.… 点 BB 的 坐标 为 (0, 1 一 如 霹 人 四 ， 直 线 Psd 的 方程 为 


(¢— msin(9+ 扫 )- (g —#/s) Cos (6+ 号) 


或 (z 一 msin(6- 吕 )= 外 -的 ) COS (6- 总 )， 
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好 一 《Zz 一 22)e0s89 二 (yy 一 y2)sin9、，.. 点 4 的 坐标 为 (za 十 轨 始 2, 0)， 设 
| ~ 了 (cz+ty tg 0) 
48B 的 中 点 为 P(x, 拉 ，.. 硝 去 8， 即 得 轨迹 方程 
=a (yz tg0). / 
ST1T + 2Y2Yy — Kitra — Yi1y2 =—0. 

367 .4 是 定 直 线 1 上 的 动 点 ,， 自 六 作 另 两 互 不 氏 直 的 定 直 
线 04.08B 的 垂 线 , 垂 足 分 别 为 4. B. 求 线 段 4B 中 点 一 的 轨 
迹 方程 . 

[ 解 ] 了 到 O 为 原点 ， 04 所 在 直线 为 z 轴 ， 
建立 直角 储 标 系 ， 设 点 的 坐标 为 (zyo)， 
则 点 4 的 坐标 为 (zo，0)， 又 设 人 40B=a， 
则 直线 0B 的 方程 为 Z8inaw 一 ycosw 一 0…G@， 
DB | 0B, ,直线 到 如 的 方程 为 
2 Cos wx 十 4 Sn wa 一 20 c08 q+yo Sn gD. 解 
QD、 句 得 点 B 的 坐标 (Cos aw(xzocosw-Hsinay， sin a(zo cos w 十 ?1o sinoy 
因此 4B 的 中 点 一 的 坐标 为 


v= 二 (0 COs2 a+ yo SIn w eos G+ To), 


y= 去 (zu Sin & cos «+ yo Sin? ay ， 


1 3 
从 中 解 得 。 m= 一 2 


(Xsing— ycosa)...(), 


2 。 
Yo ma (Y +Y coS w% 一 08inwco8s0) IC 


设 定 直线 1 方程 为 4z 十 By 上 C=0，… 点 允 (zo yo) 在 直线 上 ，… 4m 
十 ByoT+TC=0. 以 田 、 由 代入 , 即 得 所 求 轨 迹 方 程 
2sina(A sin a— Boeos r+2B+Beos a— Asinacosa)y+Csin a=0. 
368， 平行 四 边 形 4B0D 一 条 对 角 线 的 两 端 在 4(3，-- 全 、 
C423， 一 3 两 点 , 点 隔 在 直线 32 一 y 十 1=0 上 移动 . 求 点 BB 的 轨 
迹 方程 ， / : 
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[分 析 ] 平行 四 边 形 对 角 线 互相 平分 , BD 的 中 点 即 4C 的 中 点 五。 而 
点 加 誉 标 可 求 ， 改 把 2 的 位 置 仪 决定 于 点 隔 的 
位 置 ， 借 助 于 点 了 在 已 知 直线 上 有 即 可 求人 得 护 B 
的 轨迹 ， 

[ 解 一 ] 设 点 B 的 坐标 为 (2, 力 ; 取 241 为 参 DD 
数 , 点 卫 的 坐标 为 (Xt1, 3z1 十 1)。 求 出 4C 的 中 
点 如 (了 ， 一 2)，*“ 召 又 是 BD 的 中 点 ， 

5 _ 2Z+z1 .mT) otlty... 
5 5 0 2 @. 
从 外. 加 消去 参数 zu 得 3 一 y 一 20=0, 此 即 点 8B 的 轨迹 方程 . 

[ 解 二 ] 设 点 BB 的 坐标 为 (15, 埠 ， 点 DD 的 从 标 为 Ww, 分。… 四 边 形 
4BOD 是 平行 四 边 形 , … 4C 的 中 点 五 (也 ，-2) 也 是 BD 的 中 点 , 故 有 
UU 二 一 X65, 二 一 y 一 4， 又 和 “点 DW, 分 在 直线 3z--y 二 1=0 上 ， 
“3( 一 X 十 5) 十 y 十 4+1=0, 即 3z 一 y 一 20==0。 此 即 所 求 的 轨迹 方程 ， 

[说 阴 ] 如 [ 解 二 Jj 那 样 , 用 动 点 坐标 表示 已 知 曲 线 上 点 的 坐标 , 然后 代 
入 已 知 曲线 的 方程 而 求 得 动 点 的 轨迹 方程 , 也 是 一 种 求 轨迹 的 常用 方法 . 

369， 三 为 直线 1 4z 十 By +O=0 上 一 动 点 ，M(c， 从 为 一 
定点 ， 点 @ 在 直线 懂 P 上 ， 且 MQ:QP= 和 A. 求 点 @ 的 轨迹 ， 
(和 一 4, 入 关 0). / 

[ 解 」 设 点 己 的 坐标 为 (zo, gj0), 点 日 的 坐标 为 (2, 办. MQ:8P= 和 入， 


_ a Azo pr ( 工 十 人 )T 一 个 ， 
i 械 -入 » 即 0 入 WD; 


C+Ayo (i+ Vy-b...s 
oY 1 和 » 即 yo 一 人 ©, 


… 点 卫 在 直线 1 上 ，… Axo+Byo 了 C0， 以 @、 回 代入 ， 并 化 简 得 
4(lTA)T+B(ITAY-Ag—BoD+COA=0，。, 点 和 的 轨迹 是 与 直线 ;7 平 
行 的 一 直线 . / 

37?0. 人 4BO 的 边 BC 的 位 置 和 长 短 一 定 ，4 点 在 定 直 线 7 
上 移动 , 三 角形 内 接 正 方形 PQRS 的 顶点 P 了 在 4B 上 , S 在 AOC 
上 , Q、R 在 BC 上。 求 此 正方 形 中 心 的 轨迹 . 
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[分 析 ] 当 点 和 确定 后 , 正方形 PYRS 的 中 心 型 也 随 之 而 定 ， 故 点 到 
的 坐标 可 用 点 4 的 坐标 表示 之 .借助 点 4 在 下 
线 ! 上 , 即 可 求 得 点 以 的 轨迹 . 

[ 解 ] 如 图 建立 直角 坐标 系 , 并 令 点 C 的 坐标 
为 (2, 0)， 直 线 ! 的 方程 为 QZ 十 2 十 co 二 0…( 侦 . 
设 点 4 的 坐标 为 (w ,点 脸 的 坐标 为 (zx, )， 
则 根据 正方 形 的 性 质 可 知 ; 点 书 5 的 坐标 分 别 
为 人 一 1 ，2%) 和 (zz 二 1， 2y)，*…… 4、P、B 三 点 共 线 ， 


w vv I 
-lyl 2y 1|=0, 
0 0 4 
EB 2yu 一 (zx 一 1y1)v=0…@， 又 “A4、S、C 二 点 共 线 ， 
w v 1 
Z 十 |y| 2y .1|=0, 
1D 0 1 


即 2yu+(w 一 5 一 1y1)2 二 2py…@， 解 加 、@, 得 


v= LD- ,~ 2py 
p—2|y| p—2)y|" 


”点 4(w, 在 直线 1 ax+by 二 c=0 上 ， 
， 一 一 一 一 二 一 十 c 一 0， 
p-2iyl  p-2lyg 
即 cpz -~ (ap 十 2c) |y| 寺 2bpy 十 pc 二 0…@. 当 A4BC 中 LB 或 LC 为 鲁 


、 r— |y| 守 0 
角 时 , 题 设 内 楼 正 方形 不 存在 , … 应 有 。， |，| 加， 当 y>0 时 ,由 


yy > 
.和 0 < 
siyeol 当 Y< 时 ， 由 


> | 
@、 加 得 opo+ (ap+2bp+26)y+po=0.…@ (| 。 “二 外 故 所 求 娄 迹 为 


方程 @@ 所 表示 的 直线 在 yYP0， 5 一 y 之 0, 2 二 sp 所 图 成 的 三 角形 内 部 的 
一 段 ， 或 方程 @ 所 表示 的 直线 在 y<0, xX 十 y 之 0, zx 一 y 专 p 所 图 成 的 三 角 
形 内 部 的 一 段 ; 当 直 线 ! 与 BC 的 交点 落 在 线段 BC 内 部 时 ,轨迹 为 上 述 两 
线段 所 组 成 图 形 的 一 部 分 。 


化 一 


@、@ 得 apz- (ap-2bp+20)y+pc=0.…@ (| 
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371， 已 知 矩 形 480D, 两 动 直线 PP'/ 4B, QQ' /4D, 且 
P.P' 分 别 在 4D、BO 两 边 所 在 直线 上 滑动 , QQ' 分 别 在 DO、 
48 两 边 所 在 直线 上 滑动 ， 求 直线 PQ 和 QP' 交点 履 的 轨 
迹 . ， 


[ 解 ] 设 和 矩形 4B0D 两 邻 边 14D| a, 14B| 
5b。 如 图 建立 坐标 系 , 则 其 四 顶点 坐标 分 别 为 
4(0, 0)、B(0, 5)、Cla, 5)、D(a, 0)。 又 设 点 
P 的 坐标 为 0), 点 8' 的 坐标 为 (0, 1), 则 点 
P' 和 点 @ 的 耸 标 分 别 为 (Y, 5) 和 (a, jp). 于 是 
直线 PQ 的 方程 为 (4a 一 和 y=4《z 一 和 )…Q@D。， 直线 OP' 的 方程 为 X(y 一 及 ) 
= 一 2…@@、@+ 回 , 得 bz 一 ay 一 0， 即 所 求 轨迹 为 直线 40. 

[说 明 ] ”在 求 轨迹 过 程 中 引入 两 个 参数 时 ,一 般 需 要 有 三 个 条 件 才 能 将 
参数 消去 ， 本 题 由 于 情况 特殊 (PQ、8'P 的 交点 必 在 直线 40 上 ), 故 只 需 
两 个 方程 即 可 消去 参数 入 、 4。 


8372. 自 已 知 角 内 - 一 定点 引 任意 直线 与 角 的 两 边 或 其 反 问 延 
长 线 相交 ， 过 两 交点 分 别 作 角 的 两 边 的 平行 直线 ， 下 
交 反 二 的 轨迹 方程 . | 


[分 析 ] ”如 图 建立 坐标 系 后 , 由 题 设 条 件 可 知 , 点 LL、N 的 坐标 都 可 用 
点 卫 的 坐标 表示 ， 故 点 也 的 模 坐 标 与 纵 坐 标 / 
之 间 的 关系 可 通过 W、4、M 三 点 共 线 而 求 
得 | 
[ 解 一 ] 以 已 知 角 的 顶点 为 原点 ,一 边 为 x 
轴 , 建立 直角 坐标 系 ( 图 1)。 设 角 的 另 一 边 方 
程 为 <=my; 定 点 4 的 坐标 为 (a,5), 过 点 4 的 图 1 
直线 交角 的 两 边 于 MK、N, 动 点 了 的 坐标 为 (zo, yo), 则 点 的 坐标 为 方程 


组 | ，_。” 的 解 ， 即 (myo, ys)， 而 直线 PM 的 方程 为 2 一 2 一 my 一)， 


4 一 00 一 名 (一 和) 
y=0 


族 点 M 的 坐标 为 方程 组 | 的 解 ， 即 《zo 一 myos 0)， 
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myo yo I 
a bp 4 
Xo—myo 0 1 
代 换 xo、yo, 即 得 zy 一 my? 一 bz 二 (28m 一 a)y==0. 此 名 所 求 的 轨迹 方程 。 
[ 解 二 ] 以 已 知 角 的 顶点 0 为 原点 , 两 边 为 
坐标 轴 , 建立 斜 坐 标 系 (图 2). 过 定点 4(@,5) 
的 直线 分 别 交 Z 轴 和 gy 轴 于 点 性、 轨 , 令 此 直 
线 的 方程 为 y 一 0 二 和 (x 一 Q) (A 为 参数 )， 则 点 


VW、44、 六 三 点 共 线 ,. 一 0。 展开 行列 式 , 并 上 x、 Y 


MX 的 坐标 为 (“ 一 元 思 0)， 点 了 的 坐标 为 
| 1 
一 4 一 二 b 
(0,0 一 A4)。. 设 点 卫 的 坐标 为 (4 oa 消去 和 即 得 所 求 
4 一 0 一 人 q。 


的 轨迹 的 斜 坐标 系 方程 (一 a) (y 一 5b) =ab. 

[说 明 j 本 题 也 可 先 假设 过 点 4 的 动 直线 方程 ， 然 后 求 出 点 卫 的 含有 
参数 的 坐标 , 再 消 参数 解 之 ， 但 不 如 上 述 解法 简捷 ， 利 用 动 点 坐标 表示 其 
它 扣 的 坐标 或 曲线 的 方程 以 后 ， 岂 展 据 题 设 条 件 去 求 轨迹 ， 也 是 一 种 常用 
的 已 考 方法 ， 


873. 在 斜 人 40B 内 作 D 乃 平行 于 4B, 交 04 于 DD 交 O0B 
于 也 求 直线 4、BD 交点 的 轨迹 . 


[ 解 一 ] 如 图 1 建立 直角 坐标 系 , 令 点 4、B、 
0 的 坐标 分 别 为 (@ 0)、(D, mb)、(0, 0). 设 点 刀 . 盏 
的 坐标 分 别 为 0)、 Cj, mj)。 DEY 4B， 


-下 改 邓 op…@， 直线 4 


的 方程 为 (4 一 0)y 一 m4《z 一 4)…@， 直 线 BD 
的 方程 为 6 一 和 y=mb(X 一 和 )…@， 由 @、@ 解 得 up. 和 A， 代 入 @ 并 
化 简 ， 即 得 所 求 的 胃 迹 方程 0%m2x? 一 25b2mzy 十 (52 一 47)y? 一 ab2m2x 十 
abm (a + by=0.@, BI[omz— (b+a ytomzr— (5— a)y 一 abm2]=0， 但 
bmz 一 (b 一 a)y 一 abm=0 就 是 直线 4B 的 方程 ， 故 所 求 的 轨迹 为 直线 
bmz— (V+a)y= 0 在 入 40B 内 的 部 分 ， z 

[ 解 二 ] 以 0 为 原点 ，04、 0B 所 在 直线 分 别 为 z 轴 、 y 轴 建 立 斜 坐 标 
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系 (图 2， 令 点 4、B 的 坐标 分 别 为 (4, 0)、(0、5)，D、 瑟 的 坐标 分 别 为 
CX, 0)、 C0, 1). … DEY AB, , “之 = 上.…@， 
直线 4 如 的 方程 为 二 + 一 1…@, 直线 BD 的 
方程 为 十 也 一 1…@， 由 加 ,图解 出 ph 代 
入 @ 即 得 所 求 的 轨迹 方程 b2w? 一 a3y? 一 ab37 
十 a2py = 一 0， 即 (bz +ay—ab)(bx 一 ay) 二 4， 但 
bz+ay 一 ab 一 0 就 是 直线 4B 的 方程 ， 故 所 求 图 2 
的 轨迹 为 直线 br -ay 二 0 在 入 40B 内 的 部 分 . 

[说 明 ] ”以 上 两 种 解法 所 得 的 轨迹 方程 表示 同一 直线 ，- 
”374. 过 两 定点 4(a, 0)、4( 一 &, 0) 分 别 作 两 动 直 线 1.7, 此 
两 劲 直线 在 y 轴 上 的 截 距 又 分 别 为 大 如 且 纪 = 如 (8 为 常数 ) 。 
求 此 两 动 直 线 交点 的 轨迹 . 

[ 解 ] 据 条 件 可 知 ,直线 的 方程 为 

本 + 二 .1 

直线 ? 的 方程 为 
一 十 当 =1， 即 lta®. 


Dx®, 得 及 -1 和 CR 代入 上 起 并 整理 得 Ea 1, 


故 其 轨迹 为 一 椭 国 ， 
”375. 一 动 直 线 1 和 两 坐标 轴 分 别 交 于 4、B, 人 40B 的 面积 
为 始点 卫 分 线段 4B 为 m:n, 求 点 PP 的 轨迹 方程 ， 

[ 解 ] 设 点 4 有 坐标 为 (4， 0), 忆 写 的 读 标 为 (0， 2)， 点 卫 的 坐标 为 
一， Bj a 一 .0 4 一 


gp, 


(X, YF),. '. AP:PB=min, ,x= 
m / 1 


; B10=——— Ty. 和 属 。40B 一 7 。。 lab | = 一 252 以 四、@) 


1 


代入 得 | 证人 人 一 2， 点 卫 的 轨迹 方程 为 oy 一 0 
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93976，4(a, 0)、B(0, 0) 为 两 定点 ， 在 和、 9 轴 上 分 别 有 一 动 
点 A 了 设 4B' 与 4B 的 交点 为 P， 分 别 求 满足 下 列 各 条 


件 的 点 也 的 轨迹 ， (1D) 04'+0B'-04+0B; (2) roy 


-ti 

OA 0B 

[分 析 ] 点 卫 的 位 置 决 定 于 点 4 和 BB， 故 可 先 假设 4、B 的 华 标 ， 
再 定 出 直线 4B' 与 4'B 的 方程 ， 求 出 护卫 的 从 
标 。 然 后 分 别 利用 所 给 的 条 件 消 去 参数 , 即 得 点 
的 轨迹 方程 . 

[ 解 ] (DD) 设 点 4 的 举 标 为 43,0)， 点 如 的 
坐标 为 (0, 4)， 则 直线 4B' 和 4 和 48 的 方程 可 分 
别 写 作 pzx+ay=ap…D， 和 bz 十 y==DA… 反 ， 


由 四 得 p= 二 性; 由 加 得 *= 忆 =-. 根据 条 件 可 知 A+h~atb， 


~Y + 一 Q 十 5. 
a—x b-—y | 


化 篇 得 8c? 于 (aa 十 D)20 十 at 一 D(26 十 DZ 一 aa 十 20)4 十 ak 十 D) =0, 即 
(px 十 dy 一 ab)Gz+9% 一 4 一 b 一 0. 故 所 求 的 轨迹 为 直线 Z+9= 一 + 和 直 
线 bz 二 ay 二 ab( 当 入 =4, pp 二 b 了 时 的 特例 ). 


“(2) 假设 同 (4)。 则 由 条 件 可 知 元 二 = 二 一 包 ， 即 元 天 = 一 (过 


了 )…@ 且 @、 回 相应 地 可 写成 人 + 艺 =1.…@ 和 了 + 全 =1…@. 
@ 一 @, 得 (二 ~ 庆 )+ 玫 三- 训 )=% 以 国 代入， 得 sy=0， 故 所 求 
的 轨迹 为 第 一 三 象限 的 角 平 分 线 . 

877. 过 定点 0 的 动 直线 与 两 已 知 直 
线 bs 分 别 交 于 BR、5D 两 点 , 求 此 动 直 
线 上 衍 合 下 列 条 件 的 反 寺 的 执 迹 方程 : 
(1) 2.0P = OR + 08; (2) 0Pa ~ OR: 
O08. 


$12, 轨迹 题 235 


[ 解 ] (1) 取 0 为 原点 ,过 0 的 任意 两 互相 委 直 的 直线 为 坐标 碍 建立 坐 
标 系 如 图 ， 设 两 已 知 直线 的 方程 分 别 为 47 十 BT 二 CI 一 0，52， 427 十 
Bay+02=0,，(Oz, OR) =6, OP=t, OR=#, 0S=ts， 则 点 RR、 的 坐标 
分 别 为 (1 cos9, t1sin 6) 和 (ts cos 0, to sin 9)， 击 点 卫 的 举 标 为 (t cos 9， 
tsin0). … 点 已 、 3 分 别 在 2 、ja 上 ，… Aiti cosg 十 Bi sin 0-+01=0，, 
Astycos0+ Basin0+0,.=0 即 

(Aicos0+ BisinO)ti= —01..0, 
(Ascos0 + B,sinO)ts= — O02….®). 
2.0P=0R-+OS, i. 2t=t +t2…®. 
(Dx(Asco80+ Basin 0)t+® x (A1c0s0+ BisinO)i, 并 以 人 代入 得 
2tA1coS80+ Bi sin0) (CA, cos89+ Basin fd)#? 
=—C1(Asc0s0+ Basin 0)t— 0At1cos0+ Bisind)t, 
印 2CA1%+ Biy) (Asr + Boy) + Ci(A2+ By)+Ca(A1z+Biy)=0， 此 有 即 


所 求 的 轨迹 方程 . 
(2) “” OPI=~OR.08, . ,. f=ti:to…@. 
由 x@, 并 以 由 代入 得 


(Ai1 cosg 十 已 SI 0) (A, COS 0 十 已 : gin Oi =010,, 
印 (4442 二 Pi (42 十 Ba 一 Ci0C3。， 此 即 所 求 的 轨迹 方程 . 


378.， 过 定点 0 的 动 直线 与 两 A 及 心 两 点 ， 


己 为 此 动 直线 上 的 点 , 且 满足 下 p =- 十， 求 点 卫 的 轨 


迹 方 程 . 

[ 解 ] 取 0 为 原点 , 过 0 的 任意 两 互相 垂直 的 直线 为 坐标 轴 建 立 坐 标 
系 ， 设 两 已 知 直线 的 方程 分 别 为 1: Aix+ Biy 十 01=0, 2: 42z 十 了 oo 十 
Cs=0. 设 人 O05， OP) =9， OP 一 t, OR=，05=t。， 则 直线 OP 的 参数 方 
程 为 | “to0s0.. G0, 扩 瑟 和 点 人 S 的 坐标 分 别 为 (#1 cos 0， tsin 0) 和 

y=t8ing . 
(t2c080, 轨 8in0).，… 点 如 和 点 8 分别 在 直线 上 和 加 上，… Aiticos9 十 
Bitisin0+C1=0, Astscos 0+ Botsgin0+0,=0; BN (A cos0O+B1 sinO)ti= 
一 04… 加 , (A;cos0+ Bysin0)ts== 一 0)…@， 显 然 Q1 半 0, 否则 (A1cos9 填 
BiySn 人 =0, 但 丘 二 0R 和 0，..， 4icos0+BisinoO=0， 从 而 tt 有 无 穷 多 
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解 , 与 直线 OP 和 11 相交 了 矛盾 . 间 理 ,Co 0 故 由 国 .图 可 得 
1 _ Aicos0+B1isind 工 _ 42cos2 十 Psimne 
大 一 (1 ”to 一 Ca 
2 1. 1 a 2 ,1 


OP OR OF ~ FA 
2 _. _ Aicos0+ Bsing _ .42cos8 十 Basin 
t Ci 0, 
去 分 母 ， 得 0sCAicos0+ BisinO)t+01(CAsc050+B,sinO)t+2010,=0. py 
中 代入 即 得 所 求 的 轨迹 方程 


(Ai03+ AsCD) T+ (BO0s + BC Yy +2010s=0. 


879， 一 定 角 绕 顶 点 0 旋转 , 其 边 与 一 定 直线 交 于 4.B 两 点 ， 
求 人 048 的 外 心 ML 的 轨迹 . 


[分 析 ] 当 定 角 旋转 到 一 定位 置 时 , 它 和 定 
直线 的 交点 4 了 3 也 随 之 而 定 ， 所 以 在 建立 从 
标 系 后 , A04B 的 外 心 坐标 可 用 点 -4、B 的 从 
标 表示 . 利用 40B 为 定 角 这 一 条 件 消去 在 
假设 点 4、B 坐标 时 引入 的 参数 ， 即 可 得 到 轨 
迹 方程 

[ 解 ] 以 定 角 的 顶点 0 为 原点 ， 过 0 且 平 
行 于 定 直线 的 直线 为 y 轴 建 立 坐 标 系 如 图 1， 并 令 定 角 4OB=w, 定 直 
线 的 方程 为 z=p， 设 A04B 的 外 心 为 下 (%, 引 ， 和 连结 YL 和 线段 4B 的 
中 点 了, 则 MP 4B， 若 设 点 4、B 的 坐标 分 别 为 (p, 和 和 (p, pp)、 则 点 


的 从 标 为 (p， 二)， 9 一 2 人 ， 即 A+p 一 2y…@， 连 OM、AN， 
显然 10M | 一 14M|, 歼 得 2+ 纺 一 (2 一 DD)?+(y~)*…@, 又 “点 用 是 
和 A04 了 的 外 心 ，… 当 w= 豆 时 ,点 了 重合 于 点 P, 显然 此 时 点 允 的 轨迹 


即 为 直线 4 当 0<w< 部 时 ， 点 下 在 直线 48 的 左 方 … 人 40B= 
LAMB~ /AMP, … LAMP=w. XX |MP|=p~z, 而 14P| ~ 

~ to ~- 哉 二 sy 好 4-A=2(p—%)tg w.…@. 
解 局 \@@ 得 X=y 一 (p 一 2) 霹 0. 代 入 回 ,并 化 简 得 2 二 (2 一 p)?sec?w， 
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即 wsin?w 一 六 Co8w 一 2px 十 所 二 0.…@，'…“ 点 以 便 在 直线 4B 的 左 方 ， 
“…. 2<2. 故 所 求 的 轨迹 为 双 曲 线 图 在 直线 4B 左 - 
方 的 一 支 ， 当 页 <w<w 时 ,点 1 在 直线 4 的 右 
方 (图 2), 此 时 有 人 40B+ ALAMP=n, .. 人 AMP 


一 0 一 下 MPI=2-p, .. eT 才 
， 改 仍 有 霹 色 = 即 @@ 仍 成 


一 5 
立 ， 同 0<w< 二 时 一 样 ， 由 式 依 旧 成 立 ， 但 由 
于 点 履 恒 在 直线 4B 的 右 方 ，.“. x>>p， 此 时 所 求 
的 轨迹 为 双 曲 线 @ 在 直线 4B 右 方 的 一 支 . 


380. 在 人 04B 中 ， 了 40B=a(a<90°),， 从 点 对 引 O04 的 
垂 线 必 P, 08 的 垂 线 WQ,， P、@ 是 垂 足 ， 五 是 人 0PQ 的 垂 
心 ， 求 点 妇 在 下 列 情况 下 的 轨迹 ，(1) 点 村 在 线段 4B 上 移 
动 ; (2) 点 放 在 八 04B 的 内 部 和 边界 上 ( 除 点 0 外) 移动 . 


[分 析 ] (1) 不 难看 出 四 边 形 五 9MP 为 一 平行 四 边 形 ， 利 用 甜心 的 定 
义 和 平 行 四 边 形 对 角 线 互相 平分 的 性 质 ， 将 点 
允 的 坐标 用 动 点 互 的 坐标 表示 ， 然 后 根据 
4、M、 互 共 线 即 可 解 得 ， 

(2) 将 点 戏 看 成 在 与 4 平行 的 一 组 直线 
上 ,即将 4B 向 0 点 平行 移动 , 用 上 述 思考 方法 
即 可 得 解 . 
”[ 解 一 ] (GD 以 0 为 原点 ,0B 为 > 轴 建立 直角 坐标 系 (图 1). 并 令 点 4 
的 坐标 为 Ca am) (mm 一 始 o， 点 的 坐标 为 (5, 0), 显然 am > 0， 设 点 豆 
的 坐标 为 (z, 9), 则 点 书 的 坐标 可 设 为 (z, m2), 又 设 点 8 的 坐标 为 (wu, 0)， 
则 点 M 的 坐标 可 设 为 (w v)。 “四边形 HQMP 为 平行 四 边 形 ， 根 据 平 
行 四 边 形 对 角 线 互相 平分 , 可 得 -2 二 ”一 区 二， 0 一 miz 一 外 又 


MP1O4 CE .4x 十 Wy。 故 点 1 的 坐标 为 (z 十 mi 


wT 1 
wxX 一 办。 4、M、 昌 三 点 共 线 ， 


图 2 
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a am ] 
+my mr~—~y 1|=0, 
b 0 1 | 
即 bmz 十 (a 一 0 十 am*)y 一 abm% 一 0.…(D，。 由 于 点 履 在 线段 4B 上， 
“0<mz~y<am 即 {9 故 所 求 的 轨迹 为 直线 @ 夹 在 两 
y>m(r—a). z 


平行 线 y 一 MX 和 Y= 二 m(% 一 49) 间 的 一 段 . 

(2)〉 当 点 用 在 人 04B 内 部 了 时， 过 点 总 (Xz 十 my，msz 一 协作 4B 的 平行 
线 分 别 交 04、0B 于 4'、B'( 图 2). 因 点 以 在 和 A048B 内 部 或 边界 上 , 故 
可 设 点 B' 的 坐标 为 (20, 0) (0<t<1), 则 点 4' 的 坐标 为 Ga, tam)， 利 用 
A4、 收 、B' 三 点 共 线 ， 可 得 方程 bmx 十 (qb 十 am2)y 一 abmt 二 0, 且 


Ym 
ne 即 所 求 轨迹 为 动 直线 CD'。 当 t 在 (0, 1 中 连续 变化 


0<=t<l1 


时 , 点 所 的 轨迹 为 图 工 中 的 A00D, 包括 其 内 部 和 除 点 0 外 的 边界 ， 


[ 解 二 ] 《DD 取 04、 0B 所 在 直线 为 <、y 轴 , 建立 射 坐 标 系 (图 3)， 设 
4、B 的 举 标 分 别 为 (4, 0)、(0, 5), 线段 4B 上 任意 一 点 用 坐 标 为 
(os y0); 则 P.O 两 点 的 坐标 分 别 为 : (0, yo+ ro Cosg) (zo0+ yo cosa, 0). 设 
相应 A0P8 的 重心 映 坐标 为 (z, Yy)。MQHP 是 平行 四 边 形 , 其 对 角 线 互 
相 平 分 ， … % 十 Xo 二 Xo 十 Yo C0sa,，Y 十 Yo 二 Yo 十 zo Cosa; 即 X=yocosa:…(D), 


yzoc0sa… 国 ，*… ML 在 线段 4B 上 … 到 + 如 -1 9. 从 @.G@.@ 
消去 mo、 ye, 即 得 重心 吾 的 轨迹 为 和 一 十 一 多 一 1， 无 论 4BO 是 


boosa -GCCoSC 
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锐角 或 钝 角 , 由 于 a 是 锐角 , 点 必 在 线段 4B 上， 故 必 在 第 一 和 象限， 轨迹 
为 以 (bcosa, 0)、(0, acos 吕 为 端 所 的 线段 CD. 

(2) 假设 同 (此 . 点 性 在 A048 内 部 和 边界 上 (点 0 除外 ) 移 动 , 过 
放 必 和 在 在 一 与 4B 平行 了 的 直线 ，,… 点 到 可 看 作 在 与 4B 平 行 的 直线 系 上 : 


好 
和 一 
coOS C 
EE 2 _ 1 4 . 2 
本 AC0<A<1)。 从 上 面 也 .四 得 "beosg qcosa 
2 一 cogsaw， 


， 轨 迹 为 以 O'(X6 cosa, 0) 和 D'(0, Macoso) 为 端点 的 线 股 ， 当 和 在 
@, (0, 由 连续 变化 时 ， 线段 0'D' 自 点 0 向 CD 平行 移动 ，.. 点 五 的 轨迹 
为 A00D 的 内 部 ,包括 除 点 0 以 外 的 边界 . / | 

381. 八 4BC 的 两 顶点 4.B 在 两 定 直线 PQ、 PR 上 滑动 ,三 
边 分别 经 过 一 直线 上 的 三 定点 卫 开 、 和 ， 求 第 三 顶点 O 的 轨 
迹 。 

[ 解 ] 取 Z 为 zx 轴 , 工 P 为 y 轴 ,建立 斜 坐 标 
系 .各 点 坐标 分 别 为 : L(0, 0)、M (a, 0)、N (8,0)、 
P(0 pb)、Q@(a, 0)、Rlc, 0)， 设 直线 4B 的 
方程 为 y= 和 x, 和 为 参数 .点 4 为 直线 y=Xz 与 


呈 + 辣 -的 交点 (95 六 点 也 为 直 
CDA 7 ). . 


线 y~ 和 9 与 tb- -1 的 交点 (外 元 ， b+cA 


AC 的 方程 为 


y—0 TX—a 


b+aA 十 QA 
0 abA(z—o) —Lab—~a(tbt+aN\) ly=0, 
[ab(z—a) tacy]A=0b(a— a yy.……0. 
y—0 rz—B 


BC 的 方程 为 bcA bc _8 ? 
bcA b 士 人 
即 boXz 一 B) 一 [be 一 68G 二 co)]y=0， 


Lectz 一 六) 十 cy 一 5 一 69 加 
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从 @、 加 消去 和 即 得 点 C 轨迹 的 斜 坐标 方程 
Ga—o) [oc(z—B)+cByl= (一 B)[ap(z 一 a) +any], 
即 baB—ca)zrzti[aBla—c)-acla~ Bly—b[LaB(la ~—c)—acla— B=0, 
… 第 三 顶点 C 的 轨迹 为 过 点 P(0, 5) 的 二 条 直线 PS | 
[说 明 ] 。 (1) 本题 也 可 取 三 定点 工 .用 .N 连 线 为 Z 轴 , 点 呈 在 + 轴 上 身 
影 0 为 原点 , 建立 直角 坐标 来 解 , 但 过 程 较 繁 . 
(2) 本 题 的 道 命题 : “如 果 A4BC 三 顶点 4、B、0 分 别 在 三 直线 PQ. 
PR、PS 上 移动 , 且 两 边 CG4、 BO 各 过 定点 M、N, 则 第 三 边 4B 必 过 一 定 
点 (了 ).” 也 成 立 ， 可 取 P9、PS 为 坐标 轴 建 立 斜 坐标 系 , 设 PR 的 方程 为 
yz, 点 呈 的 谷 标 为 (% 雁 ), 和 为 参数 , 然后 求 出 4B 的 方程 加 以 证 明 ， 


工 ， 圆 的 标准 方程 ; 
(一 2 六 十 (Y— Yo) =7. 


同心 ，C (wo, yo)， 半径 ; 7. (4.10) 
参数 方程 : {“ “一 ”0 为 参数 ， (4.11) 
四 xb/ 一 bo 二 SmD LO， 
oa 二 42 一 3. 
圆心 CO(0 0)， 半径 ，7。 (4.20) 
“(1) 参数 方程 : 
人 9 为 参数 . (4.21) 
y=7 ng, 
(2) 切 扣 为 (%1, 91) 的 切线 方程 ; 
| wT YY = 7 (4.22) 
(38) 切 尽 为 (7 cos0, 7 sin9) 的 切线 方程 . / 
veost+oysing=7. (4.23) 
(4) 已 知 斜率 的 切线 方程 / 
4 =N2 士 rwVI 二 好， (4.24) 


*(B) 切 氮 弦 ， 目 点 xzo, yo) 引 曲 线 的 两 切线 ,其 切 点 的 连 线 
称 为 点 4zo,， Yo) 关于 此 曲线 的 切 点 弦 ， 
点 (xzo, go) 关于 圆 的 切 氮 疙 方程 
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wor + yoy 一 个 ” (4.25) 
*(6) 极 与 极 线 ， 设 过 点 Po(co, yo) 的 动 直线 与 二 次 曲线 有 
两 个 交点 , 二 次 曲线 在 此 两 点 的 切线 交点 的 轨迹 称 为 点 Po 关于 
二 次 曲线 的 极 线 ， Po 称 为 此 极 线 的 极 . 
点 (wo, yo) 关于 图 的 极 线 方程 ( 见 第 4418 题 )， 


Vor Yoy 一 入。 (4.26) 
3. 圆 的 一 般 方 程 : 
02 十 六 十 Doz 十 五 9 十 已 一 0. 
问心 ，O ( 一 巡 ， 一 二 )， 半径 ,7 于 V DP 一 48. 
(4.30) 


4 一 了 十 本 一 47。 当 4>0 时 , 方程 表示 实 圆 4= 0 时 , 表示 
点 圆 ; 4<0 时 , 表示 虚 圆 (无 轨迹 )， 
(I) 切 点 为 (wi, 9) 的 切线 方程 : 


viw t+yy t+ D 人 艺 十 好 )+ 如 (好 由 2 )+F=0. (4.31) 


(2) 目 Po lwo, %o) 引 网 之 切线 ， 切 点 为 Di, 切线 长 . 

: [PoPi| = V+ Drot ByotF. (4.82) 

全， 根 轴 与 共 轴 圆 系 : 

到 两 不 同心 的 已 知 圆 s+ Di Bet P- 0 (% 二 1,，2) 的 
切线 长 相等 的 点 的 轨迹 称 为 此 两 圆 的 根 轴 ， 共 根 轴 的 圆 系 称 为 
共 轴 图 系 ， 共 轴 圆 系 的 方程 为 

WE 二 十 十 Daz 十 万 sg 十 万 9) =0. 
(4.40) 
其 中 入 为 不 等 于 一 1 的 任意 常数 此 贺 系 中 不 包括 第 二 个 圆 . 当 
和 = 一 上 时 为 根 轴 方 程 . 
当 两 圆 相 区 时 ，〈\4.40) 表 示 过 两 圆 交 点 的 圆 系 ; 当 两 圆 相 切 
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时 (4.40) 玫 示 过 两 圆 切 点 且 与 它们 相 切 于 该 所 的 圆 系 . 
(1) 根 轴 方程 
(Di1— Da)s+ (Bi1— Rayt+F1— Fs=0. (4.41) 
《2) 以 y 轴 为 根 轴 、 圆 心 在 2 轴 上 的 共 轴 圆 系 方程 : 
十 人 一 2 和 ww 十 =0 (作为 任意 常数 ) . (4.42) 
5. 加 的 极 坐标 方程 ( 见 第 406 题 ). 
(了 ) 一 般 式 ， p> 一 24ap cos(0 一 @) a3=73 


赔 心 ，C(g, gc)， 半径 ，7。 (4.51) 
(2) p=2aco0s (0 ~ 0a). 
同心 ，C (a, ma)， 半径 . al. (4.52) 
$1. 园 的 方程 


382. 已 知 圆 在 2 轴 上 截 距 为 4.53, 在 y 辅 上 一 截 距 为 ce 关 0)， 
求 此 圆 的 方程 . 

[分 析 一 ] 贺 的 一 般 方程 为 2 六 十 Dz 十 By+ 了 0， 它 在 zt 轴 上 的 截 
距 a、b 是 方程 f° 十 Dzx+ 了 =0 的 根 ， 在 y 轴 上 一 截 距 c 是 方程 ++ By 
十 五 一 0 的 根 , 从 而 可 求 出 D、 EE、 

[ 解 一 ] 设 所 求 的 圆 方程 为 2? 十 妨 填 Dz 十 By 十 了 =0.'“ 此 圆 在 zx 轴 上 
的 截 距 为 a.5，.". 4 是 方程 人 2 十 Dzx+ 了 =0 的 两 个 根据 韦 达 定理 得 . 
D= 一 (a+b), 了 f=ab. “此 圆 在 y 轴 .上 一 截 距 为 ce 即 过 点 (0, c)， 


“+eB+F~0， 故 可 ~ 一 全 + 全 一 -人 十 吧 ， 所 求 的 圆 方程 为 


2 十 42 一 (Ga+5)2-( c++ 全) ytab=0. 


C 
[分 析 二 ] 因为 此 贺 过 4(《a, 0)、B(b, 0)、C (0, c)， 故 圆心 在 4B、 
40 的 中 垂 线 上 ,由 此 可 求 得 圆心 坐标 与 半径 ， 
[ 解 一 ] … 贺 过 点 44 0)、BG 0)、0(0, c)，.. 圆心 在 4B、4C 


4 一 
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的 中 垂 线 上 ， 即 为 直线 = 2 与 9 一 站 = 人 的 交点 ， 


C 


G+b < 二 9)， 半 72 一 (2 +b 


解 方程 @ 与 加， 得 回 心 从 标 为 (2 -a) 
+ 人 生地) 帮 所 求 圆 方程 为 (- 2 +(y- a ) = (532) 
二 (全 + ) ， 即 sty (atb)e—(o t+)ytab=0. 

[说 阴 ] 求 贺 的 方程 , 一般 有 三 种 方法 ，(1) 利用 贺 的 一 般 方 程 2 十 信 
+ Dz+ Ey 十 F 二 0， 根 据 所 给 条 件 确 定 D、 卫 、F; (2) 利用 圆 的 标准 方程 
《ZY 一 Xo) 十 (yy 一 Yo) = 二 ?2 根据 条 件 求 出 贺 心 坐标 (Xx0, gj0) 与 半径 ?; (3) 写 
出 满足 两 个 已 知 条 件 的 圆 系 方程 , 利用 第 三 个 条 件 , 求 出 等 定常 数 的 值 . 

383 求 过 原点 ， 在 wy 轴 上 和 截 距 分 别 为 a、b 的 圆 方程 人头 
0, 5#0). 

[ 解 ] 因 所 求 的 圆 过 原点 ， 改 可 设 其 方程 为 2* 革 六 十 Dz 二 Ey 二 0。 又 
… 此 圆 过 (ac, 0)、0, 8) 两 点 , .*. a2? 十 Da=0, bp2+ Bb 二 0, .a 直 0, 540, 
.… DD 二 一 4, 二 一 b， 故 所 求 的 圆 方程 为 2 十 一 at 一 by 二 0. 

484.， 求 与 圆 一 十 久 一 禾 十 6% 一 3=0 同心 , 且 过 点 (一 1, 1) 的 
圆 方程 . 

[ 解 ] 圆 汪 十 久 一 此 十 6 一 3=0 的 圆心 为 (3，-3)。 设 所 求 的 圆 为 
(一 2 十 (十 3) 一 交 此 圆 过 (一 4, 1), .， ?72 二 (1 一 2)?+(1+3)? 
二 25。， 故 所 求 的 圆 方 程 为 (tz 一 2)? 十 (y 革 3)?=25. : 

[说 明 」 者 所 给 条 件 涉 及 圆心 或 半径 ， 在 假设 圆 方程 时 常 采用 标准 方 

485. 求 以 A(wi, y1)、B(wa, ga) 为 直径 两 端点 的 圆 方程 . 

[ 解 ] 因为 以 4(z1, y1)、B(z2, Yy2) 为 直径 两 端点 的 圆 的 圆心 即 为 线 


民 4B 的 中 点， 故 所 求 圆 的 圆心 是 ( 忆 革 空 ， 儿 二 儿 ) 而 半径 长 为 
VU mt 一 2)?.。 则 所 求 的 加 方程 为 


(2- 二 十 (y- ms ) _ 二 《41 ya) 


即 0 十 沪 一 (21 十 2 一 (十 19 十 2 十 V102 一 0. 


”了 


Ir . 
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化 篇 得 (2 一 01)AZ 一 22) tyY—YD YY —Yy2)=0. 
说 明 ] 本 题 结论 即 第 竹 4 题 中 =0 时 的 形式 ， 
386. 正 和 八 4BO 的 一 边 长 为 <。， 以 4 为 原点 ，4B 为 Zz 轴 正 

方向 建立 直角 坐标 系 ， 求 A4BC 的 外 接 加 

方程 . 


[ 解 ] 根据 题 意 建立 坐标 系 如 图 ， 则 点 4、B、C 
的 华 标 分 别 为 (0，0)、(z，0)、( 和， 主 光宇 o) 作 
CM 1 4B, 交 AB 于 MM 点 0 分 线段 四 0 为 MO:00 
=1:2, 则 点 0 即 为 外 接 圆 的 吏 心 , |0C| 等 于 外 接 贺 


半径 ，… 0M 一 MS a，., 点 0 的 坐标 为 (所 ， 土 a)，100] 
VE, 


一 a. 故 A4B0 的 外 缕 加 方程 为 (2-)】 二 人 


3x2 十 3%2 一 3ax 土 V 3ay=0 
387 ， 已 知 三 点 4( 一 1, 0)、B(3, 0) oO 4). 求人 A48C 的 
中 点 三 角形 (连接 三 角形 三 边 中 点 所 得 的 
三 角形 ) 和 垂 足 三 角形 的 外 接 圆 方程 . 
[ 解 】 设 A4BC 的 中 点 三 角形 外 接 圆 方程 为 
2 二 + Dr+ Eyt+F=0. 


… 边 4B 的 中 点 DCl,0)、BC 的 中 点 召 ( 训 ,2)、 


D 十 五 一 一 二 


3 苇 
40 的 中 点 也 (一 到 ,2) 均 在 此 加 上 ，. 1 可 了 二 一下 


D+2+F 一 一 地 一 4 
解 此 方程 组 ,得 D 一 一 1, = ~- 守 ， 了 ==0， 故 A480 的 中 点 三 角形 外 接 


加 方程 为 x+ 如一 z 一 -本 % 一 0. 又 设 人 4BO 的 各 足 三 角形 外 接 加 方程 


为 十 久 十 人 十 的 十 7 一 0 由 于 直线 BC 的 方程 为 40 十 3y=12…@， 故 
BC 边 上 的 高 4G 所 在 的 直线 方程 为 3% 一 4y== 一 3… 四 ， 解 四、@， 得 垂 
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足 G 的 坐标 为 (3, 5 同 理解 得 牌 足 鼠 的 坐标 为 (一 下 ,说 ) 另 


一 垂 足 即 为 原点 0(0, 0).… 0O、G、 互 在 所 求 的 圆 上 ,，.… 7 一 0 是 
39 48 39 \? 48 \* 
器 + 各- 入) -( 名 


25 25 25 
13 16 13Y\ 16W 
- 扼 和 + 革 一 -(- 疗 ) (也): 
解 此 方程 组 ,得 4= -1, c= 一 二. 故 人 4B0 的 垂 足 三 角形 外 接 贺 方程 


为 + y=0. 


[说 明 ] ”由 本 题 可 知 ，A4BC 的 中 点 三 角形 和 垂 足 三 角形 的 外 和 接 贺 相 
同 , 故 三 中 点 及 三 垂 是 六 点 共 加 此 结论 对 任何 三 角形 都 成 立 ， 
w+ wv Y 
iy wi Yi 
Ww2+Y2 wa Ya 
23 十 只 ws Ys 
(41，Y1) 、(wa，%a) (za %a) 的 图 方程 . 

[分 析 ] 显然 三 点 的 坐标 都 满足 方程 ， 故 只 需 证 明 给 出 的 方程 中 不 含 


zy 项 , 且 必 和 的 系数 相等 但 不 为 零 即 可 ， 
[证 」 将 原 方程 左 端 按 第 一 行 展开 , 得 


388. 求证 : =0 为 过 不 共 线 的 三 所 


一 


v1 Yi 1 zi+yi HN 1 
ra Ya L(y) — Ir2+y2 ya ll 
3a Ya 1 Z3 十 93 Ys 1 
zit+y zx1 1 ZiT Ww 急 
十 |z3-o za ly— [a2+y wa va|=0, 
Tys wa 1 23 十 bi 03 Ys 
zi 1 1 
岂 于 《tm4, 《za ba)、《za ge) 不 共 线 ,可 知 | za ya。 二 | 关 0 故此 方程 为 
Za Ys 1 


图 方程 ， 又 当 z=zo y 一 和 时 (i 二 1, 2, 3), 原 方程 的 左 端 为 零 ， 故 原 广 
程 为 过 不 共 线 的 三 点 (Zl 94) 、《Z2， Y2) 、 (Xa; ys) 的 圆 方程 . 
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889， 求 过 点 4(2， 一 1)， 和 直线 2 一 y= 相 切 ， 且 同心 在 直 
线 y= 一 2w 上 的 圆 方程 
[ 解 ] 由 于 所 求 圆 的 圆心 在 直线 y= 二 一 27 上 ， 故 设 此 圆 方程 为 (2 一 4)* 


+(y 十 32)*? 一 72， “此 加 过 已 知 点 42， 一 1)，.*, (2 一 0)?+ (一 1 十 24)? 


一 1.…(D， 又 因 癌 和 直线 %& 一 9 一 工 相 切 ，.… 2 即 (34 一 ] 7) 


一 27?.…@， 由 @、 回 得 (34 一 J)?=3[ (2 一 40)? 十 (一 1 十 22)], 即 02 一 104 
+9~=0, … 4 二 1 或 4=9. 代 入 加 ,得 r?=2 或 *? 二 338, 故 所 求 的 加 方程 为 
(2 一 1) 二 (十 2) 一 23 或 (x 一 9)?+ (y+18)?=338. 

390. 求 过 原点 且 与 直线 zZ= 工 及 圆 (z 一 芒 ?+ (一 2)23= 工 相 
切 的 圆 方程 . 

[ 解 ] 设 所 求 的 圆 方程 为 (z- a)?+(y 一 D 妆 2 一 72 >0)， … 此 圆 过 原 
所 ，… 吧 十 基 一 和 2 人， 又 … 此 圆 与 直线 2 一 及 圆 (一 1)? 二 (9 一 2)2 一 ] 
相 切 ，,… 《4 一 一 六 和 国 ，( 一 革 作 一 2 一 (7 土 相 人， 由 直 、 四 
得 2 十 6 二 (4 一 1)，》 即 = 2 … 和 全 .由 一 国 , 得 c++23D=23 土 ?… 轩 .又 
几 四 得 十 ?一 4 一 直人， 国 代 入 回 ， 得 ca 十 2=3 土 (c 一 人 当 取 “十 ” 
号 时 ， 得 0 一 可 ， 从 而 得 o= 二 ~ 人， 当 取 "一 ”号 时 , 得 4 一 了 3 四 
代入 外 得 六 一 22 十 23= 0, 方程 无 实 根 ， 故 所 求 的 圆 方程 为 

3 \ 1\2? 25 
(e- 到 +- 一 - 俐 


391.， 求 贺 心 在 直线 5% 一 3y=8 上 ， 又 与 坐标 轴 相 切 的 图 方 


程 
[分 析 ] “与 两 坐标 轴 相 切 的 加 其 圆心 必 在 直线 2 十 y=0 上 ， 而 其 半径 
长 等 于 纵 坐标 或 横 坐标 的 绝对 值 。 由 此 ， 再 利用 题 设 园 心 在 直线 Bc 一 3 
~8 上 , 即 可 求 得 圆心 坐标 和 半径 长 
[ 解 一 ] 所 求 加 与 两 坐标 抽 相 切 ，… 其 轩 心 必 在 直线 y=0 上 ， 
解 方程 组 | “，， _。 得 {或 { “一 ， 故 所 求 的 吕方 和 为 
(一 4) 二 (9 一 和 2 一 16， 或 (x 一 1)?+ (y+1)?=1, 


你 二 和 4 


y=4 gs 一 并 
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[ 解 二 ] 设 圆 方程 为 (% 一 4) ?十 (y 一 0)? 二 7?. “此 圆 和 zw、y 轴 均 相 切 ， 
一 .DD)， 又 .圆心 在 直线 54 一 3y 二 8 上 ，，… 5a 一 35 十 8…@)， 
@@ 人 代入， 并 化 简 得 82 一 30 一 4 一 0，.. 5 一 4， 或 b= 一 4， 代 入 回 ， 得 
a 一 4 或 aI， 代入 @, 得 r=16, 或 ?=1， 政 所 求 的 图 方程 为 

(Z 一 和 十 (一 人 一 16， 或 (2-1 了 ?十 (yo 了 1)?2=1, 

392， 求 圆心 为 (2, 轧 ， 且 与 已 知 圆 o2 十 名 一 8z =0 的 公共 苞 
所 在 直线 过 点 (5， 一 的 圆 的 方程 . 

[ 解 ] 设 所 求 圆 的 方程 为 (& 一 3) 二 (9 一 1 一 和 2 即 02 十 妇 一 4 各 一 2 十 
5 一 ”二 0.…@D， 已 知 圆 的 方程 为 22 十 P 一 34 二 0.… 回 ， 故 回 一 ， 即 得 它 
们 公共 弦 所 在 的 直线 为 x 二 2y 一 5+7? 一 0。 又 “此 直线 过 点 (5,， 一 2)， 
5 一 4 一 5 二 7 二 0， 二 4 ， 故 所 求 圆 的 方程 为 (x 一 2)? 填 (y 一 1)?=4 

[说 明 ] 求 两 相交 圆 的 公共 弦 所 在 的 直线 方程 , 只 要 将 这 两 贺 的 方程 相 
减 , 但 并 非 任 意 两 圆 的 方程 相 减 所 得 的 一 次 方程 即 为 此 两 圆 的 公共 弦 所 在 
的 直线 方程 , 因为 任 给 的 两 圆 未 必 相 交 ， 

393. 在 直角 坐标 系 中 , 求 与 9 轴 正 半 轴 相 切 , 且 与 直线 4z 一 
3y 十 1=0 切 于 纵 坐 标 为 3 的 点 的 圆 方程 . 

[ 解 ] 以 y=3 代 入 方程 和 一 3y+1=0, 得 z=2, 即 所 求 圆 与 直线 4 一 
3y+1l=0 切 于 点 (3, 3)， 设 此 圆 的 圆心 为 (ac, 59), 半径 为 7r, '“ 圆 与 y 轴 
切 于 正 半 轴 ，., 5>0， 且 @=72..….D， 又 点 (2，3) 为 切 点 ，.. (2 一 a)? 
+(3—b)?=7.® 有 ~， 即 (4 一 38 十 芒 ?一 2572… 国 ， 


解 @、 加 、@ 联 立方 程 并 考虑 2>0 的 条 件 ， 得 a= 闻 ,2= 了， 


"一 ( 闻 】， 故 所 求 的 加 方程 为 


2 2 2 
( - 卫 +(y- 革 ) =( 要 ) ， 即 9oxH9y2 一 20z 一 66y 二 121=0. 


394. 求 与 圆 O，2?+R 一 4 一 2y 一 4 一 0 及 直线 y=0 都 相 
切 , 且 半 径 为 和 的 加 方程 . 

[分 析 ] ” 因 所 求 图 与 直线 9=0 相 切 ， 故 其 半径 即 为 圆心 纵 坐 标的 绝对 
从 .XX 利用 相 切 两 加 的 半径 与 圆心 距 的 关系 , 即 可 求 得 圆心 的 横 坐 标 ， 从 
而 求 出 加 方程 ， 
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[ 解 ] 设 所 求 圆 的 圆心 坐标 为 ( 0D)，，… 此 圆 和 直线 %=0 相 切 ， 
.5 二 4..…-Q@D， 又 与 圆 C 相 切 ， 而 加 CC 的 圆心 为 (2, 1)， 半 径 长 为 3. 
VG- D-I = (44t3),， 即 (4-2?+ (5 一 1)?= 49...@ 或 
《4a 一 2)? 十 (0 一 1)?=1..@)， 由 名 得 b= 二 土 4， 当 52==4 时， 代入 加， 得 
0 一 3 土 2V10; 代入 图 ,得 (ac 一 2)?= 一 8, 无 实 根 . 当 b= ~4 时 ,代入 @, 得 
a 一 2 土 2V 6 ;代入 @@, 得 (42)?= 一 24, 无 实 根 ， 故 所 求 的 圆 方程 为 

(2~2—~2V10)?+ (y—4)?=16, (x—2-42V10)?+(y -4)?=16, 

(z 一 3 一 2V 6)2+ y+ =16, (zr—-2+2V6)2+(y+4)?=16. 


395 .， 求 半径 为 10， 且 与 两 直线 42--3y=10 和 6z 十 8y =35 
相 切 的 圆 方程 . 
[ 解 ] 设 所 求 圆 的 贺 心 为 (4，b)，*… 此 圆 和 两 直线 40 一 3y 二 10，6z+ 


8y 二 35 都 相 切 ，.… 00, 即 (4q 一 35 一 10)? 二 2500...Q@)、 辐 
6 一 25 
时 ， 一 2 和 二 全 -10， 即 (ba 二 8 一 35)? 一 1002.… 因 ， 由 四 、@ 可 得 四 
4c 一 30 一 60 4a—30=60 42 一 3 一 一 40 
方程 组 (00 1 gp 135 ,6s tab _65 , {604 gp_135 
{ 和 一。 一 。…@， 解 上 述 四 方程 组 ,可 分 别 得 
和 日 由 
6a+86 一 -65 各 二 入 四 | 朋 
人 [一 人 | 
b=3.6, (5=—12.4, (5=15.6 5 一 一 0.4. 
故 所 求 圆 有 四 个 , 即 


(z—17.7)?2+(y—3.6)?=100, (2-5.7)2+ (y+12.4)?=100, 
(zw—1.7)*+(y—15.6)’=100, (¢+10,3)2+ (y+0.4)?=100. 


396. 已 知 三 角形 的 三 边 所 在 直线 为 2 十 2y=5,，2w% 一 y 一 5 
2x 十 9 一 5 求 三 角形 的 内 切 图 方程 . 


[分 析 ] 利用 直线 关于 点 的 高 差 法 则 以 及 三 
角形 内 心 到 三 边 的 距离 都 等 于 内 切 圆 半径 , 即 能 
求 得 内 心 坐标 与 半径 长 . 

[ 解 ] 设 内 切 圆 圆心 为 Ka, 5)， 半径 长 为 
… 三 角形 的 内 心 总 在 这 三 角形 的 内 部 ， 
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VE VE VS 
由 24-5-5 一 4 十 20 一 5, 得 4=30..:(D)，、 由 24 一 05-5= ~ (24 二 5 一 人 ,得 
5 
5 十 一 一 5 
5 i _5 . 6 -YE | 
“一 万 . 代入 @， 储 D 一 斑 . . 。 了 一 一 一 故 所 求 的 内 切 贺 
5 


397. 求 由 直线 y=0, 2%=1, y= 所 交 成 的 三 角形 的 内 切 圆 
的 方程 . 

[ 解 ] 讽 所 求 圆 的 圆心 为 C(a, 5), 半径 长 为 » 
由 |5|==7…Q), |1-al=7.…®@, |a 一 一 D| 一 一 V 2r 
… 人 二， 圆心 C 在 三 直线 围 成 的 三 角形 内 部 ， 故 
由 中 得 95=7… 由 ， 几 四 得 I-a=yr， 即 w= 工 一 
0， 直 、 加 代入 国 , 得 27 一 4 十 [= 一 0，.….Y 一 


2 二 2， 但 当 +~ VY 了 时, a<0， 点 0 不 在 三 角形 内 部 ， 放 += 


2— ~ 


A 2 ，4 一 次 2， 放 所 求 图 方程 为 


V2 V2 /1 V3 
-+t) -全 ) 
[说 明 ] ”本题 若 利用 平 几 知 识 : “直角 三 角形 两 直角 边 之 和 等 于 斜 边 与 
其 内 切 加 直径 之 和 2” 则 解法 可 简化 


398. 求 与 两 直线 2==1, y=2 相 切 ， 并 过 点 (3, 4 的 圆 的 方 
程 . 


[分 析 ] 由 于 所 求 圆 和 直线 x==1, y=2 相 切 , 故 圆心 到 这 两 直线 的 中 
离 应 等 于 半 径 的 长 ， 由 此 即 可 求 得 圆心 的 坐标 和 半径 长 的 关系 ， 
[ 解 ] 受 所 求 图 的 圆心 为 (6， 6b)， 半 径 为 rx， “. 此 圆 和 直线 4=1, y=2 
相 切 ，… (4 一 了 DD，(2 一 2)? 一 12….@， 又 此 加 过 点 63,4)， 
(3—0)+ C4- 2) "一?…@， 解 联 立方 程 O、@、@, 得 a 一 5 上 2V 3， 
pb 6 土 2V 3 , ?一 (4 土 2V 3 )?，. 故 所 求 的 圆 方 程 为 
(zx 一 5 干 23V 2)?+(y~6F2V 23) = (44+2V 23) 
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399. 求 与 三 已 知 圆 O12 一 3)? 十 (y 一 3)?=1, Oa (2 一 4) 
十 (Y 一 1)?=1 及 O03，(4 一 全 ?十 (y 一 4)3=4 都 外 切 的 圆 方程 ， 


[分 析 ] 运用 定理 : “两 加 外 切 , 贺 心 距 等 于 两 贺 半 径 之 和 ” 即 可 得 解 . 
[ 解 ] 设 所 求 圆 的 圆心 为 Co 5), 半径 为 +。*… 此 圆 和 加 C4.Cs、Cs 都 外 
切 ，… (G 一 3)2? 十 但 一 3)2= +1)...D, (a-1)2+Cb—1)’= (r+1)Y.. 


@, C 一 和?+ 凶 - 芒 ?= Cr 十 9?… 国 ， 解 联 立方 程 @、@、@, 得 a= 地， 


15 3 13 \2 15\3 9 
b= 了 :1 故 所 求 的 圆 方 程 为 (z- 沁 ) +(% 一 了 一 340. 

400. 求 过 原点 ， 且 与 两 已 知 圆 Qi 十 六 一 62 十 8y 一 0，05; 
十 Y 一 22 一 2y 一 7 二 0 直 交 的 圆 方程 

[分 析 」 两 轿 直 交 ， 交 点 处 的 切线 互相 垂直 ， 故 过 每 一 交 点 的 两 贺 灶 径 
和 连 心 线 组 成 一 个 直角 三 角形 。 据 此 , 便 可 求 得 所 求 圆 的 方程 

[ 解 ] 因 所 求 圆 过 原点 ， 故 可 设 其 方程 为 入 十 凶 十 2Dz 上 2589 一 0， 其 
殉 心 为 《一 也， —EB), 半径 长 为 VD 十 五 ”. 的 所 求 疝 和 加 Ci 直 交 ， 且 回 C1 
的 圆心 为 (3，-~ 人 人， 半径 长 为 5 … (~-D-3)?+(-Bt4)?=D?+B? 十 
25， 即 6D 一 88=0.…(D， 同 理 可 得 2D+28=7%…@， 由 外 ,是 解 介 : 


娓 -2， 刀 一 号 ， 故 所 求 的 图 方程 为 2 十 凡 十 4 二 3y 一 0， 


401.， 求 与 三 已 知 圆 OZ 一 0 六 二 (一 0 一 六 0 一 0 
十 人 一 0 六 一 时 及 0， 一 5 一 0 一 中 十 儿 = 一 4 十 都 直 交 的 贺 
方程 ，\C 夭 0，% 关 0)， 

[ 解 ] 设 所 求 圆 的 方程 为 (2 一 0)? 十 YW 一 2)? 二 73..…(D，、 “所 求 图 与 
贺 O14 直 交 ，.,, Gm 一 40)? 十 (3 一 8)?=72 了 6032.….@@， 即 0 十 7 一 24m 一 207 
二 ?72 一 Q2...@， 同 理 ， 可 得 5212 一 20m 一 24n 二 ?72 一 02-…@@ 和 十 太一 
2(g+b+oOm=7— (q+ b+abt+2ac+220) .一例 , 得 2+c)%m— 
2bn= (g++0)(BD+20)@， 轩 一 回 ,， 得 2(4+c)m 一 24n= (G0) (a+2c) 
…@， 由 加 、@ 解 得 zs=a+b， or 2， 代 入 加 ,得 2=(232) . 


CDNA 


故 由 全 可 得 所 求 的 加 方程 为 [C+ 了 +(y- 22) =( 24 和) 
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[说 了 明 ] 本 题 若 将 合 、@ 中 的 ww、% 分 别 换 以 z、 多 则 得 324 十 c)7Z 一 
20y= 二 (gq 十 5) (0+20) 与 2(4 十 c)x 一 24y= (4b)(aq 十 2c)， 此 两 方程 为 贺 
C1、03 和 02、 0Q3 的 根 轴 方 程 ， 点 (%, 1) 就 是 两 根 轴 的 交点 ， 又 从 @ 式 得 
7 一 《一 Q)? 十 (m 一 50)? 一 上 3， 对 照 贺 Ca 的 方程 , 可 知 所 求 圆 的 半径 长 等 于 
点 (7 1) 到 圆 C1 的 切线 长 ， 由 此 可 见 ,和 三 已 知 圆 直 交 的 圆 , 其 圆心 即 为 
任意 两 条 根 轴 的 交点 , 而 半径 长 等 于 此 点 到 和 任 一 已 知 贺 的 切线 长 . 

402%. 求 与 三 已 知 圆 Oi ww?- 二 92 十 2g2 十 6 一 0，0OQs， v3 十 0? 十 
2gz+c=0 及 CO，23 上 2% 二 280 十 21p 十 5c=0 直 交 的 圆 方程 ， 
(gg, 830 ce>0)., 

[分 析 ] 由 上 题 [说 明 ] 可 知 , 只 需求 出 圆 C、Cs 的 根 轴 和 圆 0。、 Os 的 根 
办 的 交点 ,以 及 此 点 到 任 一 圆 的 切线 长 , 即 可 得 所 求 的 圆 . 

[ 解 ] 圆 Ca 和 Ci 的 方程 相 减 ,得 3 一 9)2Z 十 2090 十 4 一 (一 0… 和 四, Os 
和 Ca 的 方程 相 减 ,得 3 一 90)Z 十 289 二 4 一 = 0… 和 四. 解 四 .四 , 得 zx=0， 
y= 一 2， 又 点 (0，- 所) 到 加 04 的 切线 长 1 满足 P=( 包 人) 


+c。 故 所 求 加 的 方程 为 + (y+ 2) = (2 和) +o 即 


k(t toey— kc=0. 

403. 设 人 4BO 的 三 边 4B、BO、04 所 在 直线 的 方程 分 别 
为 : Ww (2, 9) = wcosotysinae ~ Di = 0, u(y, WY) = we0g oat 
ysinags — Pa= 0, us (2%, Y) = % COS 0 + Y ines — ps = 0 求证 , 
从 4BC 的 外 接 圆 方程 为 
wila Sin (ga 一 ad) + Wads Sin (as 一 aa) 十 WUatisin(al 一 aa) = 0 (#), 

[证 设 4、B、 CO 三 点 坐标 分 别 为 《21 )、(z2，Y2)、(X9，Y3), 
UiT1, Y1) =0, wai, Yi) =0, 

Wi, YU mI, YSin (ga — 1) + us m1, Yi usm1, i) Bin(as ~ ao) 

t+ usr, YI UR, Yi1)sin(as — 3) =0, 
即 (#*) 所 表示 的 曲线 过 和 4 点. 同 理 可 证 此 曲线 也 过 B、C 点 ，w1、 to, ts 都 
是 含有 %、y 的 一 次 式 ， 改 方程 (9) 为 z、y 的 二 次 方程 ， 其 中 wy 项 的 系数 
为 ; 
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SIN(Qa1+ Goo) SIn Ce — a1) + Hn (Coa oa)8in (Cra — 2) 
二 Sin(as+ 01)8Sin (a — 03) 

一 工 

2 

z、2 的 系数 分 别 为 : 


4 一 608C1 COS Co BIN (0 — 0Q1) 十 COS C2 COS Ca SIn (03 — 02) 


《cos 291 一 008 202 + 008 2a3 一 cos 203 十 oos 2a3 ~ cos 201) =0., 


+ C08 oa COS alSin (al — Qa); 
一 Snoai Sin oo Sin (os — 01) + Sin oo gin oa gin (gs — oo) 
十 Sin asgin a sin (a1 — cs). 
风 人 一 瑟 =cos(as 十 ai)8inkas 一 ad) + cos(Caat aco)sin (gs— oo) 
十 COs (Qi 十 03)Sin (Gr 一 C9) 


= 二 (ein 2 一 sin 2 -+ Sin 20s 一 sin 2as 二 sin Dy — sin 2aa) 


一 0， 
ATB=cos(ag— a1)sin (os 一 ai) 十 cos(Kaa 一 02) Sn Cog 一 Co 
十 coS(oi 一 as)Sinfad 一 03) 


—=[sin 2(a9—~01)+Sin2(aa— 0o) 十 Sin 2{Q1 ~ a3)] 


一 一 Snkas 一 ad)8in (gg 一 as)sSinkar — ag). 
“. A=B= ~—SIN (Ga~— 01)Sin (Gs — 2)Sin(as — aa), 
改 方程 (*) 所 表示 的 曲线 为 一 圆 , 且 过 4、B、0， 有 即 为 人 4BC 外 接 圆 的 方 
程 . 

[说 阴 」 (1》 由 以 上 证 明 可 知 ， 过 三 直线 入 0，twz 一 0，t4 一 0 三 交点 
的 二 次 曲线 系 方程 为 ouiws 十 Busis 二 yusu 一 0， 其 中 a、B、7 为 任意 常 
数 ， 

(2) 根据 此 题 可 证 明 ， 当 人 .4BC 所 在 平面 内 一 点 卫 在 此 三 角形 三 
边 上 的 射影 共 线 时 , 则 点 了 的 轨迹 为 A4B0 的 外 接 圆 ， 三 边 的 方程 为 本 
题 所 设 , 并 设 点 PP(z, 幼 在 三 边 上 的 射影 为 (zt Y1)、(22, Ya)、(za, oa)， 则 | 
世 一 业 1 一 人 COSCH ， 光一 43 一 CO08 0o) 由 一 光 ? 一 393900803; 
9 一 信和 一 己 Snad， 3 一 轨 一 t8n ao， 4 一 办 一 2Sin ag, 
“二 射影 共 线 ， 
YY Ya 即 DY Yay) ~ (YY) 


03 一 2 0pg 一 2 (23 一 20 一 人 1 一 4) 《23 一 四) 一 ( 杂 一 2 
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lagSin wx 一 呆 4Sinafl 4a8Smas 一 4 Sin oy 
UoCOSQAo—WUCOSQA!: WUacosas 一 人 Co8Sad 


整理 化 简 即 得 . 
Wito Sin (Go ~ 01) + uoua Sin(os— m2) TuiBin(or ~ Qs) =0 


这 一 命题 的 逆 命 题 , 即 西 姆 松 (Simson) 线 定理 ， 


404. 三 条 两 两 相交 的 直线 ， 其 方程 分 别 为 82 一 y=0,， wy 
-8=~0, 2 一 2y 一 5 一 0， 求 过 三 交点 的 圆 的 方程 


X=2 
,6 故 下 线 32 一 9 一 0 和 XY 十 y 


+y—8=0 —2y—5=0 
一 8 一 0 的 交 太 为 4(2, 6). 同 理 ， 解 方程 组 |。 3 _5_0 {5 0 


可 得 另 两 交 扣 B、C 的 坐标 为 (7, 和 (一 IJ，-3)， 于 是 线段 4B 的 中 点 


为 (三 ， 羡 )， 其 垂直 平分 线 方程 为 = 一 % 一 I 一 0…GD; 线段 BO 的 中 点 为 
《3，~1)， 其 垂直 平分 线 方程 为 2 十 %y 一 5 一 0…@. 由 四 .四 解 得 A46C 
的 外 心醉 标 为 (2, I )， 又 因 外 心 和 点 4 的 距离 为 [6 一 11 =5， 改 所 求 圆 的 
方程 为 (2 一 2)? 十 (yy 一 1)?=25. 

[ 解 二 」 根据 上 题 [ 说 明 JG 可 设 所 求 圆 的 方程 为 

《37 一 (CCZTY 一 8) 十 人 GZ 十 V 一 8) 一 20 一 一 十 NG 一 2 一 5) (3 —y) =0, 
即 《3 十 入 十 3100)23 二 (3 一 人 一 7100 十 (~ 工 一 3 十 32092 + 24 -13 
匠 1)X 十 (8 十 六 十 5100)8 二 40 一 0 加, 则 3 十 和 十 31 一 一 工 一 2 十 2 和 @@)， 
2 一 4-7p 一 0.…@y， 由 加、 图解 得 = 一 了 了 ,p= 二 ， 代 入 @ 式 , 得 32 
+ 3y? -12z-6y-60=0， 即 好 十 妨 -4 和 -2 一 20= 0， 其 标准 式 为 
(Z 一 2 十 (一 二 2 一 25. 

405. 求 以 极 坐 标 (co 、(2，B) 为 直径 端点 的 圆 方程 . 

[ 解 ] … 除 两 已 知 点 4(a, Qa)、BCb, B) 外 ,加 上 任 一 点 Plp, 9) 对 直径 
4B 张 直角 ，… A4PB 为 一 直角 三 角形 , 则 |P4|l?+|PB|?==|4BI?. 又 
“" |PAl?= p?+a? 一 27000s(9 — a), IPB|?= p24+0 — 2bp eos(0 — BY), 
14B|?=a’+b—22bc0s(a—B), [pa 一 2apocos(09 一 x)] 十 [po2? 十 D2 一 
2bpeos(6 一 6)] 一 ao? 上 82 一 2xbeos(z 一 6)， 即 


[ 解 一 ] 解 方程 组 | 得 { 


+y—8=0, 
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Pp =apcos(O0 —a) + bpoeos (0—~B)~abcos(a—B).……D. 
当 p==4, 0=ax 时 ， 耻 式 的 左边 = 右边 =a2， .… 点 44，o) 在 圆 @ 上 ， 
同 理 ， 可 验证 点 BC(5b, B6) 也 在 圆 四 上 ，… 方程 @ 即 为 所 求 的 圆 方程 , 

406. (1 求 过 极点 , 圆心 的 极 坐标 为 (c, o) 的 圆 方程 。(2) 求 
同心 极 坐 标 为 (ga, a)， 半径 为 7 的 圆 方程 . 

[ 解 ] 《tb  … 圆 过 极点 ，,… 此 圆 的 半径 为 la|。 设 圆 上 任 一 点 的 坐 
标 为 (p,，9), 根据 圆 的 定义 ,可 得 a?=p2+a? -~ 3apcos (9 一 a)， 即 
Pp 二 24 cos( 一)。 此 即 所 求 的 圆 方程 ， 

(4) 设 贺 上任 一 点 的 坐标 为 《p, 2). … 此 圆 的 洲 径 为 > 根据 圆 的 定 
义 , 可 得 7 二 2? 填 a 一 24p cos(9 一 a), 即 2 一 2ap cos(9 一 a) 十 2 一 73 此 即 
所 求 的 圆 方程 . 

[说 阴 ] 在 (了 ) 中 , 若 a>0, 圆 方程 是 p=2a6os(96 一 0)， 若 a<0, 则 点 
(4, %) 和 (一 4, w 十 9) 为 同一 点 ， 于 是 方程 就 为 p= 一 24a cos[60 一 (xz 十 o)]， 
但 costg- (rr 二 o)]=cos[m 一 (0 -ao)]= 一 c08(0 一 a), 故 方程 仍 是 


p=24% C0s0 —a). 


$28， 直 线 与 圆 、 圆 与 圆 的 位 置 关系 


407. 求证 ， 过 圆 人 十 十 Dz 十 By 十 所 =0 上 两 个 已 知 点 
Pi(w1, yi) Pa(wa, ya) 的 割 线 方程 为 
(Ci 十 zs 十 万 )Z 十 Qtyat EB)Yy— vita— yt P=0, 
(Pi、 Ps 的 连 线 不 过 圆心 ) 
[证 ] Pi ty)、P2《Xa, 093) 的 坐标 均 满足 方程 
(一 0 一 03) 十 人 一 急 ) 地 一 纹 ) 一 到 十 久 十 DZ 十 了 9 十 不 GD， 
化 简 后 即 (wi 二 Dz (ytyt BEB)Yy— i722 — yy + =0...@. 
E 五 
十 二。 Y2 十 人 
“Pi、Ps 的 连 线 不 过 圆心 (一 守 ， 一 了 于) 一 一 了 二 一 9 


(yi ~ Yo) (Ti+T2 十 D) 关 41 一 0o) (V1 十 Yao 十 加)，'” 点 P1、P， 不 重合 ， 
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.Xi 十 Na 十 D、 妇 十 Ya 十 吾 不 同时 为 零 ， 故 割 线 PPPs 的 方程 为 方程 凶 ， 

[说 明 ] 因为 以 PiPs 为 直径 的 圆 方程 为 (2 一 21) (一 za) 十 (9 一 护 》， 
人 一 %) 一 0， 故 方程 @ 即 此 圆 与 已 知 圆 的 根 轴 (公共 纺 ) 方程 ， 因 而 方 
程 @ 即 为 PiPs 的 连 线 方程 . 

408. 已 知 贺 十 六 二 73， 求 被 此 辐 内 一 点 4(c,， 人 平分 的 基 
所 在 直线 的 方程 (&、2 不 同时 为 0). 

[分 析 一 ] 利用 “圆心 与 弦 的 中 点 连 线 垂直 于 此 弱 ” 的 性 质 , 便 可 得 解 . 

[ 解 一 ] 当 wb 均 不 为 0 时 ，jzoa 一 之 ，… 弦 的 斜率 信 = 一 公 ， 驴 所 在 
直线 的 方程 为 Y 一 0 一 一 去 (一 0)) 即 xz 十 友 一 02 十 芭 … 轩 . 当 4 一 0 2 了 0 
时 , y=b; 当 5=0, 4 天 0 时, z=a， 故 人 @ 式 即 为 所 求 . 

[分 析 二 ] 因为 此 定点 到 弦 的 两 端 距离 相等 , 故 利 用 直线 参数 方程 中 参 
数 芋 的 几何 意义 求解 亦 较 方便 , 且 此 解法 适用 于 一 般 二 次 曲线 . 


二 ] 说 过 4 雪人 有 的 直线 六 为 {=-oTiese 


L 为 参数 )， 代入 圆 允 上 + 妇 =7 了 72， 整理 得 妇 二 23(ucosa 十 DSinot 十 2 十 本 
一 92=0，… 4 为 中 点 ， 设 引 妇 为 方程 的 两 根 ，… 所 十 加 一 0， 即 gaosa 
十 DSIDw 一 0… 国 . 由 xc 十 包 xD 利用 @ 得 axzby=o? 二 中， 此 即 驼 所 
在 直线 的 方程 

409. 已 知 图 2 二 十 6w 一 10y 一 2=0, 求 在 已 知 贺 中 垂直 于 
直线 2z 一 3y =5 的 直 色 所 在 直线 的 方程 . : 

[ 解 ] 化 已 知 圆 方程 为 标准 式 ，(z+3)24 (一 5)3=36，… 圆心 为 
(一 3, 5)， 因 已 知 直线 的 斜率 一 与， 故 所 求 直 线 的 斜率 为 一 分，.… 所 求 
的 直线 方程 为 9 一 5= 一 号 GZz+3)， 即 82 二 2y 一 1=0， 


410. 求 过 圆 p=2ccos0 (c>0) 上 任意 两 点 Pi(pli， 01)、 
了 a(ps, Oa) 的 割 线 方程 ， 如果 Pi 与 Pa 重合 ， 则 此 制 线 转化 为 
什么 ? . 

[ 解 ] 设 直线 PiPs 的 极 坐 标 方 程 为 pcaos(O 一 a) 一 p… 中 ， 其 中 a、p 是 
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待定 稍 数 。 .. [和 ”Pi、Ps 在 图 p=3acoS0 上 ， 
pz2 COS《03 一 CD) =p 
01= 24 cos O01 

| “…@， 以 加 代入 加, 得 

Qa costi cos(01 —a) =22 0c080,c0s(0s— 0) =%, 
“COS(201 一 0) 十 Cosa 二 C08(20, 一 a) 十 cosa，、 从 此 得 
Cos(201—0) =e0s(20s~—a), .. (201—0) + (20 -四 =nn, NE TO@. 
《ta 不 重合 ，,… 当 图 式 取 “ ”号 时 ,人 一 9s 二 nm Pi、Ps 与 极点 0 共 
线 , … 割 线 PP 的 方程 为 ，9==01 或 96=9s， 当 @ 式 取 “ 十 ”号 时 , 91 十 0。 
一 nw 十 Q， 基 a 二 从 十 02 一 nw， 代 入 回 , 得 p= 二 24cosO1icostnm 一 6,5)， 以 
a、p 的 值 代入 (D, 得 割 线 PiP; 的 方程 为 

pcos(l 一 上 一 0 十 ro ) 一 3dcos gcos(nor — 0»), 
即 peos(O—0—0,)=24¢co0s0 cos 0 

当 书 与 Ps 重合 时 , 割 线 PiP。 转化 为 过 点 Pi 的 切线 , 其 方程 为 

peos(0 一 20) 一 20cos201 

[说 明 ] 利用 极 坐 标 方程 研究 圆 的 切线 问题 时 ,本 题 结 论 是 有 用 的 工具 ， 

411 .同方 程 (% 一 2)? 十 (yy 一 0)?==7?3 中 , z.58 7 满足 什么 条 
件 才能 使 圆 ， (41) 与 两 坐标 轴 相 切 ; (2) 与 直线 wt my tn 一 人 
相 切 、 相 交 有 或 相 离 . 

[ 解 ] (1) 由 圆 方程 可 知 , 圆心 为 (a, 0)、 半 径 为 >，… 圆心 到 xz 轴 的 
距离 为 j2| ,到 y 轴 的 距离 为 je|，.… 当 |a|=15|=7, 即 42 一 2 一 72 时, 圆 
和 两 坐标 轴 相 切 . 

(3) 圆心 到 直线 zz 十 员 十 0 一 0 的 距离 为 2 

V+ ma 

当 (a 十 MD 十 2 六 一 天 (2 十 9 时 ,图 和 此 直线 相 切 ; 

当 (a 十 mb 二 2) <r2(8 填 mw) 时 ,加 和 此 直线 相交 ; 

当 (a 十 mb 十 mn)?>72(2 十 m7?) 时 , 贺 和 此 直线 相 离 ， 

[说 阴 」 此 题 也 可 通过 求 由 贺 和 直线 的 方程 所 组 成 的 方程 组 有 两 相同 
解 、 两 不 同 解 或 无 解 的 条 件 解 之 . 

412. 求 过 两 直线 ,zw 一 y 一 4=0 和 2z 十 y 一 8=0 的 交点 ,， 且 
与 贺信 十 六 =4 相 切 的 直线 方程 . 


Ups= 24 cosO, 
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[ 解 一 ] 由] go 解 得 两 直线 交点 为 (4, 0). 设 切 点 为 (zw yi 
则 切线 方程 为 maz 十 gg 一 4 且 台 十 从 一 4…，… 切线 过 (4, 0)，.. 4 
~4, 1 二 1， 代 入 @, 得 圾 = 土 V3，.…. 切 点 坐标 为 (1, 士 V 3)， 所 求 切 
线 方程 为 < 土 V 3y=4. 

[ 解 二 设 所 家 的 切线 力 程 为 Xo-y- 人 +25+y 80 即 (+29 


一 二 
一 一 Dy 一 4CA+2)==0。， 显然 和 +2 二 0, 人 2 一 二 9 一 一 4 


=0.…@ 由于 一 2 (人 -3,41 LiV3 代 
1+ (全) (53) 和 


入 加， 即 得 所 求 的 切线 方程 Z 士 V 3y—4=0. 

[说 阴 ] 除 上 述 两 种 方法 外 ,还 可 在 假设 切线 方程 后 , 代入 圆 方程 ,利用 
所 得 的 二 次 方程 的 判别 式 为 零 解 之 . 

413. 男 当 +=a2 (c>0) 的 切线 和 两 坐标 轴 交 成 的 三 角形 
面积 为 和 ， 求 这 切线 的 方程 . 

[ 解 ] 设 切 点 坐标 为 (zl, y1)， 则 切线 方程 为 yy. 它 在 2 轴 、 


2 4 Cd 
9 聘 上 的 为 过、- 公 ， 根 据 题 意 , 三 角形 面积 8 一 元 - PT 即 
21g1 一 了 “DD; XT.®, MH OD. ©® 解 得 ii 一 f= 切 点 有 


四 个 ， > 上- 六 人 ( 土 - 订 , 于 -入 )， 才 所 求 切线 有 四 条 ， 方 和 
为 ; z+y—V 2a=0, r+ty+\V 30 一 0 

[说 明 ] 由 于 已 知 圆 的 圆心 在 原点 , 也 可 用 法 线 式 xcos0 十 ysin0- a=0 
表示 切线 方程 解 之 .事实 上 , 此 方程 就 是 将 切 点 坐标 用 《4 cos9, asing) 表 
示 后 的 切线 方程 ， 

414， 从 点 4(2， 一 力 启 曲线 才 填 作 
4 十 2y 十 1=0 引 切 线 ， 求 切 点 坐标 . 

[ 解 一 ] 没 切 点 坐标 为 Plwi, yy), 过 点 己 的 切 
线 方程 是 ZiZ+ogy-23(z+2) 十 (二 十 1=0. 
切线 过 44 一 93， 一 二)，.…。 一 271 一 急 十 4 一 2x1 一 
1l+yt+1l=0。， 解 得 z=1， 代 入 原 曲 线 方程 ， 


Pi 
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解 得 y= 一 J+ M3 或 y=~1--V3。., 切 点 卫 的 坐标 是 
(i, -ll+V3) 或 Pt, -1-V3). 
[ 解 二 ] 曲线 避 + 当 一 9 十 2y 十 1 一 0 即 为 圆 (Z 一 2 二 (十 1)? 一 和 设 
切 点 坐标 为 (2 十 2co0s9， 一 1 十 2sin9)。 切线 方程 为 
(TZ—2)cos0+ (y+1i)sin0=2 
“过 点 A( 一 2, 一 1]),，.“. -4¢c0s0=2, c080 = -也 ， sin0— + 3. ,。 切 
点 坐标 为 (J, 一 J]+ V3), (1, ~1~-V3). 
416. 已 知 Pm, 为 圆 2 十 证 Dz 二 By-f=0 外 部 一 
点, 过 所 上 作 贺 的 切线 PQ, 4 为 切 点 .求证 ;切线 长 
IPQ|=Voet+ Dot+ ByrtF. 
[证 j 加 人 坟 填 Dz 填 By 十 了 =0 即 


Dy? E\? DBF-_4F 
DC 


:圆心 4 的 举 标 是 (一 忆 、- 作 ), 半径 是 /过 十 和 一 全 
PO| =V AP A - 
= wit y+ Det Byrt+F. 


416. 求 直线 二 acos0+Dain9 与 圆 p26cog9 相 切 的 条 


re 


件 . 
[ 解 一 」】 以 极 轴 所 在 直线 为 z 轴 ,极点 为 原点 建立 直角 坐标 系 ， 则 直线 


FacosO+DbeinO 的 直角 坐标 方程 为 az 十 20=1…GD; 圆 o=2ccos8 的 


直角 坐标 方程 为 十 久 一 2cx 一 0 即 (2 一 0)? 十 妨 一 0c2-…@@，'.“ 直线 和 
贺 名 相 切 , 故 圆心 (c, 0) 到 直线 @ 的 距离 等 于 半径 |c|， 
laci+6.0—1| 
var Il. 
化 简 即 得 62c? 革 24c== 


cos0+pbsinO=1 / 
[ 解 二 ] 解 方程 组 | _ ooosg 消去 p 得 
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237ccos20 二 35c8inhocos0=T  ， 即 c(bsin 20+acos20)=1—ac, 


了 一 ec 了 工 一 Ce 


亦 即 sin(24 二 0) 一 TD 当 且 仅 当 2 一 即 此 方程 在 


[0, 2w) 内 8 只 有 两 解 ， 且 对 应 的 两 点 重合 时 , 直线 与 圆 相 切 , 故 所 求 条 件 
为 522 十 327C 一 工 


417. 月 Polwo, yo) 作 圆 2 十 二 73 的 两 切线 ， 切 点 分 别 为 
Pi、 3， 求 切 氮 弦 Pi Ps 所 在 直线 的 方程 . 

[分 析 ] 因 Po、Pi、O、Ps 在 以 OP。 为 直径 的 圆 上 ， 故 所 求 的 直线 即 为 
此 图 与 已 知 圆 的 根 轴 . 

[ 解 一 ] 以 OP。 为 直径 的 圆 方程 为 Z(Z 一 2o) 十 yl(Yy 一 yj0) 二 0…， 它 与 
7 十 色 一 六 …G@ 的 根 轴 即 PiPs 的 连 线 ， 由 回 一 @ 得 ，zox 十 yoy 二 ?2 

[ 解 二 」] 设 切 点 Pi、 Ps 的 举 标 分 别 为 (zt, 级 )、(z2, y12), 则 过 Pi, Py 的 
国 十 姑 二 7 的 切线 分 别 为 212 填 YY 二 ?OO 222 填 yy 一 73… 加 ， 两 
切线 均 过 Polzo, yo), .Ciro 十 yiyo 二 ?73@， zat0 十 Yop 二 ?7%…@， 由 国 、 
可知, Pi、 Ps 在 直线 Zoz 十 by 一 和 2 上 ,,. 切 点 弦 已 Pa 所 在 直线 方程 为 


ror + yoy = "2. 


418， 过 一 定点 Polwo, go) 的 动 直线 交 圆 s+y?=y3 于 两 点 
了 Pi、 Ps, 求证: 过 Pi、 Ps 的 切线 交点 必 在 直线 zo% 十 yoy =73 上 ， 

[证 一 ] 设 过 所 Polro, yo) 的 动 直线 的 倾角 为 0, PoP1=ti1, FoPs =t,, 
则 PI、 Ps 的 坐标 分 别 为 (x0 十 tC0806，go 十 妇 Sin06》 和 ( wo + ts C0s0, 
%o 十 妇 sin 9)， 于 是 过 这 两 点 的 切线 方程 分 别 可 表示 为 (xo 二 页 cos0)z 十 
《yo 十 中 Sin 08 一 和 四 和 (vot+tsc0s0)z+ (yt+tasinO y=... ®, 

， 一 "sgSin 0 2po0Ss 昌 
解 @、@, 得 这 两 切线 的 交点 为 (下 SO 0 an) 
一 *28ine Pp +?*cosO 
Yo Cos0 — rosing 2 Wocos6 一 208ID OO 

加 一 2081D Yo cosb 
-人 pT + 00 0 nanD )=” 
过 Pi、 让 2 的 切线 交点 在 直线 Zox 十 yoy 二 7? 上 . 

[证 二 ] 设 过 Pi、 Ps 的 切线 的 交点 坐标 为 (a, 8)， 则 此 交点 关于 已 知 
圆 z 十 久 =” 的 切 点 芒 已 Ps 所 在 的 直线 的 方程 为 az 十 By 一 所 点 
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Polzo, Yo) 在 直线 Pi1P 上 ，… axo 了 Byo 二 7?。， 玖 过 Pi、 PP 的 切线 的 交点 
在 直线 zoX 十 yoy 一” 上， 

[说 明 ] 本 题 中 , 点 Po 称 为 直线 tox 十 yoy 二 ?2 关于 圆 人 十 人 =73 的 极 ， 
而 直线 zo02 二 yoy 二 7? 称 为 点 Po 关于 圆 如 十 良 二 72 的 极 线 , 当 点 Po 在 圆 外 
时 , 极 线 与 跨 相 交 , 即 为 点 Po 关于 圆 人 2 十 奶 二 7? 的 切 点 弦 ; 当 点 Po 在 圆 上 
时 , 极 线 与 贺 相 切 , 即 为 过 点 Po 的 切线 ; 当 点 Po 在 圆 内 有 时, 极 线 与 贺 相 离 ， 
但 注意 Po 不 能 在 圆心 上 . 

419. 试 求 直 线 4z 十 By+O=0 (O00) 关于 圆 w2? 十 内 = 人 的 
极 ， 
[ 解 ] 设 极为 (zc B), 则 极 线 为 ax 十 By 二 7%……， 极 线 @ 与 直线 4z 十 


3 
B + 一 时 A . 人 -一 B 一 ~ 4 2 ~_£ 2 S 
CG 重 | ep 重量 | B 他 由 Ba 人 ? 站 B © 全 蝇 故 极 为 


CE 

420， 求 两 圆 Ci，223+42 十 20 十 6y 十 9=0，O3，02 十 1 一 62 土 
2y 十 1=0 的 公 切 线 方程 . 

[分 析 ] “由 于 两 图 的 内 、 外 公 切 线 分 别 内 分 和 
外 分 圆心 距 成 两 加 半径 之 比 , 故 两 圆 的 公 切 线 与 
连 心 线 的 交点 可 确定 . 先 利用 公 切线 过 此 交点 候 
设 直 线 方程 ,再 根据 直线 与 团 相 切 的 条 件 解 之 . 

[ 解 ] 由 两 圆 方程 可 知 六 01 的 圆心 为 01 
《一 二 一 3)， 半径 9 一 十 ; 网 C2 的 圆心 为 Os(3, -1), 半径 73 一 艺 。 设 两 圆 外 、 
内 公 切 线 分 别 交 连 心 线 0:0, 于 了 L、W, 则 轩 了 一 一 生 =- 防 ; 2 
~- 于 一 各， 故 利用 定 比分 点 坐标 公式 可 求 得 zu 一 一 3, yu -各 zy 一 0， 
gr= ~- 互 .… 两 圆 的 外 公 切 线 过 点 L，.. 可 设 其 方程 为 g 二 4 一 KKz 十 3)， 


即 夏 一 十 吧 一 全 0… 和 四， 义 … 圆心 到 切线 的 距离 等 于 半径 ， 


|& 一 二 一 (一 2 十 3 一 4 
CE 二 1， 即 (2k 一 1)? 二 Ek? 十 1, 


解 之 ,得 二 0， 4 一己， 代入 @, 即 得 两 圆 的 外 公 切 线 方程 为 y+4=0 和 
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4z 一 3y 一 0， 又 “…“ 两 加 的 内 公 切 线 过 点 W，.… 可 设 其 方程 为 y+ 他 一 hz 
NW 2h 一 2y 一 5 一 0…@， 同 理 ， 一 入 1 即 (2 一 TD 
4 十 4752, 解 此 方程 , 得 == - 闻 . 代入 包 , 即 得 两 圆 的 内 公 切 线 为 3¢+4g 
+10 一 0， 因为 两 圆 内 公 切 线 过 点 W ( 0， 一 避 ) 故 应 考虑 直线 5 一 0， 经 


检验 , x 二 0 为 另 一 条 内 公 切 线 的 方程 . 

[说 朋 ] 两 圆 的 外 公 切 线 或 内 公 切 线 至 多 只 有 两 条 ， 若 已 求 得 两 条 公 
切线 , 则 不 必 有 再 验证 斜率 不 存在 的 情况 ; 若 只 能 求 得 一 条 切线 , 如 本 题 求 内 
公 切 线 时 的 情况 ,应 再 验证 是 否 有 斜率 不 存在 的 公 切 线 . 

421， 对 于 实数 a(a 关 1), 设 有 集合 06= {2%, |z3 一 2cz 十 oj 
十 2(g 一 2)y 十 2==0}。 求 与 所 有 的 圆 06 相 切 的 直线 方程 . 

[分 析 」 设 切 线 方程 为 mx 二 ny 二 p= 二 0。， 根据 直线 与 圆 相 切 ， 则 贺 心 到 
切线 的 距离 等 于 半径 ， 可 列 出 mw%、n、 2 应 满足 的 方程 组 ， 解 此 方程 组 可 求 
得 m、%n、 p， 从 而 求 切线 方程 ， 

[ 解 一 】 设 直 线 方程 mx 十 ny+p 二 0 和 图 0 都 相 切 ， 圆 0 的 标准 式 
是: 《Z 一 0) 十 [yyT (一 32] 一 3( 一 12，… 圆心 0' 坐标 为 (a, 2 一 q), 半 
径 为 V3 ja 一 1|， 圆 心 0' 到 直线 mz 十 My 二 20=0 的 距离 


am+ (2—ay)n 
d= mt Pla 1 (a¥1). 


整理 得 
(十 Da 一 (4m? + 4mnt+ 2mp— 2np)a + 2m -202 一 420 一 022 一 0 人 
… 直线 和 所 有 圆 相 切 , … 外 式 是 关于 a 的 恒等式 ，… mm 十 n=0.….@), 4m2 
t+4mn+2mp—2np=0.…@,，2m -284mp 一 P=0.…@， 由 回 得 m= 
一 n， 代入 占 ， 得 mp 二 0, 但 m 夫 0, .". p=0. 将 m= 一 n, p==0 代入 个， 
两 边 均 等 于 零 ... 所 求 直线 方程 为 y 二 x。， 即 与 所 有 贺 Co 都 相 切 的 直线 
方程 为 y 一 + 二 0. 

[ 解 二 ] 一 22x 二 十 2C0 一 2)y+2=0, 即 (+ 二 2) -- 
22(Z 一 Y) 一 0。 .. 集合 Co 是 过 定 圆 妇 十 久 一 和 十 3 一 0… 作 与 定 直线 
zy 一 0…@ 的 交点 的 圆 系 ， 而 @ 的 圆心 (0, 2) 到 直线 加 的 距离 4= 


4 一 — 
7 诸如 恰 为 加 四 的 半径 ， -直线 加 是 定 轿 @ 的 切线 , 因而 加 
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系 中 的 每 一 个 圆 均 与 直线 @ 相 切 ， 故 所 求 直线 方程 为 2 一 y=0. 
422、 已 知 圆 系 . op 十 久 一 200 一 4ag 十 可 oa 一 0 (a 和 中， 求 


证 (1) 圆心 在 直线 y=2%w 上 ; (2) 圆 系 有 公 切 线 , 并 求 出 公 切 
线 方程 . 


[证 ] (1) 将 方程 整理 得 Co 一 4)?+(y 一 24)? 一 (a), 则 加 心 学 标 
为 | _2， 消 去 a 得 y 一 2 … 图 心 在 直线 y 一 2z 上 . 


(2) 设 卫 线 Y=fw+4+b 与 圆 相 切 , 则 珊 心 到 直线 的 距离 等 于 半径 ， 


ka — 271+b V2 
VITE | 3” 


即 | 必 一 2)? 一 襄 GL 十 友 |a?+206 一 2)ab+b?=0，…… 所 求 直线 是 加 系 的 
公 切 线 ，.… 对 于 一 切 a 的 值 都 成 立 ， 即 是 关于 a 的 恒等式 ， 故 8 一 0， 上 且 
人 -2)3 一 于 人 L 上 + 拉 一 0， 解 得 8= 工 或 4=7， 即 圆 系 的 公 切 线 为 
y=% 或 y=?%. 

[说 明 ] 要求 国 系 的 公 切 线 , 可 先 将 直线 与 圆 系 相 切 的 条 件 整理 成 以 加 
系 的 参数 为 变量 的 等 式 , 再 利用 重 等 式 定理 , 解 出 直线 方程 中 的 待定 系数 . 

423， 求 相 离 两 圆 Ci，2 十 久 一人， 0a， (2 一 0) 十 ==73 的 
公 切 线 方 程 . 

[分 析 ] 由 于 加 Cx 的 圆心 在 原点 , 故 可 将 其 切线 方程 写成 法 线 式 , 然后 
再 考虑 它 和 贺 02 相 切 去 解 之 ， 

[ 解 」 设 两 圆 公 切线 ! 的 法 线 式 方程 为 2cosO 十 9Sing 一 2 
10.cosp 十 0.Sinp 一 2| ， 四 
0 

“ 一 人 acos9 一 人 一 的 . 


Y 十 人 2 


由 思 、 四 解 得 cos9p= 一 了 
。 一 一 一 了 一 /a2 一 2 a3— (ri iro) 
*。 8Sin p 一 土 VI 一 cos?m 一 土 和 2 一 寺 &_ 二 (ri 土 73) 


uu 
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因 两 贺 相 离 , 从 而 四 条 公 切 线 方程 为 
?1 二 ?9 A (rir) oy 
a a 


与 Ht FE yr 

424.， 已 知 两 圆 CO，203 十 02 二 42 一 4 一 5=0， Oa 2 十 六 一 82 
十 4g 十 7 一 0。 (也 证 明 此 两 圆 相 切 ， 交 求 过 切 氮 的 公 切 线 ; 
(2) 求 过 点 (2, 3) 且 与 两 圆 相 切 于 上 述 切 点 的 圆 方程 . 


[分 析 一 ] 为 证 明 两 圆 相 切 ， 只 需 证 明 两 圆 的 圆心 距 等 于 两 半径 之 和 
或 差 即 可 ， 并 由 于 连 心 线 垂直 于 公 切 线 , 可 求 得 公 切 线 的 斜率 , 从 而 得 出 
其 方程 . 

[ 解 一 ] 《QL) 两 贺 的 方程 可 化 为 ;《〈z 十 3)3 十 Y 一 2)7==13，(% 一 人 ?十 
(y 十 2)?=13，.…. 圆心 分 别 为 (一 2, 2)、Y(4，-2), 半径 都 是 V3， 贺 
心 距 |MN|=V(4+ 相 ?二 (一 2 一 3)? 一 2V13， 即 为 两 贺 闪 径 的 和 ，.…. 两 


加 外 切 ， … huy 一 一 了 一 一人，.… 切线 的 斜率 = 享 ， 两 加 方程 联 
立 , 解 得 切 点 坐标 为 (L，0)。 故 所 求 切线 方程 为 g= 计 人 2 一 1)， 即 
37—2y—3=0. 


(2) 与 两 加 相 切 于 点 (1, 0) 的 贺 的 贺 心 必 在 直线 y= ~ 全 (+ 一 DD)…@D 


上 , 且 (6 一 ])?+ 妨 (ce 一 2)?++(y 一 3)?…@@， 解 方程 @、@@， 得 圆心 从 
标 (4 于) .r= 汪 2， 故 所 求 园 方 程 为 (z+ 信 ?+ (gy 一 瑟 ) 一 
印 3xz? 十 3 十 24z 一 20y 一 27 一 0 

[分 析 二 ] 基点 (2, 3) 不 在 加 C2 上 , 故 可 用 圆 系 方程 C:+XCs= 0 解 之 . 


[ 解 二 ] (1》 先 求 两 贺 的 根 轴 : 12z 一 8 一 13=0 即 2 一 2 一 34， 


两 已 知 圆 圆心 到 根 轴 的 距离 . 
13(-2)~2x2—-3| /2 3x4—2C(—2)—3 _ /Ta 
一 | | =v 


.… 此 两 贺 均 与 其 根 轴 相 切 ， 故 根 轴 即 为 所 求 的 公 切 线 ， 
《3) 与 两 已 知 圆 相 切 于 同一 点 的 圆 系 方程 
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《22 十 2 十 4 一 4 一 5 十 和 2 十 内 一 8 十 4 十 7 了) 一 0. 
年 过 点 (2,， 3)， 将 该 点 坐标 代入 上 式 ， 得 4+16A 二 0， 解 得 入 = 


于， 故 所 求 加 方程 为 84?+3y?+2342 一 20y 一 27 一 0 


425. 已 知 两 圆 (2% 一 3)?+(Yy 一 4)3=25 和 (ww 一 1)3+(y 一 2)?= 
4 相 切 , 求 半 径 7. 

[ 解 ] … 当 两 圆 外 切 时 , 圆心 距 等 于 两 半径 之 和 ， 

(3 一 1)2 二 (4 一 22 一 5+7, 7 一 2V 3 一 5 
而 2V 2 一 5<0, 故此 两 圆 不 可 能 外 切 . 人 圆心 距 等 于 两 
半径 之 差 ，… V (3 一 1)354 (4 一 2)2 一 15 一 | 
r 一 5--2v3 或 = 本 

486， 已 知 两 圆 01; 2? 十 一 6y =0, Ca (2 一 2V 3 十 (y 一 1 
1. (4) 求证 两 贺 外 切 ， 且 % 轴 是 它们 的 一 条 外 公 切线 ; (2) 
求 切 点 间 的 两 弧 与 2 轴 所 围 成 图 形 的 
面积 . 

[ 解 ] 如 图 ，(1 Ca z+ 人 一 3)2 一 9 0 
的 圆心 为 01(0, 3)， 半 径 人 =3 0 的 圆心 为 
0s(2 3, 1), 半径 72=1.， 

101:0s| =V (0 一 2V 3)?+ (3—1) 
二 4 二 ?1 十 ?2， 
.. 01 和 03 两 圆 外 切 ， 圆心 Q1、0s 到 zz 轴 的 距离 分 别 为 3 与 1 即 各 自 半 
径 之 长 ，… 01、0s 均 与 x 轴 相 切 。 又 … 图 心 的 纵 坐 标 均 为 正 值 ， 故 两 贺 
都 在 2 轴 上 方 , … 2 轴 为 它们 的 一 条 外 公 切 线 . 


2 
(2) … 直线 010s 的 斜率 1= -了 7 了 -00101= 世 ， 


L01024 一 -可 .扇形 0108 的 面积 ~= 计 “=: 椰 ; 扇形 045 的 面 


各 一 十 .了 一 所， 而 梯形 001024 的 面积 一 3 .2VB 一 4VB. 
求 面积 =4V 囊 一“ 本 一 了 开 一 4V 可 一 -于 (面积 单位 )， 
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427. 求证， 圆 系 避 十 2 十 2%w 十 (4 十 10)y 十 20 十 10%==0 中 
任意 两 圆 相 切 于 同一 点 , 并 求 出 切 扣 坐 标 ， 

[分 析 一 」 在 圆 系 方程 中 ， 当 和 分 别 取 入 和 时 ， 证 明 此 两 圆 必 相 切 
于 一 定点 . 

[证 一 ] 在 圆 系 方程 中 , 设 入 分 别 取 加 和 和 (Ah1>hs)， 则 得 加 方程 

(s+) y+ CBM] =5CA+1)? 
和 (z+FA) 十 [9 二 (272 十 5)]? 一 5(X3 十 1)2. 
圆心 坐标 为 (一 和， 一 (3A 十 5)) 和 (一 A2， 一 《2% 十 5))、 两 圆 半 径 为 
i= 二 V8 | 和 +1| 和 rs= MV 5 11 十 工 | 


两 图 同心 距 为 
d=V (Mh) dN N= 5 -ja 一 VS 一 
分 二 种 情况 研究 : 
(1) 入 > 加之 一 1 dV5(M- 和 0)，N1 一 1s 二 V5(N 一 pp)， 两 回 内 
切 ; 


(3) 和 > -TI>jo， 4=V5(a-)jo)，n+r=V5(u-j)，、 两 圆 外 
切 ; 

(3) 一 工 > 及 >) d= 5 (N— No), 73 一 ?1 二 M5 (A 一 A), 两 图 内 切 ， 

无 论 何 种 情况 都 表示 两 圆 相 切 ，… 圆 系 内 任意 两 圆 彼此 相 切 . 

又 将 贺 系 方程 化 为 妈 十 包 十 10y+20 二 ANK3z 十 40+10)=0， 解 方程 组 
[op+lovH20_0 得 | 故 不 论 1 取 何 值 ,图 系 中 的 加 都 经 

[分 析 二 」 将 圆 系 方程 化 为 好 十 妇 十 109% 十 20+2X(z 二 2 二 5) 一 0， 则 此 
圆 系 方程 表示 过 圆 到 十 好 十 10y 士 20=0 与 直线 十 28 十 5 一 0 交点 的 圆 系 ， 
只 要 证 明 此 直线 与 此 图 相 切 , 即 可 得 证 . 

[证 二 圆 系 方程 可 化 为 #2? 十 10y 寺 20 寺 2A(z 上 2y 5) 二 0，。 此 

、 【2 十 多 十 10y 十 30 一 0 加 

加 系 为 过 | 。 2 ,5-0 交点 的 贺 系 ， 但 me 十 轧 +10y 上 20 一 0 即 
X 十 (十 5 一 35 它 的 中 心 (0，- 引 到 直线 z+2y+5=0 的 距离 d= 


VG. … 加 2 二 10y 十 20=0 与 直线 x4 十 2 十 5 二 0 


§ 2. 直线 与 圆 、 图 与 圆 的 位 置 关 系 267 


相 切 , 切 点 为 lI， 一 3)， 且 贺 系 中 的 圆 均 与 直线 z 十 2y 十 5 二 0 相 切 于 点 
(1, 一 3)。 故 贺 系 中 任意 两 贺 都 相 切 于 点 41， 一 3)， 

428. 证明 方程 对 一 160 二 222 一 161 十 一 408 十 40 一 6d4o 
的 曲线 为 两 个 互 切 的 圆 . 

[分 析 ] 根据 题 断 , 可 知 此 方程 必 可 化 为 两 个 二 次 方程 之 积 等 于 零 的 形 
E, 

[证 ] ”好 十 20202 十 欠 一 16(22 二 2) 一 42(z3 二 912) 十 64x 

一 《2 十 一 42) (22 十 4 一 16)》， 
,…. 原 方程 的 昌 线 为 两 个 圆 ，22 十 色 一 4 和 =0 和 十 妨 一 16=0， 此 两 圆 的 
圆心 (43 0)、(0, 0) 间 的 距离 为 2， 等 于 两 贺 的 半径 之 差 .。 … 此 两 圆 互相 
内 切 . 

429、 已 知 两 圆 的 极 坐 标 方程 ，p 一 2cos9 和 p? 一 2V 3 psinb 
十 2=0.。 求证 两 贺 外 切 , 并 求 切 点 的 极 坐 
标 ， 

[分 析 ] 和 欲 证 两 圆 处 切 ， 只 需 证 明 两 圆 圆心 距 
等 于 两 圆 半径 之 积 , 

[证 ]」 贺 p=2cos0 圆心 的 极 坐 标 为 CCL，0)， 
半径 为 1; 又 加 p? 一 2V 3 psin0+2=0， 即 
p+ (V 3)?—2V 3 peos (6- 可)~1， 圆心 为 
D (VB, 分), 半径 为 1 圆心 距 一 VIPTCV 可 )3 一 2, 等 于 此 两 图 的 半径 
之 和 , 故此 两 圆 外 切 , 切 点 下 为 圆心 距 的 中 点 , 且 LZ00D 一 守 ，.. |0M| 
=10MU|=1DMI，ZCOMN= 子 ，… 切 点 下 的 极 坐标 为 (上 号 ) 


430. 记 圆 心 为 ((, 20) 且 与 2 轴 相 切 的 略为 Ol(e)， 当 ClQ) 
的 圆心 在 抛物 线 y=2 上 变动 时 (cx0)， Oo 的 全 体 为 允 ， 
(1) 为 使 圆 C(Q) 与 贺 0() 相 外 切 ， 试 求 a.5 之 间 的 关系 ; 
(2) 为 使 圆 C(e) 只 与 如 中 唯一 的 圆 外 切 , 求 5 的 值 ; (3) 对 于 
除去 (2) 规定 的 & 值 ， 当 0(%) 与 0(5) 外 切 时 , 试用 & 表 出 8 的 
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信 ; (多 若 O(oD) 、O(ca) 、O(aa) 、C(cg) 逐 个 相 外 切 ， 且 ai= 亏 


>as>43>>0， 试 求 @4 的 值 . 

[ 解 ] (1) 加 0(4) 的 圆心 为 (aq，a), 半径 长 为 a23; 贺 0(5) 的 圆心 为 

(5, 2”), 半径 长 为 B23， 为 使 圆 CC(4) 与 加 C(B) 外 切 , 应 有 
Va—b)? + (a — 06) 一 02 十 D2， 
EN (a—0)?= 4a02...0. 

(2) 由 (DD 可知 ， 在 召 中 与 加 CCa) 相 外 切 的 圆 C0(2) 其 圆心 的 横 坐 标 必 
须 且 只 须 满足 @ 式 ， 化 @ 式 为 b 的 二 次 方程 (44a? 一 1)5? 十 24b 一 0 一 0… 
包 ， 当 如 ?一 1 关 0 时 ， 其 判别 式 4 二 44a? 填 4a?(4q2 一 1) 二 16a4，.…. 对 于 任 
意 的 4 天 0， 方 程 @ 总 有 两 不 等 的 实 根 .而 抛物 线 y= 人 2 中 的 XE (一 ~， 
%%), 改 必 有 吾 中 的 两 个 圆 都 和 CCa) 外 切 ， 为 使 贺 CCa) 只 与 互 中 唯一 的 


国外 切 ， 则 方程 @ 只 能 有 一 解 ，.…. 4a? 一 1= 0 故 ao 一 土 二 


(3) 当 w 坟 二 时 , 即 44? 一 40 时 , 由 @ 解 得 


(4) '“ O(ar) 和 Clao) 外 切 ， 且 0 一 去 > ap 由 加 可 得 qs 一 子 ， 又 
“CLas) 和 OCas) 外 切 , 且 0 一 子 >as, 由 加 可 得 = 并 
同 理 可 得 ai 一 吉 


人 旬 1， 求 两 圆 9 十 妇 十 Die 十 o 十 下 =0(4= 寺 分 的 赤 角 纪 
[分 析 ] ”过 两 圆 交点 各 自 的 切线 分 别 与 两 圆 半 
径 重 直 ， 改 两 圆 的 交角 等 于 过 交点 两 圆 的 半径 的 
夹 角 或 它 的 补 角 人 局 . 
[ 解 ] 设 为 两 圆 的 一 个 交点 ， 过 点 4 圆 01 
的 切线 为 TT', 贺 0, 的 切线 为 90". 
014 | 77', 0.4 | 8’ 
LTAQO==L0140s=90， 或 wm-/0140,=0 


cb 两 曲线 的 交角 一 般 规定 为 过 交点 两 切线 所 夹 的 锐角 或 直角 ， 
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_ |014|2+ 102412- 
cs 一 OO 


而 1014|?= 寺 (D+ 本 一 4F1)， [04s?= (D+ B34F2), 


D D2 Eh 五 。 Na 
io0P( 好 -学 ) + 全- 至) 
0 [DiDst BIB, -2(F+ Fs)| 
VDI+EI—4F) VDI+ Bi—4F, 

从 此 即 可 求 得 0. 

432 求证 两 贺 vw ++ Dwt Byt+Fi=0 种 0 十 113 十 .2ap 十 
2 十 5Ea=0 互 相 直 交 的 充 要 条 件 为 DiDa 二 BB 一 2(Fj 十 Fs) 
-0 

[证 ] 两 圆 直 交 ， 即 过 它们 交点 的 切线 互相 垂直 ， 则 两 殴 中 心 和 它们 的 
交点 组 成 一 直角 三 角形 ， 根 据 勾 股 定理 及 其 道 定理 , 可 得 两 较 过 它们 交点 
人 


即 DiDy+ BiBa—2(Fi+ Fy) =0. 

[说 明 ] 这 个 充 要 条 件 也 可 直接 从 上 题 的 结论 中 导出 ， 

433. 求证 两 圆 和 二 一 2mw 一 21g 一 2 十 2 二 0 和 22 十 o 一 
2nz 十 2y 二 ww 一 太一 0 在 交点 处 的 切线 互相 垂直 ， 


[证 一 ] 应 用 上 题 两 圆 直 交 的 充 要 条 件 , 即 可 证 明 . 
[证 二 ]」 设 两 圆 的 交点 坐标 为 (za y1)， 则 
2 十 呀 一 2021 一 2001 一 92 十 2 一 0， 站 


相 加 但 3021+Y1) ~ 2m+n) 21+2m—n) Y= 
即 Ti+ mm n=0. 
过 交点 的 两 圆 切线 方程 为 : 
TT MLR) 一 8 十 os) 一 2 十 02 一 0， 
即 (1— mT+ RY mot nyit mi —n) =0; 


210 十 0410 一 80 人 Z 十 21) my tn) +m n=0, 
即 《2X1 一 9202 十 《0 十 多) 一 《221 一 玉手 一 902 十 202) 一 0， 
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(X41 ~ (RO) 二 (7) 2 十 7 
= Xt 二 yO— m+n)rit mo—n)=0, 
“过 点 (V1 4) 的 两 切线 互相 垂直 . 

434. 试 证 圆 加 十 一 2 十 1=0 与 通过 点 (一 1, 0)、 (1, 0) 的 
任 一 圆 C 互相 直 交 . 

[分 析 一 ] 由于 直 交 两 圆 在 交点 处 的 切线 互相 垂直 , 故 只 要 写 出 已 知 圆 
和 和 过 点 (一 14，0)、(1, 0 的 图 在 交点 处 的 切线 的 方程 , 即 可 验证 . 

[证 一 」】 过 (一 1, 0)、G， 0) 的 任 一 圆 C 的 方程 为 2 十 只- 20 一 L= 0， 
设 加 0 与 圆 2 十 仿 一 红 十 1=0 的 交点 坐标 为 (za 加 )， 则 好 十 好 一 4 十 工 
一 0, zi 十 Yi 一 2Ay1 一 1 二 0。 相 加 得 难 十 女 一 24 一 A 一 0。 过 点 (zt 胡 ) 的 
两 贺 的 切线 方程 分 别 为 : 

X1X 十 919 一 34Z 十 04) 十 [一 0， 04 十 4 一 0 十 信 ) 一 上 = 0 
0 (TI~2 TTYY -271i=0, Zrti Qa—AYy—Ay—1=0 
(T1201 YN) = 201— Ai=0, 
.过 交点 《m1 4%) 的 两 区 的 切线 互相 垂直 . 

[分 析 二 j 直 扶 利用 两 圆 直 交 的 充 要 条 件 证 明 ( 参 见 第 432 题 ). 

[证 二 ]」 过 (一 1, 0)、(1, 0) 的 任 一 圆 的 方程 为 达 十 儿 一 2 一 1 一 0，(% 
为 任意 常数 )， 《一 和 .040.( 一 24) 一 3C 一 1])=0, .图 十 这 一 4 十 
1=0 和 过 点 (一 二 0)、(1, 0) 的 任 一 圆 C 互相 直 交 ， 

435. 求证， 过 两 已 知 点 (0，w、(0， 一 5) 且 与 直线 y=mw 
十 5 相 切 的 两 圆 , 当中 =o3(2 十 mm) 时 , 互相 直 交 ， 

[分 析 」 在 假设 过 两 已 知 点 (0, a)、(0， 一 a) 的 两 圆 后 ， 根 据 它们 和 直 
线 y 一 mz+c 相 切 ， 及 题 设 的 关系 ， 设 法 推 得 两 圆 直 交 的 充 要 条 件 即 可 得 
证 , 

[证 ] 设 过 两 已 知 点 (0, a)、(0，-a) 的 任意 两 圆 方程 为 ; 2? 寺 扩 一 2h14 
一 4 一 0， 凡 十 久 一 2X05 一 党 一 0 车 与 直线 Yy 二 mz 十 c 相 切 ， 则 方程 2 十 
《MX 十 六 一 2 一 4 一 0 (==1,2) 有 等 根 ， 

4=4(mc Nh) -4di+m a) 一 0， 
即 入 一 20p1C 一 022 十 42( 工 十 人 一 0 (=1, 2). 
因 C= (2+m3)， 改 籽 -2Amc 一 8? 二 0， 和 4、ha 是 此 方程 的 两 个 根 ， 
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AM" 一 42, 即 MXp+q2=0， 此 即 两 圆 直 交 的 充 要 条 件 ,故此 两 贺 直 交 . 
436. 求证 两 圆 p=&cos (0 一 a)，p= 
bsin(4 一 a) 直 交 . 
[证 ] … 贺 p=a cos(9-o) 的 圆心 为 4( 邹 ， s), 


另 一 贺 的 圆心 为 B( 总 a+ F) “LA0B= 扩 ， 
好 40 | BO0， 亦 即 过 两 贺 交 点 的 两 条 切线 互相 牌 吉 ， 故 两 贺 吉 交 ， 


437， 设 点 卫 关 于 一 已 知 圆 的 切 点 弦 与 它 关 于 另 一 相 离 的 已 
知 圆 的 切 点 纺 相 交 于 点 Q@. 求证 以 PQ 为 直径 的 圆 过 两 定点， 
且 与 这 两 已 知 圆 直 交 . 

[证 j 取 两 已 知 圆 连 心 线 为 z 轴 , 其 根 轴 为 y 轴 , 建立 坐标 系 , 使 两 圆 的 
方程 为 ， 吧 十 久 一 2 十 co=0 (co>0， ;= 也 3)， 设 点 一 坐标 为 (zi 1)， 
则 其 关于 两 圆 的 切 点 弦 方 程 为 ziz4yy 一 入 (2 十 21) 二 0 二 0，G=1，2)， 
“。 它们 过 同一 点 8(z2, 9y2),; 故 

vim Ya MTTt m2 te=0, met — hvit+ 7 +e=0., 


17? 一 — 71, Y= 2 (iF0)., 
以 P@ 为 直径 的 加 方程 为 (2 一 20) (42 一 22) 填 (一 1) (yy 一 y2) 一 0， 即 
yy Xi+yi—o 一 C 一 0 
$1 
. 此 圆 过 两 定点 (Vc, 0)、(-- we，0)， 故 在 c>0 了 时， 根据 两 圆 直 交 
的 充 要 条 件 ，D1D2 十 BB2 一 2《C81+F2) =0 可 知 此 圆 与 两 已 知 圆 直 交 ， 
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438. 求 以 相交 两 圆 03， 妨 十 轨 十 4 十 十 L==0 及 O08， 02 十 4 
十 2 十 2 十 I = 一 0 的 公共 艾 为 直径 的 圆 方程 . 


[分 析 ] ”由 于 所 求 圆 过 两 已 知 圆 的 交点 ， 其 方程 可 用 贺 系 方程 cd 十 cs 
一 0 设 之 , 其 圆心 坐标 就 可 用 入 表 出 ， 再 利用 圆心 在 公共 弦 上 , 求 得 的 
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值 即 可 . 

[ 解 ] 两 圆 的 方程 相 减 ， 得 27 一 y= 一 0、 此 即 两 融 公 共 弦 所 在 的 直线 方 
程 . 显然 , 贺 0 的 圆心 (一 4， 一 4) 不 在 此 直线 上 , 窗 可 设 所 求 圆 的 方程 为 
太 十 二 42 十 十 1 二 (2z2 十 2 十 2 十 2 十 了 一 0， 即 

( 工 十 和 2Z2 十 OP De OY OT 
其 圆心 的 坐标 为 (一 了 元， 一 本 让) “点 0 在 直线 2 一 y 一 0 
2CQ+4A) ，1T23A _n ， =- -了 At 

于 . 改 所 戏 的 
方程 为 ~ 台 吕 于-36~6y- 久 一 0， 即 S52 + 60+6r+1l2y+5=0. 


[说 明 ] 人 在 求 过 两 已 知 圆 交点 的 圆 时 , 常 利 用 圆 系 方程 . 
(2) 圆 系 方程 Cj 十 1409=0 表示 所 有 过 圆 0 一 0 和 00=0 交点 的 圆 , 但 
一 般 常 用 01 十 40 二 0 的 形式 ， 后 一 形式 不 包括 加 0s 二 0 本 身 . 故 使 用 这 
一 形式 时 , 必须 确定 所 求 的 圆 不 可 能 是 圆 Ca=0 才 行 . 
(3) 在 Qi1+X0s 一 0 中 , 若 和 = -二 则 此 方程 表示 两 圆 的 根 输 方程 。 当 
网 贺 相交 时 , 即 为 公共 弱 所 在 的 直线 方程 ; 当 两 圆 相 切 时 , 即 为 其 内 公 切 线 
方程 
439. 求 过 两 圆 妇 十 -2322 十 3 一 7=0 利 人 2 十 多 十 3 一 2 一 
1=0 的 交 氮 及 点 必 2) 的 圆 方程 ， 
[ 解 ] … 当 z=1, y==2 时 , 2 二 90 一 纹 一 1=3 半 0，,, 点 (1 9) 不 
在 图 go +3x 一 2y 一 1 二 0 上 , 故 设 所 求 的 圆 方程 为 
0 十 妇 十 27 十 3 一 ?十 22 十 扫 十 3 一 20 一 全 一 0 

以 2 一 六 y=3 代 入 ,得 6 十 3A==0，.. 和 = 一 2。 故 所 求 的 圆 方程 为 
e+ Try 7 2 432 2 l=0, 

化 简 得 t+4dr—7y+5=0. 

440， 求 过 两 已 知 圆 O41. w?++y? 一 4 十 2y==0 和 03， ww? 十 人 六 一 
29y 一 4=0 的 交 扩 , 且 阅 心 在 直线 1 22 十 4= 二 上 的 圆 方程 . 

[ 解 ] … 圆 Cs 的 圆心 (0, 1) 不 在 直线 ! 上 ，… 可 设 所 求 圆 的 方程 为 

凡 十 护 一 禾 二 27 十 XZ2 十 内 一 290 一 人 一 0 
即 (LFA C+- A+21 Ny~M=0...0, 


上 上 ，, 
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Da A-l1 . 4 4(A—1) 
gm 为 (I 条 XO 在 1 上 全 


~1、 解 此 方程 , 得 于， 代入 @, 得 所 求 的 圆 方程 为 
ty 人 0 即 + -30+y -1=0 


441. 求 以 圆 一 十 久 一 2cy=0 截 直线 y=m2 十 所 得 的 弦 为 
直径 的 圆 方程 . 
[ 解 ] 设 所 求 的 圆 方程 为 妇 十 银 一 2ag 十 2 一 4 一 太一 0， 即 22 十 久 一 


pi)z 一 (27 一 29 一 站 一 0。 其 圆心 0 的 坐标 为 (一生 ，22 二 >) 点 C 


在 直线 y= 二 m2 十 上， = 各- 解 此 方程 , 得 和 = 2 (0%) 。 


二 十 入 ; 
故 所 求 的 图 方程 河 


om(a—£) | | .2k (a—E) 
4 一下、 Dd miei Le 一 一 
2 十 V/ Tr 2a 下 下 0， 


BP (+m r+m yi—2mG— kr—2am+r yk =0 

442. 求 过 两 贺信 十 六 4 种 一 22 一 4y 十 4=0 的 两 个 
交 扩 , 且 和 直线 % 十 2y 一 0 相 切 的 圆 方程 . 

[ 解 ] 2 十 4 一 4 和 直线 Z+2%=0 相交 , 故 可 设 所 求 的 圆 方程 为 

A + —4) + + 22—dy+4=0, 
即 (Al1)z2 CAD 2 dy—4(NA—1) =0. 
以 z= 一 2y 代入 , 得 50+ 了 Dy 一 4( 和 A 一 1),， “所 求 园 和 直线 5 十 2y 二 0 相 
切 , 且 入 一 1，.. 和 A 一 1=0, 即 入 =1， 故 所 求 的 圆 方程 为 
+ r+2y=0. 

443. 求 过 直线 22 十 yy 二 4=0 和 圆 2 十 y? 十 2% 一 科 十 1=0 的 
交点 , 且 满 足下 列 条 件 之 一 的 图 方程 ，(1) 过 原点 ; (2) 有 最 小 
面积 . 

[ 解 ] 设 所 求 的 圆 方程 为 宛 十 大 十 2 一 饮 二 1 和 2 十 十 和 一 0 即 

2 十 久 十 2 寺 十 和 2 十 从 一 和 9 二 谋士 和 4) 一 0 全. 


GD … 此 加 过 原点 , “I+ 外 ~0, 4 一 一 子 ， 故 所 求 的 加 方程 为 
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t+ + 0 一 0 
(2) 当 半 径 最 小 时 , 圆 面积 也 最 小 . 由 四 得 
[z+ (I 二)]2+ (w+ (Lt 二 全- 人- 妇 -1 


3 
5 -3) 4 
= 了 (2- 王 ) 二. 


“… 当 % 一 万 时 ,此 加 的 面积 最 小 . 故 满足 条 件 的 圆 方程 为 


By (y- 8) =、 
(e+ 二) +(v- 守 ) = 各 


444. 求证 过 两 定点 (V1, Yi)、(《%wa， ya) 的 同系 方程 为 
(人 一 04) (一 09) + YY—Y) (9 一 ga) + EES m1) (Ya— 1) 
一 一 拉 ) (Za 一 2)] 一 0…(G， 
其 中 上 为 参数 . 


[分 析 ] 显然 由 为 过 两 定点 (2t 1)、(z2, ys) 的 圆 方程 , 故 只 需 证 明 对 
于 任意 给 出 的 一 个 符合 条 件 的 圆 , 总 能 找到 一 个 常数 及 使 @ 式 为 此 圆 的 
方程 . 

[证 ] 设 0 为 任 一 过 点 (zi gD、(zo 0 的 圆 . 在 0 上 上 另 取 一 异 于 这 
两 感 的 点 (23, 3)， 代入 也 式 , 得 

(Wa3— 1) (Xa— £2) T+ (ya3—Y1) (Ya ~ ya) 十 下 (zs 一 2 (03 一念 ) 
~ (ya—Y1) (m3— 21) j=0. 
《1 1)、(29,，Y2)、《za, Ya) 为 加 C 上 不 同 的 三 点 , 故此 三 点 不 共 线 ， 
(xs 一 21) (a) 一 (一 久 ) (0 一 21) 产 0. 
取 p= — AT3— 1) rs 一 02) + (Ya—Y1) Ya —~Y2) 


(03 一 04) (Ya~—y1) — (Ya—Y1) ta — 01) 
则 QD 式 即 可 化 为 
GZ 一 04) (2 一 03) 十 (9 一人) 一 殷 ) 


_ (3—%1) (ts3— 22) + (ya— 1) (ya — Ysa) 
(£3— 21) (YO— 11) — (Ya — Yi1) (Ka — 11) 


“LZ—2) 0) — CY —) sa — 81) =O. 
显然 ， 这 是 一 个 圆 方程 ， 且 过 点 《zl， Y1)、 (Xs, y2)、 (za, ya). 的 过 这 三 点 的 
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圆 只 有 一 个 ， 即 圆 C。 .…. 此 方程 即 为 圆 C 的 方程 。 故 任 一 过 点 《x1; 级 )、 
(Xz2, Ya) 的 圆 均 可 表示 为 @ 式 ， 

[说 明 ] (1) 凡 求 过 两 定点 的 圆 , 利用 本 题 的 结论 去 解 时 , 只 需 确定 一 
个 常数 , 简化 了 解 的 过 程 ， 

(2) 当 E=0 时 , 式 即 为 以 (wi, 加 )、(za, gp) 的 连 线 为 直径 的 加 方程 . 

445. 求 与 已 知 圆 十 一 7y 十 10=0 相交 ， 所 得 公共 蓄 
平行 于 已 知 直线 2w 一 3y 一 1=0, 且 过 点 (一 2, 3).(1, 少 的 圆 方 
程 ， 
[ 解 ] 因为 所 求 的 贺 过 点 (一 2, 3) 和 (1, 4)， 故 根据 上 题 结论 可 设 其 方 
程 及 (x 寺 2) (5 一 ]D)+(y-3)(y—4)+k[(2+2)— (y—3)',3]=0, 即 

人 十 久 十 (二 IT)Z 一 (35 二 779 十 HE 十 10 一 0 
… 七 知 圆 方程 为 区 十 包 一 79 士 10=0… 轩 ,，.… 它们 的 公共 弦 所 在 的 直线 
方程 是 十 1)z 一 8ky 填 11k=0。 又 … 此 直线 平行 于 直线 2% 一 3y -1=0， 
改 得 -一 一 二 本， 一 1， 代 入 @ 式 , 即 得 所 求 圆 的 方程 
xz2 二 42 二 27 一 10y 十 电 =0 

446. 求 与 gy 轴 切 于 点 (0, 入 ， 且 在 轴 上 截取 的 弦 长 为 6 的 
图 方程 ， Yi 

[分 析 ] 与 y 轴 相 切 于 定点 的 圆 , 其 圆心 的 
纵 坐 标 即 为 此 定点 的 纵 坐 标 , 而 半径 则 等 于 加 
” 心 的 横 坐 标的 绝对 值 . 

[ 解 ] 根据 已 知 条 件 , 可 设 满足 条 件 的 圆 的 
圆心 为 Co 多 ， 半 径 长 为 jaj。 著 此 圆 交 z 轴 于 4、B, 则 |4B|=6， 作 
CMTLAB, 交 4B 于 让 , 则 14Mi=3. 而 140|=|al，|CM|=4 又 
i401 一 |4U 0 一 中 ，… ja|=5, a= 土 5， 故 所 求 的 贺 方 程 为 

(z+(y 42=25, 即 x2+1T10z~8y+16=0., 

447. 求证， 与 直线 w=o, y=5 相 切 的 圆 的 方程 均 可 表示 为 
(w 一 4 一 p) 十 (Wy 一 0 干 P)? 一 Pp? 的 形式 (2 为 待定 常数 )， 

[分 析 j 与 直线 z=a 相 切 的 圆 ， 其 半径 必 为 圆心 的 横 坐 标 与 4 之 差 的 
绝对 值 。 同样 , 与 直线 g 一 2 相 切 的 圆 , 其 半径 必 为 贺 心 的 纵 坐 标 与 5 之 差 
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的 绝对 值 ， 由 此 考虑 即 可 得 证 ， 

[证 ] 设 满足 条 件 的 贺 的 圆心 坐标 为 (a, 8)。 由 于 此 圆 与 直线 Z=0， 
y= 二 b 相 切 , 其 半径 应 等 于 ja 一 41 或 18 一 b|，.. 此 贺 方 程 可 表示 为 (z% 一 a)? 
t+(y—B) = 二 《4-4)3%OD， 设 p=4~q*…@@， 则 a=4 十 p**…@， 且 |p| = 
la—~al=|8~0b|, .. +p=B8-b, 即 B=6+p…@， 以 @、 名 代入 @, 即 
但 (% 一 4 一 p)? 十 (y 一 b 干 p)? 二 访 。 故 任 一 与 直线 2 一 y=b 相 切 的 加 的 
方程 均 可 表示 为 此 种 形式 ， 

[说 明 」 (14》 凡 涉及 分 别 同 平行 于 两 坐标 轴 的 直线 相 切 的 圆 ， 利用 本 是 

络 论 去 解 , 只 需 确定 一 个 常数 ， 

《3) 当 万 程 (% 一 4 一 p)? 十 (yy 一 0b 干 p)?==p? 为 一 圆 方程 时 ，2 关 0. 到 则 ， 
此 方程 仅 表示 两 个 点 . 

《3) 当 研 究 只 同 x=4 或 y=5 中 一 条 直线 相 切 的 圆 时 ， 也 可 使 用 此 方 
程 , 但 此 时 a、D、2 三 者 之 中 有 两 个 为 待定 常数 . 


448. 求 过 点 4(2, 0)、B(5, 0) 且 与 直线 1 y==2w 相 切 的 圆 
方程 . 


[分 析 一 ] 由 于 所 求 贺 与 已 知 直 线 ; 相 切 , 由 加 方程 和 直线 i 的 方程 组 
成 的 方程 组 必 有 两 组 相同 的 解 。 据 此 以 及 所 求 加 过 两 已 知 点 的 条 件 , 即 可 
得 符合 条 件 的 图 方程 . 

[ 解 一 ] 设 所 求 的 圆 方程 为 2+ 人 +Dzx 十 By 十 FF=0，*“ 此 贺 过 点 
AC2, 0)、 B(5, 0), … 4+2D+F=0...D, 25-+5D+f=0.…@， 由 @、 
名 解 得 D= 一 ?7，F==10， 又 '“ 此 癌 和 直线 y==2z 相 切 ，.*. 方程 5x2+ 
(D+28)z+ 玉 =0 的 判别 式 为 零 ， 即 (D+2B)?-20F 一 0。 以 D、 了 的 值 


代入 ,得 五 =- 二 30Y 2 ， 故 所 求 的 贺 方 程 为 


wry Tt EHV 2 ,10~0. 


[分 析 二 」 由 于 所 求 圆 过 两 已 知 点 , 故 也 可 利用 第 444 题 结论 解 之 。 

[ 解 二 」 … 所 求 圆 过 点 4《2, 0)、BC5, 0)， 故 可 设 其 方程 为 

(一 2 一 5) 十 久 二 139 一 0， BD z+ -72+3ky+10=0...0D. 
以 y=27 代入 电 式 , 得 5c2+ (6 一 7)2 十 了 =0，… 所 求 加 和 直线 y= 一 2x 


bis iii 


, 


Wy 、- 
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相 切 , .. (66 一 7)? 一 4.5.10=0. 解 此 方程 ,得 4 一 二 吉 V2. 代入 O@ 式 ， 
即 得 所 求 圆 的 方程 2?+y 一 72+ 了 二 2 于 y 10 一 0， 


449. 设 Pi、 Pa 为 两 局 | Oj. w+y + DitBiyt+hi=0 各 
Oa， 十 人 六 十 Dw 十 Boy 十 Fa 二 0 的 圆心 ,而 PP 为 加 CO. 
w+ + Dmt+ Ry+F tk + + Dt Bayt+Fa)=0 
PP z 
的 圆心 (LX 兰 一 二 。 求证 PP- =k. 
[分 析 ] 从 所 给 圆 方程 中 求 出 Pi、P、P 的 坐标 , 并 进行 验证 即 可 . 
[证 ] 由 圆 01、 Cs、C 的 方程 ， 可 得 其 圆心 Pi、P2、 了 的 坐标 分 别 为 


( Di 如 ) Da Ea Di kD Ei+kbEo 
(- 2 92 ) -ry - 5) 


-3 一 


Dr D2 _E1 Ep 
DitkDs。 一 也 +k( 一 学 B+gB 一 3 + (— 学 ) 


了 GD 工 二 区 ”50GTD 1 十 
PP _ 
PP; 
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450. 已 知 复数 2 二 z+iy, 求 在 复 平面 上 满足 |2z 二 1] = 12 一 ?| 
之 点 集 的 图 象 ,并 在 点 集 内 求 使 lz| 有 最 大 
值 的 点 的 坐标 . 

[分 析 ] ”将 用 复数 表示 的 条 件 转化 为 用 实数 表 
示 即 可, 

[ 解 ] {12s 二 1| 二 1 一 i， 即 

(QQz+D) +2y|= |z+ily—I1)), 
亦 即 V (2z 二 1) 二 4 = VO+ CYL. 
得 。 22+ 妨 4+ 全 z+ 全 y=0， 凤 (z+3) +(y+3) = 了 


.图 象 是 圆心 在 ( -号 ，~ 去 ) 半径 是 2 的 圆周 ， 点 集 内 使 1s| ~ 
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VHT 有 最 大 信 的 点 , 即 是 过 原点 的 直径 的 另 一 端点 ( 一生，~ 写 ) 
[说 明 ] … |2a+1| 一 2 =14 一 计 的 几何 意义 
为 点 名 到 点 ( 一 各 ,0) 距 离 的 两 倍 等 于 点 名 到 点 C0， 号 的 距离， 因此 本 
认 即 已 知 点 了 (2 的 到 点 (0 1) 的 距离 等 于 到 点 ( 一 地, 0) 距离 的 两 倍 ， 
求 点 ML 的 轨迹 . 
451. 如果 连结 4(0, 2)、B(2, 2) 的 线段 4B 恒 在 圆 0. 
23 十 4 一 200 一 20V7 一 0 


6 


的 外 部 ， 试 画图 表示 这 个 圆 的 圆心 存在 | 

的 范围 . A Sa 
[分 析 ] 线段 4B 在 圆 0 的 外 部 有 两 种 情 加 

名 ， 一 种 是 线段 45 所 在 直线 与 圆 C 无 公共 


点 ; 另 一 种 是 线段 4B 所 在 直线 虽 与 国有 
公共 点 , 但 圆心 0 到 4、B 的 距离 均 大 于 半径 , 且 圆心 0 在 直线 4B 上 的 
射影 不 在 线段 4B 上 ， 由 此 便 能 找 出 贺 心 存在 范围 的 边界 . 

[ 解 ] 改写 贺 C 的 方程 为 (x 一 0)2+ Gy 一 芒 ? 一 2 二 2， 故 圆心 C 的 仙 
标 为 (a, 5)， 半 径 为 V 瑟 十 页， … 直线 4 了 的 方程 为 9 一 2 一 0，… 圆心 
C 到 直线 4B 的 距离 等 于 [5 一 2|. 当 上 8 一 2| > V 更 二 更 ， 即 D< 工 二 …@ 


时 ， 显 然 直线 4B 与 加 C 相 离 ， 故 线 慨 4 了 3 在 圆 0 的 外 部 . 
当 2 一 引 < 五 于 歼 …@@ 时 , 如 圆心 C 在 直线 y 一 2=0 上 的 射影 为 ML 
“…“ 4M、BM 同 号 ，.… (a- 0) (4 一 2) >0， 解 不 等 式 组 ; 


1C4| >V aq2 十 好 W 95 十 (一 2)2 > W a5 十 下 
[ev 即 Me 
l(a—0)(a—2)>0, Qta —2)>0., 
1>b>1- 卫 
结合 @, 得 | ,bs “…@. 
a<0, 或 a>2 


由 WW、 @ 即 可 得 圆心 存在 的 范围 是 图 上 划 有 和 斜 线 的 部 分 。 
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说明] 求 符 合 给 定 条 件 的 点 集 的 图 象 ,一 般 可 先 研究 其 边界 . 
452， 设 区 域 4 为 圆 s?+y?~1 的 外 部 与 加 十 P=2 的 内 


部 的 公共 部 分 ,点 P(w, 9) 在 4 中 运动 , 求 中 
点 Qloty, 2 一 功 运动 的 范围 。 > 

[分 析 ] 由于 点 9 的 坐标 和 点 卫 的 坐标 之 间 _ 纹 / | 多 
的 关系 已 知 , 而 点 乙 又 可 看 作 在 半径 大 于 工 而 小 2 
于 2 的 诸 同 心 加 上 移动 ， 点 @ 的 运动 范围 即 可 求 《2% 


得 , 
[ 解 ] 设 所 © 的 坐标 为 (wo, bo)， 则 20 一 2 十 9I， 扣 = 一 0 一 外 由 此 解 得 


久光 y 一 并 人 委 ， 点 Pz, 殷 在 圆 吕 十 好 一 靖 上 移动 (其 中 < 


T= 
<2).。 故 有 (加 各 ) + (加 3 妇 )】 一 7 即 2 二 好 一 2 <73 天 2， 
2 碾 00 十 如 三 4， 以 zw、y 分 别 换 以 xo、yo， 得 2< 台 十 做 <4.、， 故 点 8 的 
运动 泡 围 为 加 2? 一 2 与 六 汉 十 妨 =4 之 间 的 部 分 ， 即 图 上 阴影 部 分 
《不 包括 边界 ). 

入 3. 已 知 直 线 hw 一 ay 一 1=0 和 直线 fw 十 ay 十 5 二 0， 其 中 
0<a<1i.。 (1) 以 上 两 直线 同 过 点 (1, 0), 试 求 的 值 ，(2) 求 由 


(DD 确定 的 两 直线 与 圆 人 + 力 一 - 方 的 交点 ; (3) 求 由 (了 确定 的 


两 直线 与 42) 中 的 圆 所 包围 的 ， 且 包含 原点 的 那 部 分 区 域 的 面 
积 . 

[ 解 ] (I) … 两 直线 如 一 0 一 1=0 和 jz 十 
xb 十 8=0 都 过 点 (L， 0)，.… 一 1 一 0， 上 且 如 十 二 
0, 故 % 二 一 1. 

(2) 由 (了 确定 的 两 直线 方程 分 别 为 $2 一 ay 一 1 
一 0… 由 和 2Z 十 ay 一 上 一 0…@，… aq 二 0， 故 由 个 


得 y= 一 ， 代 入 加 方程 避 + 妨 一方 ,得 


ty 


。 2 
[lat+Dz~2jr=0, ,“，#==0 或 ti 
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一 1 
代入 四 式 , 得 y= 一 广 或 y 一 F745、 故 寺 线 和 圆 必 + 族 = 击 -的 


交点 为 {0，- 二 ) 和 (2 区 21)， 同 理 可 得 ， 直 线 @ 与 加 的 交 


An 1 2 1—a’ 
上 为 (0, 二 ) 和 (BT -a PD) 
C3》 十 中 所 指 的 区 域 是 图 上 阴影 部 分 ,其 面积 


454 .已 知 集合 
Ds= {1(%, 9 {12 —200+9 +2(0—2)y+2>0. 
(1) 当 & 为 小 于 1 的 某 一 常数 时 ， 图 示 DD，(2) 当 c 在 区 间 
(一 0, 四 内 变化 时 , 图 示 辣 时 属于 一 切 Ds 的 元 素 所 组 成 的 集 
合 ， / 
[ 解 ] 《1) 将 不 等 式 人 ~-2am+y?+2(a 一 2)y+2>0 变形 ,得 (2 一 4)? 十 
[y+ (a 一 2) 了 >2(a 一 4)?， 由 于 a 为 小 于 1 的 某 一 常数 ,集合 D, 即 为 图 1 
上 圆 :， (x 一 9)?+[y 二 (a 一 2)]=2《a 一 ?的 圆 外 部 分 (不 包括 边界 )， 


a en 


SS ,Sy 


> RN 
2 SS 
图 1 图 23 


(2) 由 (了 可 知 ,对 于 a 为 区 间 ( -了 匡 内 的 任 一 值 时 ，D, 表示 某 一 加 
的 国外 部 分 .此 轩 的 圆心 坐标 为 {，_3 ,。 满足 方程 s+y=2 (z<T、 
一 az 十 妨 士 20 一 2)g 十 3 一 妇 十 急 一 4 十 2 一 22(z 一 殷 =0， 而 四 
zy 一 4y+2 一 0 的 中 心 (0, 2) 到 直线 4 2 一 y 一 0 的 距离 4=|~ 记 | 


V 3 等 于 圆 C 的 半径 ， … 方程 x? 一 2az 十 好 十 3240 一 228 十 2 一 0 表示 与 圆 
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C 和 直线 ! 相 切 的 圆 系 。 … 4<1,，.…. 此 圆 系 中 的 圆 与 圆 C 均 在 直线 2 一 y 
一 0 的 同 侧 . 0 故 符合 条 件 
的 集合 D, 在 直角 坐标 平面 内 即 表 示 图 2 中 阴影 部 分 , 包括 除 点 (1, 1) 以 
外 的 直线 2 一 y= 二 0 上 所 有 的 点 . 

455， 作 出 点 集 D., {Cw, ||zj<y<|z|l+ V3 -1 w+ 
4}, 并 求 其 面积 . 

[分 析 ] 将 集合 中 元 素 应 满足 的 不 等 式 改 为 相 
应 的 等 式 , 即 可 得 点 集 DD 所 表示 的 区 域 的 边界 . 

[ 解 ] 设 直 线 %= 一 |z|，%= jzl+TV 3 一 1 与 圆 
2 十 久 一 4 分 别 交 于 4、B，C0C、D; 圆心 为 0. 

y 一 |z| 十 V3 一 1 与 y 轴 的 交点 为 (0, V3 一 J. 
点 集 为 图 中 扇形 04B 中 除去 扇形 BCD 所 构成 的 区 域 (图 中 阴影 部 分 ， 
包括 边界 )， 


Az04 一 于， Zr0B=2 本， OZBy= 开 ， AyED=. 


.所 集 DD 的 面积 为 5S= “2 一 (2 一 V3 +1)? -5(3V3 3 —4). 


85. 平移 旋转、 对 称 变换 


456. 平移 坐标 轴 , 分 别 以 C1) 《h 一 7 及， (2) (四 一 六 为 新 
原点 建立 坐标 系 x0'y， 求 方程 (w 一 及 ?十 (y 一 ?=7? 在 新 坐 
标 系 中 的 方程 

[ 解 ] CD … 新 老 坐 标 系 的 坐标 变换 公式 为 | 


(zc 一 用 ?+ 人 一 芒 ? 一 人 2 在 新 坐标 系 中 的 方程 为 
[C2 +h—r) -hE + 即 (r 一 六? 于 9 一 7 


} » , 
) … 新 老 符 标 系 的 兴 标 变换 公式 为 ”+ .方程 (5 一)? 二 


—y hb—r?, 
(yy 一 人 2 一 和 在 新 坐标 系 中 的 方程 为 
[C2 + hy 十 大 一 人 一 站 ?一 2 好 032 十 (W 一 了 7)2 一 7 


2 一 十 万 一 人 


yy+h “ 吉 
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457， 问 将 圆 C， 妇 十 内 = 工 平移 到 什么 位 置 时 ， 才 能 使 它 与 
圆 CO: (xz 一 8) 十 久 =16 直 交 , 且 与 y 轴 相 切 ? 

[分 析 ] 半径 确定 的 圆 其 位 置 决定 于 它 的 圆心 , 故 只 需求 出 其 平移 后 的 
圆心 坐标 . 

[ 解 ] 设 圆 CC 平移 后 的 方程 为 (2z 一 20)?++(y 一 gp)? 二 1， 它 与 y 轴 相 切 ， 
故 |zo| = 二 即 zo= 土 ,又 它 与 圆 01 家 交 , 故 ( 土 1 一 3)? 十 城 =1+16， 从 
此 可 得 如 = 土 V13, 或 名 = 士 I ， 改 将 圆 C 平移 到 圆心 坐标 为 UU，vV 桓 ) 或 
(1， 一 V13) 或 (1 也 或 (- 二 -了 时 ， 都 能 和 圆 01 直 交 ， 且 与 y 轴 相 
切 . 


458. 设 9 为 任意 常数 (0<0<2wm), 通过 变换 ， 
v=2c080+ysSind 
[ee .0 
y ~wsin0—yceosd | 
将 点 了 (%, 幼 变 到 点 Q(w', %)，(T) 证 明 ， 在 此 变换 下 , 必 能 将 
太 @ 变 回 到 点 P; (2) 证 明 ， 在 此 变换 下 , 可 将 圆 o2 十 内 = 工 上 


的 点 变 到 同 圆 的 圆周 上 ; (3) 当 0= 总 时 , 求 在 此 变换 下 圆 2 十 


9 二 1 上 的 不 动 点 ， 
[ 解 ] GD 设 点 Q(z', 乡 ) 经 此 变换 后 的 点 为 PCzy yy)， 则 
21=2 C0S0+Y SinO= (wo0o8 0O+ysin0)co0+ (rsind —yeosO)sind 
—X%C080+r8in20=72, 
=2'sinO ~y cos0= (x0050+ysinO)sind — (zsing —yeosO)cosO 
~Yysin20-+y cos20 一 
而 (z, 分 即 为 点 P 的 坐标 , 故 在 此 变换 下 , 能 将 点 9 变 到 点 也 
(23) 设 氮 型 (zo，%) 为 圆 人 2 十 纺 =1 上 的 任意 一 点 ， 则 如 十 级 1， 又 
讽 反 碎 经 此 变换 后 的 点 为 N (20， 纺 )， 则 =zo cos0+gosin9.…@， 
% 一 208inl 一 加 cos0… 和 人， 四 2 四) 得 
zo 十 go 一 (oocos0 上 4%osin6)? 十 (zsin0 一 加 cos0)2 
一 20c0s20 十 sin20 上 23sin20 十 bcos20 一 23 二 12 一 工 
故 点 在 圆 交 十 多 = 工 上 ， 即 在 此 变换 下 ,可 将 圆 2 十 妨 =1 上 的 点 变 到 
同 圆 的 圆周 上 ， 
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(3) 设 当 0 一 时 , 在 此 变换 下 加 必 十 六 二 2 上 的 不 动 点 为 (X,Y 了 ), 则 


ZY2=1.. (3); 昌文 一 Xoos T+Ysin Sr. 4, 


由 的 、 回 均 得 了 ~V3Y.…@， 代 入 @, 得 (V3Y)?+Y?=1, .了 ~ 
土 上 二， 代入 @@, 得 2 一 士 妆 3， 故 所 求 的 不 动 点 为 
1 工 V 3 
至 李 ) 和 (- 庆 - 汪 ) 
[说 明 ] 因为 绕 原 点 顺 时 针 旋 转 8 角 的 变换 所 对 应 的 矩阵 为 
cosb sing 1 0 
( 洲 关于 z 轴 对 称 变换 所 对 应 的 矩阵 为 ( ， _， ) 而 


-1I 
(0。 1)(_g eg)~( 全 _ eg) 故此 变 次 妈 为 将 一 个 点 


原点 顺 时 针 旋 转 9 角 后 , 再 求 其 关于 z 轴 的 对 称 点 . 

409.、 试 求 圆 作 +y? 一 Zz 十 2y =0 关于 直线 4w 一 gy 十 1=0 对 称 
的 加 方程 ， 

[分 析 一 j 即 求 与 此 圆 上 任 一 点 关于 直线 ! 对称 的 点 的 轨迹 方程 . 

[ 解 一 ] 设 园 到 十 儿 一 2 二 29 一 0 上 的 任 一 点 也 (%, 幼 关 于 直线 六 x 一 y 
十 1 一 0 的 对 称 点 为 Po(zo yp)， 则 线段 PPo 的 中 点 (入 22 0 ,了 ) 在 


直线 1 上 , 且 PP, LI 故 了 2 -2 HL1i=-0 如 -1 有 即 z 一 y 
4 2 一 Lo 


一 加 一 各 一 2 由 X49y 二 0 十 yo'…@， 由 四, 回 解 得 f= 一 1…@, y= 
Zo 十 人 由。 以 @、@ 代 入 方程 如 + 妨 一 x 十 2y=0, 得 
(yo—1)°+ (mot+1)?— (yo—1) -+2(r0+1)=0. 

化 简 , 并 以 zw、y 代 换 Xo、Wo， 即 得 所 求 的 方程 妇 十 匈 十 4 一 3 十 5=0. 

[分 析 二 」 曲线 代 寺 人 一 + 十 2y=0 为 一 圆 ， 它 关于 直线 i 的 对 称 图 形 
也 是 一 名， 其 大 小 不 变 。 而 决定 一 加 , 只 和 需 决 定 其 欧 心 和 半径, 故 只 要 求 
出 贺 2 十 扩 一 ZX 十 2y 一 0 的 圆心 关于 直线 的 对 称 点 ,以 及 此 贺 的 半径 ,就 
可 写 出 其 对 称 曲 线 的 方程 ， 


—8inG cosb 
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) + 


1 

可 
Gy 二 D? 一 开 ， 故 其 圆心 为 (去 ， 一 1) 半径 为 5、 设 点 (去 ,~1) 关 于 
直线 2-y+1 一 0 的 对 称 点 为 (z, , 则 


[ 解 二 ] 化 方程 +P-w+29y 一 0 为 贺 的 标准 方程, 得 (2 


1 
净 十 芯 
2 y—l yy 十 二 
2 2 十 一， 一 一 一 一 | 


解 此 两 方程 ,得 z= -2， g 一 与 ， 改 所 求 的 方程 为 


Gor2)?+ (yg 一 襄 ) = 二， 即 +P+40-3y+5 一 0， 


3 6. 最 大 值 、 最 小 值 


生 0.， 求 圆 允 十 儿 = 工 由 切线 方程 使 此 切线 夹 在 两 至 标 灿 下 
半 轴 间 的 线段 长 最 短 . 

[分 析 ] 因 切 线 夹 在 两 坐标 轴 正 半 轴 间 的 线段 长 取决 于 切 点 的 位 置 , 故 
列 出 此 长 度 以 切 点 坐标 为 自 变量 的 函数 关系 式 ， 即 可 求 出 切 感 坐标 及 切线 
方程 。 

[ 解 ] 设 切 点 为 (zw1, 1)， 则 切线 方程 为 TTIY 二， 又 刀 十 引 一 
1…@， 切线 与 两 华 标 轴 正 半 轴 的 交点 为 4 (二 ,0).B(0, 荆 )， 

1 Y1 


1 1 1 2 
可 亿 >0, >0 AB 二 一 一 一 一 一 
>0. 148 0 yi TI > vit yt 2 


在 入 = 妇 时 等 号 成 立 ， 代 入 加 , 得 世 = 负 = 多 2， 故 所 求 切线 方程 为 


s+y~ V3 一 0. 

[说 明 」 要 求 极 值 , 均 可 如 上 找 出 函数 关系 后 去 求 ， 如 函数 式 中 的 自 变 
量 不 止 一 个 ， 则 可 利用 不 等 式 或 利用 其 它 关 系 先 将 其 化 成 一 元 函数 后 再 
求 。 
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461. 若 以 原点 为 圆心 , 半径 为 T 的 圆 与 直线 一 + 六 =1 


(a>0,，5>>0) 相 切 。 由 “与 2 的 关系 如 何 ? (2) 何 时 乘积 a2 
为 最 小 ? 

[ 解 ] 《1) 将 直线 方程 和 + 区 ~1 写 成 52t+ay -ab0，… 此 直线 和 
加 22 十 坊 一 相 切 … 国 心 (0. 站 到 这 直线 的 路 离 为 本 leer0 | 
=], 故 2 二? 一 a2p2.…0). 

(2) 将 @ 式 两 边 同 除 以 a5p, 得 a 一 名 + 二 之 2， 政 当 a-b 时 ， 季 积 
ab 最 小 ,其 最 小 什 为 2 

[说 明 ] 本题 也 可 如 上 题 那样, 先 建立 函数 关系 再 解 之 . 

462. 平面 上 有 两 点 4A(—1l, 0)、 BU, 0), 在 圆周 (z 一 8 六 十 
(9 一 和 ?= 和 4 上 了 到 一 点 P， 求 使 4P? 十 BPs 
取 最 小 值 时 点 了 的 坐标 . 

[分 析 一 ] 4P? 十 BP? 的 值 由 点 卫 的 位 置 确定 ， 
故 可 设 点 书 坐 标 为 自 变量 , 列 出 函数 式 求解 

[ 解 一 ] 设 点 忆 坐 标 为 (3 十 2co86, 4 十 2sin6)， 


则 
AP? +- BE?=(4+2¢c050)2+ (4+28in0)?+ (2+20050)?+ (4+2sin0)3? 


~60+240050432sin0=60+40 (3 cos 0+ sin 9) 


4 
令 3 上 式 =60+40gsin(0+p). 当 有 +p 一 豆 , 即 9~ - 开 一 9 时 ， 
Sin gg 一 一 ， 
5 
AP?+BP? 取 最 小 值 20. … snb6= et 
3m .3 _6_9 
cos0=00s (下 ?)- Sin 9== 一 三 . 。 后 卫 坐标 为 ，%=3 太一 也 
y~4-8~ 二 . 即 在 点 P (二 光 地 ) 处 4P3? 十 了 3P? 值 最 小 


[ 解 二 ] 因 三 角形 P4B 中 PO 为 中 线 ， 得 4P? 十 BP3?= 20P2? 十 20B2 
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一 20P2 二 2, … 当 OP 达到 最 小 时 , 4 户 十 BP? 也 同时 达到 最 小 , ,, 点 0 与 
圆心 (3， 人 9 的 连 线 与 贺 的 交点 的 坐标 即 所 求 点 呈 的 坐标 。 解 方程 组 


一 和 4 
| 合 题 意 即 得 点 了 的 坐标 为 ( 坪 ， 芝 )， 
人 z 一 有 十 一 入 = 

463. 已 知 一 圆 ， 以 及 与 此 国 相 亢 且 开 相 强直 的 两 站 mn. 
在 圆周 上 求 一 点 ， 使 此 点 到 直线 m、n 的 距离 和 为 最 大 (最 
小 ). 

[ 解 ] ”以 两 条 互相 垂直 的 直线 为 z 轴 和 y 辆 p 
并 适当 规定 轴 的 正方 向 , 使 图 的 位 置 在 坐标 系 中 
第 一 象限 ， 设 圆心 的 坐标 为 (zu，%o)， 半 径 为 NOC 
圆 上 任 一 点 的 坐标 为 (zo+r cos9，yo 寺 rsin 9). 
此 点 到 两 条 直线 加、 2 的 距离 和 
一 |zo-+rcosg 十 加 sinb| 一 2 十 加 十 2rsin (3 


… 当 6= 下 时 ,4 最 大 当 9 一 -于 时 ，4 最 小 ， 即 到 两 直线 mm 的 距离 
和 最 大 的 点 BB 的 坐标 为 《+ 和, 如 十 志气)， 距 离 和 最 小 的 点 B' 的 从 


V2 
标 为 (=- 一 -一 ， yo 一 


J 


464.， 已 知 直角 坐标 系 的 原点 与 极 坐标 系 的 极点 重合 , 由 2 轴 
正 向 到 极 轴 ( 逆 时 针 ) 成 30° 角 , 两 坐标 系 的 单位 相同 . 曲线 O 在 
极 坐 标 系 中 方程 为 p=4cos96， 直 线 1 在 直角 坐标 系 中 方程 为 
z~y=5， 试 求 曲 线 C 上 到 直线 1 的 距离 》 
最 近 和 最 远 的 点 . 

[分 析 ] ”将 极 坐标 系 中 曲线 C 的 方程 转换 成 直 
角 坐 标 系 中 的 方程 即 可 解 . 

[ 解 一 ] 曲线 p= 二 4cos9 是 圆 方程 , 圆心 4 的 极 
坐标 为 (2, 0), 半径 + 二 32. 图 心 4 的 直角 众 标 为 (V3, 1)，.…. 曲线 0 的 
直角 坐标 方程 为 (2 一 VB)?++(y 一 1)?=4.…D， 过 圆心 4 且 和 直线 1 各 
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直 的 直线 方程 是 y= -xX 十 V3 十 1 名 解 @@,、 回 得 
{YY (YY 
y 一 1 一 V 3 y=1+V3., 
… 最 近 点 坐标 为 (V 3 十 V2, 1-V23); 最 远 点 坐标 为 (V 3 一 V3， 
1+V 3)， 
[ 解 二 」 曲线 p 二 4cos9 是 阅 心 为 4(2，0), 半径 7 一 2 的 圆 ， 在 直角 举 


可 一 了 3 十 3 
标 系 z0y 中 , 圆心 为 4(V 可 , 1)， 贺 的 参数 方程 为 | V3+2c0sg 


y=1+2sing 
不 闭 上 的 点 到 直线 zx 一 y= 二 5 的 距离 为 
了 二 |(V 3 十 2coso' — (1+2%sing) —5) _ IV 3 -6+2(cosp—sing)| 


V2 V3 
V3-6+2Vasin(F -gp) 6—-VB-2Vasin(4 -9 ) 
YN 

当 p= 一 了 时， 于 上 的 点 到 直线 的 距离 最 小 ， .。 最 近 点 坐标 为 


(V3+V3,，1-V3)， 当 9 一 子 w 时 ， 贺 上 的 点 到 直线 的 距离 最 大 
… 最 远 点 坐标 为 (V 3 -V23,1+V 3). 

多 5. 已 知 人 4BC 三 边 长 分 别 为 3、4、 5 点 书 是 它 的 内 切 
涡 上 一 点 , 求 以 了 4、P 了 PB、 PC 为 直径 的 三 个 图 面积 之 和 的 最 大 
值 和 最 小 值 . 

[ 解 ] “ 32? 十 经 = 52，.… A4BO 为 直角 三 角 
形 . 取 直 角 顶 点 4 为 原点 , 两 直角 边 为 坐标 轴 建 
立 直角 坐标 系 如 图 设 B(4, 0) 、0C0, 3), 三 角 
形 半 周 长 为 2 内 切 圆 半径 为 *。 则 Susso 一 ?2 
即 得 ?=i，.". 人 4BO 的 内 切 贺 方程 为 

(2 一 1 十 (一 二 一， 即 妈 十 多 一 2 一 20 十 I=0. 
衣 反 三 的 坐标 为 42, 9)， 以 P4、PB、PC 为 直径 的 三 个 加 面积 之 和 
S=T PAT+PB+PO) = [+ TY 一 3) 


条 
一 可 (已 一 切 . 
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~ Ore2, 。。 当 2 一 0 时 ， 心 max 一 ; 当 X=2 时 ， Bra = 


466. 已 知 点 一 是 圆 OO，(z 一 5 十 (一 5)3 一 人 (>0) 上 上 的 
一 点 ， 它 关于 点 4(5，0) 的 对 称 点 为 Q@。， 把 
点 卫 绕 圆心 0(5, 5) 依 逆 时 壬 方向 旋转 90 
后 , 所 得 的 点 记 作 有 R， 当 点 卫 在 圆 O 上 移动 
时 , 求 |]@R| 的 最 小 值 和 最 大 值 . 

[ 解 ] 根据 圆 C 的 方程 ,可 设 点 P 卫 的 坐标 为 
(5 十 recoso, 5 十 rsin0), 则 点 9 的 坐标 为 (5 一 7? cos9， 
57sin0), 而 点 五 的 坐标 是 (5-+rcos(9+ 扫 ) 5+r8in (9+ 扫 )) 即 
《5 一 * Sin 5 十 ycos 乓 ， 

[QRI?=7?(cos0—sin 0)2+ [10-+-r (cos0 +sin 0)]? 
—?2[ (cos0 —sing)?+ (co0s0 +sin 0)’ 
十 100 十 207(cosg -sin0) 
= 27?+100+20Vrsin(9+ 字 ). 


” 9>0，.…， |@B|?<2r?-+100+20V 3r=(V23r+10), 
[9B|?>272+100—~20V 27+=(V 2r—10)2 


故 当 9= 灾 ， 即 点 王 的 坐标 为 (5 二 好 对， 5+ 三 ， ) 时 ,19R1 有 最 大 什 


wa 当 9~ 如, 即 点 忆 的 坐标 为 6_YE, 5— M7), 9B 
有 最 小 值 |V 2 7 一 ol 


“467. 平面 上 三 个 定点 4( 一 2 3,， 0)、 
B(2M 3, 0)、O(4MV 3,6)， 点 了 是 平面 


上 满足 人 4PB 一 亏 的 一 个 动 点 。 求 线段 
人 0 的 长 最 短 时 点 卫 的 坐标 . 
[分 析 ] 动 点 满足 <4PB= 地 , 故 点 了 的 
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轨迹 是 以 4B 为 弦 , 所 含 圆周 角 为 写 的 两 段 弓 形 弧 , 点 0 不 在 弧 上 , 故 马 


形 强 所 在 圆 的 圆心 和 点 0 的 连 线 与 弧 的 交点 即 为 所 求 . 
[ 解 」 设 动态 了 的 坐标 为 (%, 9). 


~ _ 了 ___ 也 
一 4 六 一 可 ， /sp 一 +ovV3’ KBpp 一 i 3 和 
ap—kap ~to =/3 
工 十 万 p1pp ‘8 3 V3 


将 Kap、Ksp 值 代入 并 化 简 , 即 得 动 点 忆 的 轨迹 方程 2%? 十 (y 一 2)?=16 

(y>0) 和 十 (y+2)? 一 16 (<0). "点 0 在 z 轴 .上 方 且 在 弓形 强 外 部 ， 

.… 使 |PC| 最 短 的 点 卫 应 是 上 半 马 形 弧 所 在 品 的 圆心 妞 和 点 0 连 线 与 己 

形 弧 的 交点 。 点 如 的 坐标 为 (0, 2), 直线 CB 方程 为 2 一 V3y+2V 3=0. 
, s—V3yt2V3=0 (2~2V3 [sg= -2V3 

解 方程 组 {,, (，_。 2 一 16， 1 {0 ”要 据 题 意 ， 

z、y 均 应 取 正 值 , 故 使 | PO 最短 的 点 卫 的 坐标 是 (2V 3 ， 光 ， 


468， 已 知 圆 2 十 y= 与 一 定点 4(2, 0),B 为 已 知 加 上 
一 动 点 ， 信 4B80 是 正三 角形 (4、B、O 为 顺 时 针 序 )， 试 求 
顶点 0 的 轨迹 如 点 B 在 上 半圆 周 上 运动 ， 
到 什么 位 置 时 ， 四 边 形 040B 的 面积 最 
大 ? 

[ 解 ] 设 CCz， 幼 为 轨迹 上 任意 一 点 ， 取 人 x0B 


一 9 为 参数 . 点 8 的 坐标 为 (cos8,，sin9),， Lz4B 
=p. 。 O00=04+A6, 


人 一 (O00)os= (04)oo 十 (4C)oo=3 二 14C| 05 (? -号 ) 


一 2 十 [ABlcosg cos 可 十 14Blsin p si 本 


一 3 十 二 (oos0 一 2) + 3.(ein g—0) 


=3(0080+V Bsin 0)+1. 
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y=(00)w = (OD + (A0)w=0+14Blsin (gp~ 委 ) 
=|ABlsing cos ~|14AB|cosg sin 记 
= 二 (sin 0—0) -Co0s0— 2) ~ 二 (sin 0— V3cos0)+V3. 


(2—1) +y-V Bl. 
疏 所 求 轨 迹 为 以 信 ，V 3 ) 为 圆心 , 荆 为 半径 之 圆 . 
当 0<0<n 时 , Sas 二 "2sinO sinb, 又 
14B|?=22+12—2.2c050=5-4c0s0, 


Bsas0— M5—4cos0). 


Sous 一 2( 仓 sin 03 COS 0)+ SY 3 2sin (9- 扫 )+- 5V 3 . 


- 当 6 一 可 一 可 ; 即 9 一 -全 时， Soso3 有 最 大 值 : 心 一 3+5v 3 


3 其 它 


469. 已 知 圆 CO， 丸 十 十 Doz 十 有 十 下 =0、 分 别 求 点 Po 
(xzo, yo 在 圆 内 、 圆 上 或 圆 外 的 条 件 . 

[分 析 ] 一 点 在 贺 内 、 园 上 或 加 外 ， 可 通过 点 和 加 心 之 间 的 距离 与 半径 
的 大 小 比较 而 确定 

[ 解 ] 由 国 0 的 方程 可 得 其 园 心 为 了 (一 卫 , 如), 半径 


/PE 
一 A 一 一 一 


故 点 Po(Gzo Yo) 在 圆 内 的 条 件 为 |PPo| <” 即 


2 2 
(m+2 + (w+ < 2+, 


亦 中 zo 十 乌 十 Dz 十 Byo 十 了 0， 辐 理 可 得 ; 点 Polxo, s) 在 圆 上 和 圆 外 的 
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条 件 分 别 为 妇 十 纺 十 Dozo 十 五 0 十 环 =0 和 合十 纺 十 Daoo 二 五 yo 十 五 >0. 
和 如 加 所 示 ， 由 点 4(c, 0) 引 圆 有 十 仿 =”? 的 切线 ， 设 二 
为 切 点 ，(z>Y>0)， 线 眉 04 交 贺 于 了 3, y 


将 图 形 4PB( 图 中 阴影 部 分 ) 和 扇形 OPB 
绕 w 轴 旋转 一 周 , 当 所 产生 的 两 个 旋转 体 a > 
等 积 时 , 求 +、a 的 关系 . NU 

[ 解 ] 作 P8Q1z 轨 ， 牌 足 为 9， 则 10P|?= 
loQ1"1041, 即 1081'. 1081 一 全 ,10B1=r-1001~ 人 《人 


[pgb-iOph-1ogj?-~ 号 Gz 一 办， 由 遍 形 OPB 绕 z 轴 旋转 一 周 关 
生 的 旋转 体 为 一 球 肩 形 ， 其 体积 卫 = 与 mr219B| = 号 . 邓 一 (4 一 六 。 由 直 
角 三 角形 04P 绕 z 轴 旋转 一 周 产生 的 旋转 体 体积 


Vr|QPl? a rar). 


由 条 件 可 知 : 7 下 
"a>r, .. 4dr=atr, 即 4=3r, 

和 人， 平面 上 有 一 以 原点 为 国 心 半 色 为 7 的 圆 , 设 了 为 此 图 

在 点 卫 ( 二 7 村， 二 可 ) 的 切线 ,在 1 上 取 一 
不 为 切 扣 的 点 了 了 (4, 6). 

(1) 证 明 对 于 1 上 的 任意 一 点 @(e, 四， 
可 找到 一 个 适当 的 实数 如 将 c 和 4 表示 
为 : 


c=ta+(L—t)b, d= 民 一 有 CC 十 十 . 
(2) 求 上 述 点 @ 在 线段 PR 上 时 tt 的 范围 . 
[分 析 一 j]】 8 是 PR 上 一 点 , 故 可 根据 分 点 坐标 公式 ， 先 将 它 的 坐标 用 


4、D 表 出 ， 
[ 解 一 】 (1)““ 加 0 的 方程 为 必 十 多 一 和 切线 了 的 方程 为 &% 二 一 
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V57r. … 点 Po 如 在 1 上 , a4b=V3r 设 - 友 族 - ， 则 
/or 


十 CA 
c= 一 =- 和 +2 so .0), 
1 十 入 2(1+ 入 ) 2(l1+A 和 ) 
\/ 37 
T 十 入 2(1 + 入 ) 2C4A) 
,，。 工 十 2 1 T 十 2 
入 23( 工 十 人 WI 和 设 5 2Q+A) 一 则 gC 人 


代入 中 、@, 即 得 c=ta 十 (1 一 人 5b, 4 一 代 一 芒 c 十 切 . 
2) “… 点 日 是 线段 RP 的 内 分 点 ， … 0<X<， 故 二 <t<3 当 点 
8 重合 于 点 卫 时 , 则 t=1。 故 所 求 # 的 范围 为 二 <#<1 


[分 析 二 ] 要 用 w、5 表示 直线 ? 上 任意 一 点 (ce，4)， 可 在 了 上 另 找 一 
可 以 用 a、 的 式 子 表示 的 定点 P', 其 中 最 简单 的 是 卫 关 于 直线 OR 的 对 
称 点 也 (5b, Q), 而 点 日 必 为 PP' 的 定 比 分 点 , 从 而 得 解 . 

[ 解 二 ] (I) 贺 O 的 方程 为 “2 十 妨 一 7?”， 切 点 呈 与 圆心 0 的 连 线 方程 
为 5 一 y=0, 点 卫 关 于 ORB 的 对 称 点 为 PCb,a), 点 情 为 PP' 的 中 点 、 设 

1]—t 1—t} 
a 十 一 一? b+ a 
PO:OP'= (1—t):t i to, d 一 本 
工 十 一 工 十 一 
一 Q(1 ~ 四 十 志 。 当 二 自 --% 逐渐 增 大 时 , 点 @ 自 点 P 的 上 方向 下 ( 即 按 
P' 到 号 的 方向 ) 运 动 . 


(2) 当 t= 二 时 ， 点 8 与 切 点 且 重 合 ， 当 1=1 时 ， 点 9 与 点 也 重合 . 
沪 点 @ 在 连结 切 点 忆 与 点 卫 所 成 的 线 肌 上 时 , t 的 范围 是 二 <t<1 

472%. 已 知 半径 为 了 的 圆 在 Pi(zwi, yi) 
的 切线 方程 为 9 一 “ 怒 g+29E (并 ， "). 


求 圆 心 4 的 坐标 . 
[分 析 ] 因 圆 心 4 在 过 切 点 的 直径 上 , 而 过 
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切 点 的 直径 与 切线 垂直 , 故 可 得 过 切 点 直径 的 参数 方程 。 利 用 圆心 到 切 点 
的 距离 等 于 半径 , 即 可 求 圆心 的 坐标 ， 
[ 解 ] 过 点 忆 的 圆 的 切线 倾角 是 6， 故 过 点 Pi 的 圆 的 直径 的 倾角 为 


_, i 
z—zi+tcos (0 2 ) {ttein 


0 一 地， 此 直径 的 参数 方程 是 
y=Yy1— tecoso. 


yttsin (9 各) 
若 贺 心 4 在 Pi 的 下 方 ， 刚 对 应 于 成 和 4 的 参数 t= 一 7， 点 44 的 坐标 为 
(zw1 一 ?Sin9, 红 十 ?co80); 若 圆 心 4 在 Pi 的 上 方 , 则 点 4 对 应 的 参数 t 一 ”， 
上 友 委 的 坐 秆 为 (Z1 十 ?sin0, yi 一 ? co0809). 


43， 已 知 圆 外 一 点 了 (zo, yo), 自己 作 圆 澡 +y=a3 的 两 切 
线 . 求证 点 了 和 两 切 点 组 成 的 三 角形 面积 


S = a(o8+B— a) 
00 十 410 
[分 析 j 计算 点 已 到 切 点 驴 4B 的 距离 以 及 切 
点 弦 48B 的 长 , 即 可 求 得 三 角形 的 面积 . 
[证 ] 点 书 坐 标 为 (co，%)， 切 点 驼 4B 的 方程 为 Xo0x 十 yoy 一 2 一 0、 点 


Xo + Ye— 0 


PP 到 和 二线 的 4B 距离 dV; 点 0 到 直线 4B 的 距离 


0 


: : Va 
00 天 十 级 一 0 
AB 一 分 2—_ ad" ~ 
由 A312v V m+ 
“APAB 的 面 隘 9 一 中， 0 _ CGI 站 二 0 
474， 设 半径 为 4 的 两 等 圆 Ol、Os 相交 于 ， 


4(2, I 和 B( 一 2, 一 2)， 试 求 它 们 连 心 线 的 fo 
斜率 与 圆心 距 . 人 
[分 析 ] “根据 “两 贺 的 连 心 线 必 垂直 平分 公共 纺 " 
就 可 得 解 
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- 解 ] 直线 4B 的 斜率 tsa 一 雪 - 一 子 ，…“ 连 心 线 O10; 4B，.… 过 * 


心 线 Qi0s 的 斜率 z= 一 子 ， 设 010; 和 4B 的 交点 为 … 010s 平 分 


4B, .点 了 的 从 标 为 (0, 一 却 )， 改 1M41== 吉 . 连 014, 则 


om ls=10:41:-1M41?=4~ (5) = 尝 . 


“, |01M} = V3 疝 理 ,0221 = V3 … 圆心 距 


|010s| = 101M | + 10sM 1 = 89. 

94175， 实数 a、58、c 满足 条 件 3(c? 十 0) =403(0o 关 0)，(1) 求证 
直线 cz 十 09y+c=0 与 圆 加 二 P=1 交 于 不 同 的 两 点 P,Q; 
(2) 求 弦 PQ@ 的 长 

[ 解 一 ] (1) 当 a0 时 ,由 直线 方程 ao+by+c=~0 得 z= 她 ++5.…@. 
代入 回 方 程 得 C@?++59y? 寺 2boy 十 02 一 a2 一 0.…@B， 3?++52) 一 40%， 县 
c 寺 0，,… 四 的 判别 式 

4=4002 ~ 4(a2 4b 0a?) = 4 b2c2+ a0) | 
一 (3b2 + dor ~ 4c2) > 和 [3Ca?+ 5 ~ 4c2]=0. 
故 方程 @ 有 两 相 异 的 实 根 ， 即 直线 ax 十 by 十 c= 二 0 和 图 22 十 奶 =1 交 于 不 
局 的 两 点 已 4， 当 4=0 时 ， 由 条 件 可 知 5 半 0， 故 此 时 直线 方程 为 Y= 
~ 交代 入 贺 方 程 得 一 上 和 一 …@@， 在 4=0 时 ， 条 件 3(a?++57) 一 4 


即 为 3b2 一 4o2，. oo … 方程 @ 也 有 两 相 异 的 实 根 ， 结 论 


《IT) 仍 成 立 ，(3) 见 [ 解 二 ], 
[ 解 二 ] (1 贺 必 十 护 =1 的 圆心 到 直线 az 十 2 十 c=0 的 距离 为 4= 


-7 汪 太 ,根据 已 知 条 件 可 得 


五 一 了 2 
V ot+b 一 7 了 | +0), 
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d= 3 -Ml 
一 一 |c| 
A\ 3 
故 直 线 与 贺 有 两 个 不 同 的 交点 P、@. 
(2) 设 圆 心 0 在 直线 az 十 Oy 十 Cc 二 0 上 的 射影 为 及 ,， 则 
二 i V 9 
IloH|= -~3. . Pe| =2V OP -TOBP=2V1- (YE) -1. 
476. 求 直线 y==2z 二 1 被 圆 们 十 六 一 2y 一 1=0 所 截 的 线段 


之 长 . 

[ 解 ] 设 直线 9 一 2 十 1 和 图 十 纺 一 2y 一 1=0 的 交点 坐标 为 (v1, 1)、 

《2Z2， Y2), 由 | 1 一 CO1 十 二， ?3 一 203 十 上 改 直 线 被 圆 所 截 的 线段 长 
& 一 V AZ 一 021 十 (3 一 太 )”” 有 即 4= V5(xzas 一 21)2…)， 加 
以 y~=2c+1 代 入 团 方程 并 化 简 ,得 547 一 2 一 0，.*, ma= /三 , mo 一 

[ 解 二 ] 加 人 二 纺 一 2y 一 1 一 0 即 加 十 (一 1)? 二 2，….“ 圆心 (0 1 到 直 
线 y=22+1 的 距离 为 零 ，.. 所 截 线段 之 长 即 为 直径 3V 2. 

4749. 求 两 已 知 圆 Oz (wv 一 0) ”十 ?二 ”和 O83, 2 十 (一 0)?= 
六 的 公共 弦 的 长 度 (c>0，0>0)， 

[ 解 一 ] 设 两 圆 的 交点 为 (zu 级 ) 和 (zo, Yy2)， 由 圆 01 的 方程 得 2 十 坊 
一 20z 一 0… 四 , 由 圆 0 的 方程 得 只 十 久 一 209 一 0… 鸭 ， 四 一 轩 : y 一 王 
0， 代 入 四 ,得 (0 十 2 人 妇 一 200 和 =0， 0 一 0 mo -7 代入 
@, 得 妇 =0， yb. .… 两 加 公共 弦 的 长 度 为 


re 2abV a + 
Mi a to 


[ 解 二 ] 设 贺 01、 0 相交 于 P、@ 两 点 , 了 L 为 公共 弦 PQ 的 中 点 ， 由 图 
C1 的 方程 可 知 , 其 圆心 01 的 坐标 为 (%, 0), 半 径 长 101P| =a， 将 两 加 方程 
2 
外 减 ， 得 PQ 的 方程 为 ar 一 by 一 0。 I0M | = J. 
又 … OHM LPG, 故 ( 言 1P8@| =1PMI?=101PP? 一 104M1>, 即 


296 第 四 章 图 


[Po _ ， a a 
ao alto. 


。 DabV a2 b? 
… 两 贺 公 共 弦 的 长 度 |PQ| -2 Ye 


[说 明 ] 求 两 圆 公共 弦 的 长 度 , 一般 常用 以 上 两 种 方法 . 

478. 求 两 圆 (w 一 0)? 十 (y 一 0)”?=o” 和 (2 一 的 3 十 (9 一 C)2 一 03 
(c 基 妃 的 公共 弦 的 长 度 , 并 求 这 两 圆 相 切 的 条 件 . 

[ 解 ] 设 两 圆 的 交点 坐标 为 (zt, 办 )、(zo, y2)。 将 两 圆 方程 相 减 ， 得 
y= 代入 方程 w 一 a4)? 十 (yb)?=03, 得 22 一 2 十 DZ 十 a3 十 轨 一 2 一 0 
… 山 ， 当 其 判别 式 大 于 零 时 ， 即 203> (4~5)? 时 ， 有 z+z2= (a+b)， 
zlza = -+ 一、 从 而 得 

(xi 一 2 一 (2 十 Za) 一 4zlzo 一 2c3 一 (a—b)?. 
义 "两 圆 交 点 在 直线 y==z 上 ，.… 纹 一 四 ， 的 一 ‰， 故 这 两 加 的 公共 弱 的 
长 度 d=V (mi~z2) I+ -y= Va v= Vata -6 当 
方程 的 判别 式 等 于 者 时 , 两 圆 相 切 。 故 所 求 的 条 件 为 20?== (a 一 5b)?. 
[说 明 ] 也 可 从 公共 弦 长 为 零 得 解 . 

449. 问 e 取 何 值 时 , 圆 人 十 ?十 wz 一 6y 十 0=0 与 直线 wz 十 27 
-3 一 0 的 两 交点 P、Q 满足 OPJ408, 这 里 O 是 坐标 原点 . 

[ 解 一 ] 设 点 已 和 点 纺 的 坐标 分 别 为 (zt by) 和 (za ys)， 由 直线 方程 
得 z= 3 一 2%…@、， 代 入 圆 方程 , 得 (3 一 20)2 十 刀 + (3 一 2g) -6g 二 c=0, 即 
dy 一 209 十 13 十 c 一 0 yi+ Ya=4, "Y= 二 

由 忆 得 : 21 一 二 一 3， Ta 一 3 一 202. 


， 4c—2 
， 则 ,oa 一 (3 一 200 (3—2ys) =9— 6 ty) + dy = 7 


”0PL00， = -1 即 如 一 -1 03 


[ 解 二 ] 根据 (3.120), OP、0g 两 直线 的 方程 为 
2 十 2 十 《7 一 Gy) (和 +o) =0, 


0 (a+ 和)+( 和 -全 ) wt( 生 -3)y 0. 
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OP109，.… (S + 号:+( 从 -3)= -0， .c=3. 

480. 已 知 单位 圆 十 咏 =1 与 % 轴 交 于 点 4(1, 0)， 目 4 作 
圆 十 y==7” (0<*<< 纪 的 切线 交 单 位 圆 
于 点 刁 ， 再 上 月 反 下 作 圆 图 十 多 = 全 的 切 
线 , 与 单位 圆 交 于 点 4. 求 点 @ 的 坐标 . 

[分 析 ] 如 图 设 和 40B=0, 根据 切线 性 质 可 
知 人 BOR= 人 R00 一 L009=9， 故 点 坐标 
可 求 . 

[ 解 」 如 图 , 设 40B=0 则 “409g= 各 ,(~408 为 04 按 遂 时 针 疝 
车 到 08 所 形成 的 角 ). … 点 日 坐标 为 (eos 40, sin 49)，、 而 04=1, 08= 
1, .. GOSO=r, C0820=2c030—1=272—1, 

cos 40=2¢c0s?20—1=2(2r2—1)?—1=8r:—872?+1. 
sin 0= Vi—r?, Sin20~2sin0cos0=2rVi—??, 
sin 40 =2 sin 20 cos 20 =47(272—1)V1—73. 
“点 9 坐标 为 (874 一 872 十 I，4r C272 一 ])V1i 一 73). 

461， 对 于 坐标 平面 上 的 圆 奏 十 多 一 6x 一 名 二 10=0… 四 , 直 
线 y==m%… 色 ,直线 84 十 2y 十 4 二 0…@, 回答 下 列 问 题 , (了 4D) 圆 
GD 和 直线 书 交 于 不 同 的 两 点 ， 求 m 的 取 值 范围 ; (2) 圆 和 
直线 @ 的 两 个 交点 连 线 的 中 点 为 了 , 求 m 在 (1) 中 求 得 的 范围 
内 变动 时 , 点 了 的 轨迹 ; (3) 设 0 为 原点 ， 
直线 名、 @ 的 交点 是 @, 求 |10P| :108| 的 
值 . | 

[分 析 ] (1) 根据 曲线 和 方程 的 关系 , 只 需求 出 
由 @、 色 组 成 的 方程 组 有 两 组 不 同 实 数 解 的 条 件 
即 可 ; (3) 点 书 的 坐标 可 根据 条 件 用 含 m 的 式 子 
表示 ， 消 去 m， 即 得 其 轨迹 方程 ，(3) 点 @ 的 坐标 也 可 用 含 m 的 式 子 交 
示 , 故 i0P|' 108| 的 值 可 求 . 

[ 解 ] (人 以 回 代 入 @, 得 Go 十 1)z? 一 2(2m +3)z+10=0..…@， 
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“ 贺 四 和 直线 @ 交 于 不 同 的 两 点 ，… (2m+3)? 一 10(m2+1)>0, 即 
06m 一 222 十 了 <0O .. -> <m< SLY 


(2) 设 点 卫 的 坐标 为 (z, 9), 则 利用 书 达 定理 由 方程 @ 得 2 一-22 革 3 


加， 显然 , 点 卫 在 圆 四 内 , 故 z#0. 由 加 得 w 一 芯 ， 代 入 加 式 ,化 


简 得 2 十 纺 一 3 一 29 二 0…@， .. m 在 (I) 中 求 得 的 范围 变动 时 ， 点 卫 的 
轨迹 为 圆 @ 在 网 @ 内 的 那 段 弧 ( 端 点 除外 》. 
(3) 由 于 点 卫 、@ 都 在 直线 % 一 mz 上 ， 故 可 设 其 坐标 分 别 为 (x1 rz1)、 
(02, mz2)。 由 © 得 mi- 二， 网 代入 9, 得 mm 一 了， 
IOPR1 .108|=V (Cn 十 1)20xiyo)2 一 4 


$8. 证 明 题 


482.， 从 圆 允 十 2gz 十 2fy 十 0 二 0 上 任意 一 点 引 贺 

妨 十 久 十 29g2 十 21gy 十 cgin2w 十 (9g3 十 Fa3)cos2w 一 0 

的 两 切线 (0”<a<90°), 求 证 两 切 线 的 夹 角 
为 2a. 


[分 析 ] 由 于 圆 外 一 点 也 向 圆 所 引 的 两 切线 
洋 角 之 半 的 余弦 等 于 点 P 卫 到 此 圆 的 切线 长 与 点 了 
到 此 圆心 距离 之 比 ， 故 本 题 可 通过 计算 切线 的 长 
度 来 证 明 ， 

[证 ] 从 已 知 圆 的 方程 可 看 出 此 两 圆 为 同心 园 ， 它 们 的 半径 分 别 为 ， 
和 4 一 Y g++-e M 和 ra=V Ironag, .ri>re 在 圆 zx: 十 十 29¢ 
+2fy+c=0 上 任 取 一 点 Pwy 纳 )， 则 2 十 六 寺 2971 十 3fy1= 一 <， 
根据 公式 (4.3 红 I), 切线 P4 的 长 

[PA] 一 VZ 二 经 十 3901 十 31 十 csin2w 十 (92 十 廊 )cos5a 全) 
由 代入 @, 得 
IPA| 一 V cfsimnsaw 一 了 十 《9 十 户 )cos3g =V (g++ fe) eosg 
=~V gi+f—c cosa, 
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又 , 上 PCO|==rt==V gi+ 六 ~c。 设 人 <4PC=B,， 则 
[PA| + fi—c cosa 
00S 及 一 -一 一 ”一 一 -一 一 -一 一 一 一 
[PCO| V 9 十 产 一 5 
” O°<a<90°, 0°<B<90°, ., B=a, .. 4PPB=2a 


483， 自 圆 外 一 点 了 (wo, yo) 引 圆 必 十 ?= 的 两 切线 ， 求 证 
切 点 终 在 网 心 张 直 角 的 条 件 为 友 十 名 = 
272. 


分析 ] 本 题 即 为 证 两 切 点 和 原点 连 线 互相 垂 
直 的 条 件 ， 改 可 利用 过 原点 两 直线 互相 垂直 的 充 
妥 条 件 (3.113). 

[证 ] 自 点 了 (xo, %) 引 圆 的 两 切线 的 切 点 驴 
为 Vog 十 yog 一 和 5， 两 切 点 与 圆心 0 的 连 线 40、B0 的 方程 为 ，z2? 十 妇 一 


(2222 ) =0( 参 见 第 357 题 ), 即 


(wo0— ?732 + 270Yo0ry + (FE —7 = 0. 
“… 4B 在 原点 0 张 直角 ，… 台 一 ?? 二 组 一 ?2 一 0， 即 吕 十 奶 一 277 


各 4， 半 径 等 于 其 个 正三 角形 高 的 圆 在 这 个 正三 角形 的 一 边 
上 滚动 . 证 明 三 角形 两 边 截 圆 的 弧 总 等 于 
60- 

[分 析 ] 只 需 证 明 比 弧 所 对 的 弦 之 长 总 等 于 半 
径 , 故 可 从 求 这 两 边 和 圆 的 交点 坐标 着 手 . 

[证 ] 取 正 A4BC 的 顶点 4 为 原点 ，BO 边 上 
的 高 D4 所 在 直线 为 y 轴 ， 建 立 直角 坐标 系 ， 则 
两 边 4B、40C 的 直线 方程 分 别 为 V 3z-b%= 一 0，V3xc+%=0， 和 落 正 
A4BC 的 高 为 7, 则 与 边 BC 相 切 而 深 动 的 贺 方 程 为 (zt 一 mw%)? 十 妨 =7?， 设 
圆 与 A483、AC 分 别 交 于 名、 忆 两 点 ， 则 8 R 两 点 的 横 坐 标 ze、zz 为 方程 
(2 一 2 十 322 一 723， 即 4x2 一 2mz 十 m2 一 ?二 0 的 根 ， 


一 C0S a 


12 一 人 2 
4 


XX,) Vo 三 V 3 20, YR 二 一 A/ 3 TR, 


?3 
. Vot Tp=, wetR 一 
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(ROI?= (go0—Z8)?+ (Ya ~ ye) 7 —2rore+ ra+ 33m IT0rn + 2) 
~—4(zT3+ Xora+ rh) =4[ (vot tr)? — rore] 


3 2 _ 2 
4 4 


.|BQ1 一 +， 故 RQ 在 圆心 所 张 的 角 往 为 60*， 

485， 正 三 角形 48C, 以 BC 为 直径 作 一 圆 , 愉 、 为 BO 的 
三 等 分 所, 连 44、4A 并 延长 与 网 O 交 于 
尽 了 、@. 求证 BP= PQ=QC. 

[分 析 ] ” 钦 证 BP=P9 一 GO， 只 需 证 明 |PBI = 
lel=I@ol. 

[证 ] 以 圆心 0 为 原点 ，BO 边 所 在 直线 为 4 
轴 , |00| 为 单位 长 度 建立 坐标 系 . 则 圆 方程 为 2?+ 
P=1， 点 0、B、4 坐标 分 别 为 (1, 0)、( 一 1 0)、 
(0，V3); 点 及 、W 坐标 分 别 为 (于 , 0).( 竺 ,0)， 直 线 424 的 方程 为 
y 一 3V3z+ MB， 和 贺 方 程 吕 十 妨 ==1 联 立 , 解 得 


1 

4 一 一 可 | 

Vs _4VB 

一 了 7 
“点 在 < 轴 下 方 ,… 点 卫 的 举 标 为 (一 二 一) 点 PQ 以 y 


负 为 对 称 , . 点 的 举 标 为 (，-). 


Tt 
|PB| = (- 吉 +1) + (M2) ~1， |PQ|= 地 + 入 = 了 


eo ry 
1PB|=|P8|= eol, 故 兮 -的 -分 


486、 求 证 两 圆 的 公共 弦 所 在 直线 平分 它们 的 公 切 线 . 
[分 析 ] 由 于 求 两 圆 的 公 切 线 较 求 它们 的 连 心 线 困难 , 故 以 一 个 切 点 为 
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原点 , 以 两 辕 的 公 切 线 为 2 轴 建 立 直 角 坐 标 系 . 

[证 ] 设 直线 4 分 别 切 圆 Cai、Cs 于 4、 DB 以 4 为 原点 、4 忆 为 2 加 
建立 直角 坐标 系 , 并 设 圆 Ci 的 方程 为 过 十 色 一 
2ay=0.……), 圆 C3 的 方程 为 

22 十 %2 一 2c7 一 250 十 C2 一 0 
则 点 4 吾 的 坐标 分 别 为 (0，0) 和 (c，0)， 其 中 
点 为 (号 ， 0)，@ 一 @, 得 两 圆 的 公共 弦 所 在 的 
直线 方程 scz 十 2( 一 009 一 22 一 0， 以 xz 一 
y=0 代入 方程 的 左 端 , 得 2c. 呈 十 2 化 一 9)0 一 c? 一 0， 故 点 (号 , 0) 在 直线 
2cz 十 32 人 一 0)8 一 c3 一 0 上 , 即 两 圆 的 公共 弦 所 在 直线 平分 它们 的 公 切 线 . 

487. 在 圆 0 的 内 接 正 方形 4BCD 所 在 平面 上 取 一 点 了 了, 连 
PA、PB、PO 和 PD. 求证: 

PA3+ PO= PB PD’. 

[证 ] 以 圆心 0 为 原点 ，04 为 z 轴 正 半 轴 ， 
建立 直角 坐标 系 ， 设 圆 0 的 方程 为 22 十 妨 二 ?4 
点 4、B、O、D 四 点 的 坐标 分 别 为 (+, 0)、《0, )、 
(—7, 0)、 (0, —)， 又 设 点 了 坐标 为 PP(zl， Y1), 则 

忆 42 十 PO2 一 (Zi 一 "3 十 旬 十 (CC1 十 9)2 十 一 221 二 20 十 272 
书 刀 ?十 已 D3 一 0 十 (1 一 站 2 十 2 十 (1 十 让 2 一 201 二 20 十 277. 
PA P=PB+ PD 
/ 488.， 求证 ， 自 一 圆 上 的 任意 一 点 到 另 一 圆 的 切线 长 的 下方 ， 
等 于 此 点 到 两 圆 根 轴 的 距离 与 圆心 距 的 
乘积 的 两 们 . 

[证 ] ”以 两 贺 的 连 心 线 为 > 轴 , 根 轴 为 y 轴 建 
立 直角 举 标 系 如 图 ， 则 可 设 圆 CO 为 Xx 十 六 一 
2Nz 二 =0， 圆 03 为 22 十 色 一 2Xo0 二 =0， 于 
是 圆心 距 |0102|= |) 一 ja|， 设 点 P(zi， 幼 ) 为 圆 0O1 上 的 任意 一 点 (在 贺 
02: 外 ,否则 无 切线 可 言 )， 则 P 到 圆 0s 的 切线 长 的 平方 为 |P4 | 一 2 十 姓 
一 2 十 让 ; 且 邓 十 内 一 2221 十 有 一 0 即 z 二 十 4 一 2N91， 代入 @， 
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得 |P4)]?=2A1z1 一 24s21 二 2z1( 轩 一 A2)， 由 此 可 知 X1CAM 一 A2) >>0。 久 后 人 
到 根 轴 ( 妈 y 轴 ) 的 距离 4= |x1l， 

.24|010s| =2|z1|: |-Nl=2|z1N1— Mo) | =271(h1— ho). 
故 点 卫 到 贺 0 的 切线 长 平方 等 于 此 点 到 两 贺 根 轴 的 距离 与 圆心 距 的 彝 
积 的 两 倍 . 

489. 过 圆 上 两 点 P、Q@ 的 切线 相交 于 点 了, 自 点 了 至 平行 于 
PQ 的 直径 两 端 各 作 一 直线 ， 这 两 条 直线 。 中 


分 别 交 垂直 于 PQ@ 的 直径 所 在 直线 于 所 /| 
~ 


R、S， 求 证 ,18T|=|ST|. > 

[证 ] 以 圆心 为 原点 ， 垂 直 于 弦 PQ 的 直线 
为 Zz 轴 ， 建 立 直 角 坐 标 系 。 设 圆 半径 为 上 则 
4(0, 1)、BC0，-1)， 又 设 点 P(eosg, sin9), 则 切线 PT 的 方程 为 zcos9 
+gsing 一 1=0，… 卫 在 = 轴 上 ，… 点 7 华 标 为 (357 9) … PA 的 
方程 是 ZK(L -sing) --ycos90 一 e080=0， 且 BRB 在 7X 轴 上 ，., 点 及 坐标 为 


cos0 » 1 一 一 = 
(Ty, 0). .PB 的 方程 是 (1 +sing) 4 cos0 cosb 0, 且 点 心 


在 z 轴 上 ，… 点 8 坐标 为 ( cosl 0) 


i+sing’ 
_ Cos9 1 Cos0 
[RTI Tg 0 ISTIm 50 TO. 


az1=187|. 

[说 明 ] 将 轩 (z 一 的 ?+ 人 y 一 芒 ?= 呈 上 点 的 坐标 设 作 (e+reosg, b+ 
rsin 0)(9 为 参数 ) 是 一 种 常用 的 方法 ， 尤 其 当 加 心 在 原点 时 ,将 加 上 一 点 
设 为 (roos6, rsing) 更 为 方便 

490. 贺 内 接 正三 角形 4BO, 在 BO 弧 上 
任 取 一 点 P， 求 证 |P4] = |PB| 十 1PO|， 

EJ 建立 直角 华 标 系 如 图 ， 设 加 半径 为 1 上 
4 坐标 为 (1,0); 则 点 号 华 标 为 (一生 ,2), 点 
0 举 标 为 (者, 一) i 点 了 和 为 Goag sin0), 其 中 加 <9< 笃 . 
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1P41- VosD IT Vd ~2sin 过， 
IPB5I+ |PC|= (ese+ 于 ) + (sin0 -ME) 
+V (cosg+ 云 ) + +(ame+) 
0) 


一 \/2 一 2cog (至 -9)+V2-2cos 5 


=2sin ( 坷 -号 ) 上 +3sin (时 - 己 ) (: 如 <9< 乞 ) 


2 3 3 2 3 3 
， 作 rm ON 8 
4sin Soos( 立 一 与) 一 2sin 避 . 


IP4A|=|IPB|I+ IPC|. 


491. 已 知 圆 的 一 条 蓄 和 过 此 弱 两 端点 的 圆 的 两 条 切线 , 求证 
圆 上 任 一 点 到 此 弱 的 距离 是 该 点 到 两 切 
线 距 离 之 比例 中 项 . 

[证 一 ]】 以 圆心 0 为 原 点 ， 圆 心 0 与 两 切线 
的 交点 了 的 连 线 为 2 轴 ， 建 并 直角 坐标 系 .。 设 
圆 方程 为 民 十 纺 =7?， 切 点 坐标 为 4(wo, 0)、 
B(xwo, 一 yo), 则 弦 4B 所 在 直线 方程 是 2 一 zo 一 0， 
两 切线 P4、PB 的 方程 分 别 是 zoz 十 yoy 二 ?3, 2o2 一 yoy 二" 若 贺 上任 一 点 
Q(zy 妇 )， 则 @ 到 切 点 弦 48B 的 距离 是 |x1 一 zo|，9 到 两 切线 的 距离 之 积 


为 : 
[sori + Yogi —7 | zzb 一 一 |- yo —r| |(zozi 一 92)3 一 (%og1)3 
愉 
V To+ 9 V 2 十 级 2Z0 十 纪 
_ | (war? 一 20o74Y2 十 Y 人 一 (2 一 好 ) Cr — | _ ?Lo— XI)” 
六 3 六 3 
一 |21 一 20| 


“. 圆 上 任 一 点 到 切 点 驴 的 距离 是 该 点 到 两 切线 距离 的 比例 中 项 . 

[证 二 ] 建立 坐标 系 如 前 . 设 4Creosa, rsina)、B(rcosa,， 一 ?sina)、 
Qlrcos9, ?sin9), 则 PA 的 方程 为 Zcos a 十 ysina 一 ?二 0.…QD,，PB 的 方程 
为 mcosa 一 ysina 一 ?二 0…@@@，4B 的 方程 为 Xx 一 +c0s4=0…@@， 后 久 到 
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P4、PB、PC 的 距离 分 别 是 : 
.90—a 


d=|rcosOoosatrsin0sina~—7r|=7|1—¢0s(0— oa) |=27sin? 


» 


d= |roosOcosa—rsinOsing—7r|=7?|1— cos(0+a) | 一 27 sin2 i 


,OO+a _. -a 
sin 本 sin “5 人 |. 


ca 一 | ”co8 昌 一 7co8Cw| 一 27 
0Q103 = 0. 
492. 已 知 圆 内 接 四 边 形 4BCD， 求证， 
[401.1BD|=|4B|.ICDI+|1ADI. 1BoT. 


[证 ] 以 圆心 为 原点 建立 直角 坐标 系 如 图 ， 设 辐 
半径 为 1， 令 Alcosa, sina)、B(CcosB, sinB)、O(cosy, siny)、 D(Ccos6 


sin6), 其 中 0<a<B<y<G<2r， 则 


14B|=V (cosw 一 os B) (sinaw 一 SnB)3 
2 


= V4siny 2+8 a+b sin? C—O 二 +4sin? .<—2 人 CoS2 心 一 


= 298in 


0— 
2 


7 遇 
~ 


+., |DA|=28in 
o—B 
> 


Bb IeD| —28In 5- 


同 理 . B01 ~2 sin += 


1A0| =2sin i [BD| =2 8in 


14B|.ICDI+|BC|.IDA| 
一 4 二 Qi, 0O—Y :~bB., 0—a 
SLn -一 一 .Sin 一 六 十 4sin 5 Sm 一 三 一 
-ee cos 上 -了 Hoos 了 -oa 
2 


na “一 < 人 -140|， BDI 
[说 明 ] 本 题 即 平面 向 中 著名 的 托 勒 密 (Ptolemaous) 定 理 


493. 自 圆 0 上 一 点 O 向 圆 之 直径 4B 引 垂 线 ， 垂 足 为 也 ， 
人 求证 ; 
LDO . | z 


rr 


DE EB' 
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[分 析 ] 设 - 一 则 点 太保 标 可 以 确定 ， 根 据 DP 和 0 了 垂直, 可 


列 出 和 满足 的 方程 , 解 出 即 可 证 明 . 

[证 j 以 已 知 圆 圆 心 0 为 原点 , 直径 48 所 在 直 
线 为 xz 轴 建 立 直 角 坐 标 系 , 并 设 圆 O 半径 为 二 则 
太 和 .BB 的 坐标 分 别 为 (一 I, 0)、(1,0)， 设 点 0 举 
标 为 (cos0，sin0), 则 点 了 坐标 为 (cos0, 0). 又 设 


点 召 坐 标 为 (4，0), 5 一， 则 点 了 坐标 为 6 一 


cos0+ 和 A sing 、 sin9 、 
了 十 了 直线 DF 的 斜率 网 一 一 5680 直线 C 瑟 的 侍 


率 必 一 5 a 人 
sn 4 一 cosl ,, sin2 0 _J 十 cos 
A(l — cos 0) Sinl “ 《于 一 cos 0 (一 cosO) 0 一 00s 人 
而 AD _ cos0+1 . AD _CF 
z DE a-ceos0” ~ DE FB: 


[分 析 二 ] 利用 第 334 题 , 直接 计算 名 和 -2 ， 可 简化 证 明 
[证 二 ] 建立 坐标 系 ， 并 假设 各 点 坐标 如 前 , 则 4 号 =- ce+，， 而 


a—cos0* 
… DF CE， 故 其 方程 为 y= 一 094 (wcos9), 即 
(a~eosO)r—ysin0 —cosO(a— cos0) =0. 
CF _ (ga—cos0)cos0— sin?0—cosb(a—cosh) 
FB (G— 06080) —cos (a — oost) 
_ sin20 _ Go80 十] 
~ (g—cos0)(Qd—cos0) gw 一 cos0” 


AD OF 


494. 合 的 两 了 4B、OD 所 在 直线 相交 于 
P. 求证 . 
1P41 .1PB|= |Pol .1PD|. 
[证 」 以 区 心 为 原点 ， 圆 心 到 两 弦 交 点 书 的 连 
线 为 了 轴 ， 建 立 直角 坐标 系 ， 设 圆 半 径 为 *， 则 图 方程 为 邓 十 妨 
一 生 … 人 中 ， 设 点 已 坐 标 为 (4g，0)， 则 弦 48 所 在 直线 方程 可 用 参数 
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式 夫 示 | .0@， 双人 代入 得 如 十 24aicos0++3 一 ?一 0， 根 
y=t8in0d 

据 参 笋 ?的 内 何 巧 头 可 知 1P4| 1PB= | 人 四 = 一 | 一 外 |， 同 理 可 证 
[PC) 1PDI= ac 一 1PC.1PDI= 1P41.1PB1. 


[说 明 j 本 题 结论 对 交点 了 在 图 外 、 贺 上 和 圆 内 都 适合 , 即 圆 舌 定理 . 


495、 已 知 回 C. (2 一 2)? 十 (y 一 2)?=2。，(1) 过 原点 0 引 圆 O 
的 切线 , 求 切线 的 斜率 ，(2) 设 (了) 中 两 切 点 为 Ti、 Ts， 求 直线 
《sa 的 方程 ; 〈3) 过 原点 0 引 任 一 直线 1 交 圆 CO 于 M、N, 交 
直线 《ss 于 天， 并 设 OM、 人 


长 度 分 别 为 妇 、ts、 tas。 求证, 二 + 元 fo 


[ 解 ] (1L)》 设 切线 的 斜率 为 %, 则 其 切线 访 各 
(+R)r 4(1+E)r+ 6=0...0. 
“直线 y=Nz 是 圆 0 的 切线 ，… 4(L 上 713 一 6(1+712) 一 0， 即 妨 一 人 二 1 
=0.。 .1 一 2 土 V3。 改过 原点 0 所 引 圆 C 的 切线 的 斜率 为 3+V 3 

或 2-V3. 

2) “. 原 扣 大 于 圆 (一 37 十 (y 一 2)*==2 的 切 点 弦 方 程 为 

0.z+0.y~2(7+0) ~2(y+0)+6=0, 
故 了 i173 的 方程 为 2-y 一 3 一 0 
一 ; Os0 

(3) 设 直线 1 的 参数 方程 为 | ;sn gC 为 参数 )、*… 直线 1 和 圆 0 
相交 , 故 由 上 述 方程 和 圆 C 的 方程 所 得 的 关于 t 的 二 次 方程 1 人 cos 十 
sin gt 十 6=0 必 有 两 实 根 #1、 to, 且 寻 = |0M|, lon 。 红 十 如一 


4(cosp 上 Sin 0)， 和 ,加 一 6 “te = 有 (cosO+sinO). 7 
2 1 
==-t CoS80 z 
(pie AN 0b ery 全 era 此 


方程 的 根据 即 为 OK 的 长 度 ， 去 = 本 (cosg+simng)， 故 二 -十 -2 


2 ta” 


496. 若 三 个 加 wv 十 六 一 2N8=73， 2 十 _ gg 
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23 十 b3 一 2Xsap 一 72(X Ns、Nhs 均 为 正 数 ) 的 圆心 到 原点 的 距离 成 等 
比 数 列 ， 从 辆 他 十 六 =7? 的 左 半 圆 上 任 一 点 引 三 圆 的 切线 ， 其 
长 分 别 为 丰 、 妇 、 如 ， 求 证 ， 妈 、 妇 、 妈 也 成 等 比 数列 . 

[分 析 ] 根据 切线 长 公式 写 出 圆 2 十 奶 =7? 的 左 半圆 上 的 任 一 点 分 别 
到 三 圆 的 切线 长 , 即 可 根据 已 知 条 件 验证 之 ， 

[证 j] 三 个 圆 的 圆心 分 别 是 Ai,，0)、C%2, 0)、(2hs, 0), 圆心 到 原点 距离 
分 别 是 人、ho、 和 A3。 设 点 Cy 纺 ) 为 图 到 十 氏 王 人 的 左 半圆 上 的 任 一 点 ， 则 
ZX1<0, 且 台 十 级 =7?。 根据 切线 长 公式 (4.31) 得 厂 =V zi 十 从 一 2A121 一 72 
一 V 一 214Z1 ， 同 理 ,==V 一 2Ao71 ; 1 一 V 一 2Mazi ， 又 已 知 戏 一 人 1 73. 

t1'ta= \V — 2N51 + VV 一 2X301 = VAAN 一 一 2X22l; 
= — 2Aom1 .。 杂 :t3 二 说 ， 
妈妈 、to、 ta 成 等 比 数列 

497 ， 设 正三 角形 4BC 的 内 切 圆 与 三 边 的 切 所 分别 为 已. 了、 
F. 在 上任 一 所 过 到 三 边 的 距离 分 别 为 Pd、7。 求证 ; 
a 

[分 析 ] 因 题 断 涉及 一 点 到 正三 角形 三 边 的 距 
离 , 故 宜 以 正三 角形 中 心 为 原点 , 一 顶点 位 于 y 轴 。 : RN 
上 建立 直角 坐标 系 , 则 三 边 的 方程 可 直接 写成 法 线 © 
人 直人 

[证 ] 取 正 三 角形 480 的 中 心 为 原点 ， 顶 点 4 
位 于 y 轴 上 , 设 入 4B0 的 内 切 圆 半径 为 单位 长 度 , 则 三 边 4C、4B、B0 的 
方程 为 


Tv + 人 
mm: 一 一 了 了, 
1 CO8 sty sn (OW, 


5 gin ST 1... 3m gin 3 1... 
LCOS t+Yy Sn -+ @), TC0S -十 VS 5 1 3, 
点 己 的 坐标 为 (cos 9, sin9)， ge( 节 3) 


I 
了 pI 
/一 cos6oos 革 +singsin 呈 -11| 


=|1—oos (0-$)] -vEaa (~- 藻 ) 


308 第 四 总 损 


3 5m \ 3 
3 = cosgcos 环 +singsin 富 -1 =[1-cos(9- 宇 )| 


-va 人 -人 (ec 全 全) 


3 . ， 
cosgoos -十 singgin 也-1 


1 
pb] 


地 ”一 


-[1-oos(9- 竺 )] =-V3sn( 季 -9) 


, p+rV3 |sin(F- 吾 )+s( 瑟 - 3) 


\ =2V3sin 旬 cos (所 - 持 )= V2 sin (< 下 与) 于 


498.， 过 定点 以 (wi, gy 的 两 圆 与 两 坐标 轴 相 切 , 它们 的 半生 
分 别 为 ?1、7s, 求证 : ?479 二 2 十。 

[证 ] 先 证 点 耻 (z1, 纪 ) 在 第 一 象限 的 情形 ， 半径 为 ? 的 图 , 若 与 坐标 
轴 相 切 则 其 方程 为 (2 一 7)? 十 (Y 一 ?)?=22， 即 2 十 六 -244 引 ? 十 二 0. 
… 圆 过 点 到 ，… 2 一 27《t1 十 妇 ) 十 巡 十 组 二 0.…@, 此 为 ? 的 二 次 方程 , 其 
判别 式 为 4 一 4(zai 十 的 )3 一 4 十 多 一 So >0, 抽 >0, .4>0. 
故 方 程 @ 有 两 个 实 根 71、+2， 即 两 圆 的 半径 。 根 据 韦 达 定 理 ，?1*?s= 
m1 十 奶 。 同 理 可 证 歼 在 第 二 、 三 、 四 象限 的 情形 ， 如 果 点 好 位 于 坐标 轴 
上 , 则 4=0, 7i=72= [x1| (91 二 9 或 | 略 | (Ca=0). 9472 一 01 十 4 显然 也 
成 立 ，. 


499.， 圆心 不 共 线 的 三 圆 , 每 两 加 有 一 根 轴 , 则 此 三 根 轴 共 点 ， 
[证 ] 设 三 圆 方程 为 ，Z2 十 久 十 Diw 十 媚 19g 十 而 一 0， 妇 十 急 十 万 2 十 五 2 
十 万 3 一 0， 22 十 多 十 Daz 十 五 8 十 下 8 一 0 则 三 根 轴 方 程 为 有 (《ZD 一 局 2 二 
(Bi— EYy+Fi— Fo=0, ly: (Da 一 Da)Z 二 (3 一 已 3)y 十 Fa 一 Fex0， ls: 
《Ds 一 DDX+ (了 3 一 五 1) 十 58 一 丽 =0. 三 式 相 加 , 左边 恒 等 于 零 , 故 
一 [CDi 一 Da)Z 十 (本 1 一 已 3)9 十 5 一 五 3] 
一 [CDa 一 Da)Z 十 (ZE 一 五 3)9 十 5 一 下 3j 
+[(Ds— DDY+ (Es— EDY+ (Fs— Fj. 
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… 三 圆心 不 共 线 ,，.… 4 与 相交， 由 也 知 身 过 和 3 的 交点 , 即 三 根 轴 
六 于 一 点 ， 此 点 称 三 圆 的 根 心 . 

500. 试 求 圆 系 介 十 妨 十 62 一 5 十 Kw 十 尹 十 6y 一 7)=0 中 国 
心 在 直线 4 一 y=4 上 的 圆 方 程 ， 并 证 明 圆 系 中 诸 圆 圆心 均 在 同 
一 直线 上 . 

[ 解 ] 人 《5 二 771) 一 0… 人 二 ， 


天 二 一 一 5 ep 
改 其 圆心 坐标 为 :X= 也 ®@, y= -Tr 时， 以 @.、 国 代 人 和 方 


程 z 一 /= 由 得 一 本 -十 本 一生， 解 得 8~ 一 7， 代 入 @， 并 化 简 为 
+ 妨 一 2 十 ?y 一 -本 一 0， 此 即 已 知 加 系 中 国 心 在 直线 % 一 y=4 上 的 贺 广 
程 


圆 系 中 诸 贺 圆心 轨迹 的 参数 方程 ， 即 为 方程 四 、 轩 .从 中 消去 参数 久 
得 2 十 y+3==0。 玫 其 圆心 在 同一 直线 上 . 

501 .已 知 两 圆 01、 0s 互相 直 交 ,求证 ， 圆 O01: 上 的 任 一 点 了 
关于 圆 Cs 的 极 线 必 过 图 Ox 的 过 点 也 的 
直径 的 为 一 端点 ， 

[分 析 ] 利用 两 圆 直 交 的 充 要 条 件 ( 参 见 第 
432 题 ), 并 根据 直径 两 端点 关于 辆 心 成 中 心 对 
称 , 即 可 得 证 ， 

[证 j 以 国 Ca 的 圆心 为 原点 , 两 贺 连 心 线 为 
Z 轴 建 立 直 角 坐 标 系 ， 设 圆 C1 的 方程 为 如 十 六 二 ， 其 上 任 一 点 卫 的 坐 
标 为 (7 cos9, rsing)， 则 过 点 卫 的 贺 01 的 直径 的 另 一 端点 氏 的 坐标 必 为 
(一 rcos0， 一 +Hin0)。 又 设 圆 Ca 的 方程 为 到 十 多- 一 2 和 xz 一 Ap 一 0，… 两 贺 
C1、C3 直 交 ，.… 一 hh 一 二 0, 即 一 h=77， 故 点 卫 天 于 圆 C 的 极 线 方程 为 

zroosO+yrsin0—A(L+r e000 + =0...0., 
当 Z= 一 ?70080, y= 一 ?sin9 时 , Q@ 式 的 左 端 : 
zr cos0O+yrsind —AC(r+7 co080) 十 天 
= —72006°0—7 Sin20—A(—7cos0+rcos0) +7 =0. 
“点 久 在 直线 上， 即 点 卫 关 于 图 05 的 极 线 过 贺 01 的 过 点 卫 的 直径 
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的 另 一 内 点 . 

502. 已 知 两 互相 直 交 的 共 轴 加 系 ， 证 其 中 一 个 国 系 中 圆 的 

中 心 必 在 另 一 圆 系 的 根 轴 上 . 
”|[ 证 ] 建立 坐标 系 ,使 y 轴 为 一 癌 系 的 公共 根 回 , 圆心 在 zx 轴 上 , 其 方程 
为 售 十 访 一 2A15 十 玉 二 0.… 人 DD, 则 与 @ 直 交 的 共 轴 圆 系 方程 为 妇 十 妇 一 2X20 
一 了 二 0… 回 ，@ 的 中 心 为 CC 0), 根 轴 为 Y 轴 ; @ 的 中 心 为 DC0, 和 ho)， 
根 轴 为 x 轴 .，., 点 CC 在 @ 的 根 轴 上 ， 点 也 在 @ 的 根 轴 上 . 

503. 求证 ， 半 名 不 相等 的 两 圆 的 两 外 公 
切线 与 连 心 线 交 于 一 点 . 

[证 ] 建立 直角 坐标 系 ， 使 两 贺 的 圆心 分别 为 
Ci1(91, f1)、 C2(g», f2)， 相 应 的 半径 为 71、?2。， 设 
这 两 圆 的 任 一 外 公 切 线 为 ax 十 by 十 c=0, 此 外 公 切 
线 交 连 心 线 C10, 于 P， 据 第 324 题 , 有 


G0I1 十 已 站 十 C . 
CP agtofite 士 \A o2 十 刀 
POCO agstbfatce ”0gas 十 bfs 十 6 
土 V 2 十 要 
(VY + 如 前 的 土 号 按 化 直线 方程 az 十 bw 十 c= 二 0 为 法 线 式 时 的 取 法 取 之 )， 


即 和 -一 ~- 全 … 人 的 值 为 与 a、b、o 无 关 的 一 定 值 , 两 外 公 切 线 


?9 
和 连 ， 必 红 相交 千 同一 点 ， 

504. 证 明 : 三 角形 三 边 的 中 点 、 三 高 的 垂 足 ， 垂 心 与 顶点 连 
接线 段 的 三 个 中 点 , 这 九 个 点 共 圆 .， 

[分 析 ] 由 于 九 个 点 中 有 三 个 是 重心 与 项 点 
连 线 的 中 点 ， 改 以 重心 为 原点 、 一 高 为 y 轴 建 江 
直角 坐标 系 , 易于 计算 各 点 的 华 标 。 然 后 证 朋 分 
别 过 三 个 点 的 三 圆 重 合 即 可 . 

[证 ] 以 垂 心 为 原点 、A4BC 的 一 高 4D 所 
在 直线 为 y 轴 建 并 直角 坐标 系 ， 并 设 4、8、0 的 坐标 分 别 为 (0, 2a)、 
(25, 24)、(2c, 24), 则 三 边 的 中 点 坐标 分 别 为 GD 十 co 24)、H(C, at+ 人 dd)、 
Tb a 十 Q); 重心 与 三 项 点 连 线 的 中 点 分 别 为 v40， qd) .KO, 4)、L(Cc, 4)， 


1 
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“… 4D、BB、0CF 是 人 ABO 的 三 条 高 ，.. 人 JGD、AKHB、ALIP 者 
是 直角 三 角形 。 故 它们 的 外 接 圆 下 径 分 别 为 J 了 G、EKH、 LI， 叉 因 这 三 


条 线段 的 中 点 坐标 均 为 (2 二，&5 h 故 三 外 楼 圆 的 圆心 重合 ， 而 


1G)?2= (B+0)?+ 240), |IKHI?=|LI|?=(5—e)?+o, 从 BEB1. 


4C 可 得 Ql(24 一 24) 十 0:2c==0, 有 即 4= Stbe, 故 


I7G|?~ |KH|I?= (6+c)+ 24 0)2— (0-0 -a? 
—4(bc 4+ —ad)=0. 
1G|=|K 吾 |= 1, 即 二 圆 的 直径 相等 .由 此 可 得 JGD、 和 KHBE、 
信 LIF 的 三 外 接 贺 重合， J、G、D、K、 有、B、L、T、F 九 点 共 圆 . 

505， 已 知 动 直线 关于 两 定点 的 离 差 之 积 为 定 值 , 试 证 两 定点 
在 动 直 线 上 的 射影 共同 

[分 析 ] 分 别 求 出 两 定点 在 动 直线 上 的 射影 
的 轨迹 方程 , 便 可 得 证 ， 

[证 ] 建立 直角 坐标 系 ， 使 两 定点 坐标 是 
Fi( 一 4, 0) 与 Fa(a, 0), 设 动 直线 方程 为 2cosw 
+gsin wo 一 D… 人 @， 其 中 w、p 为 参数 . 设 动 直线 关于 两 定点 的 高 差 之 积 为 
定 值 8 则 (gcosw 一 p)( 一 Qacosw@ 一 0p) 二 X， 即 2 二 a2?6082wWTE 加 ”从 
(4, 0) 向 动 直线 四 所 作 稚 线 的 方程 为 人 一 a)sinw 一 % cosw 一 0， 即 wginw 
一 4 080 一 Bi 全 ， 人 个 :十 四 2?， 并 利用 四 式 得 

T= 8in w=p + — alc w= +k, 
只 要 把 4 改 成 a， 同 样 可 证 得 定点 (一 4, 0) 到 动 直 线 的 射影 均 在 贺 
C+ 二 0 二 上，(%< 一 3 时 ,由 @ 可 知 这 梓 的 动 直线 不 存在 ) 

506. 设 一 动 圆 经 过 两 直线 的 交点 0, 并 在 此 两 直线 上 截取 琉 
OP、O8, 满足 m*0P+n.08=1, 求证 此 动 圆 恒 过 男 一 定点 . 

[分 析 ] ”建立 直角 坐标 系 , 并 假设 两 动 扩 P、8 的 坐标 局 ， 求 出 过 后 0、 
P、@ 的 圆 方程 , 即 可 证 明 . 

[证 ] 取 两 直线 的 交点 0 为 原点 , 一 直线 为 x 轴 建 立 直角 坐标 系 , 设 两 
直线 的 夹 角 为 a (0<a<m)，OP=a， 00 二 5b,， 动 加 方程 为 到 十 久 十 DO 十 
Ey 二 0。 圆 过 上 P(g, 0)、@(bceosa, bsina), 


312 第 四 章 圆 


acosa—b 


D=—a - 
” Sin a 


但 ma+nb~1，,, qa 一 一 -下 动 加 方程 为 
4 m0) s+ [1 dga boosaly0, 
即 oz 十 如一 元 2 元 gctgo 十 中 生 了 一 (全 ctgatcsoajy|=0 
?7 ?7 mm 1 


v7 + ytt yotga0 
其 中 5 为 参数 ..…. 此 圆 必 过 的 两 交点 。 


儿 
pe (Sotgatosoa)y=0 


由 于 加 、%、 a 均 为 定 值 , 故 两 交点 为 定点 ,其 中 之 一 为 原点 ，.*. 此 动 圆 恒 
过 另 一 定点 . 

507. 有 两 平行 线 bi、 [3， 在 bi 上 有 一 定点 4, 于 bi ly 上 各 
取 一 动 点 PP、8, 使 和 QP4=2 人 人 QA4P, 求证 直线 PQ 恒 切 于 一 
定 圈 . 

[分 析 ] 建立 适当 的 坐标 系 , 求 出 动 直线 PQ 的 方 
程 ， 并 将 其 化 为 (% 一 20)cos6+ (gy 一 yo)sin0? 的 形 
式 , 即 可 得 证 (参见 第 509 题 [说 明 ]). 

[证 ] 取 定 点 4 为 原点 , 开 为 % 轴 ,建立 直角 举 标 
系 ， 设 从 3 之 辣 的 距离 为 %， 令 令 LZ8@4P=9, 则 点 @ 
的 坐标 为 Blactg0, ca)，… -AP4=34P=20， 

.直线 PQ 的 方程 为 9 一 4 一 tg(w— 20) (2%—actg0), 即 (y~24)cos29++ 
pgin 29 =a, .直线 P9 与 定 圆 翁 十 (y 一 24)?=0? 相 切 ， 

508， 已 知 ，a 二 b= 一 o 夫 9，a5 一 一 og09， a 天 5b， 试 证 不 论 0 
走样 变化 , 过 两 点 (4, o”)、(5， 的 下 线 常 了 一 个 定 回 相 罗 

[证 ] 过 两 点 (4, a)、(5, ?) 的 直线 方程 为 y 一 4?~ 多 一 (一 -ca)， 即 
9 一 0 一 (4 十 D)0 一 0 一 0D， y=—7rctg0toese0 .. sg- 1, 
不 论 9 怎样 变化 ,此 直线 常 与 单位 加 22 十 =1 相 切 . 


509， 自 定 圆 上 一 定点 4 作 不 重合 的 两 弦 4B、40O0, 车 此 两 


$383, 证 了 明 题 313 


=K( 定 值 ), 求证 直线 BO 和 异 切 于 一 害 


了] 


约 长 之 积 
网 . 

[分 析 一 ] 根据 两 弦 长 之 积 为 定 值 求 出 BC 的 
方程 , 再 证 它 和 一 定 所 的 距离 为 定 值 , 即 可 证 得 本 
题 . 

[证 一 ] 以 4 为 原点 , 定 圆 的 半径 为 单位 长 度 ， 
过 后 4 的 直径 所 在 直线 为 x 轴 建 立 直 角 坐 标 系 ， 


2 一 十 cos 0 _ 
则 此 定 四 的 参数 方程 为 { ， (一 wn<0<m)， 设 点 如 的 从 标 为 


一 Sin 月 
《L 二 cosoa sina) (a€E (~—w, 1))， 则 


| 41 = (1+cosa)?+sin?a==-2(1 +co0sa) = 4co0gss 守 


. 人 他 . ot 
el(- 备 提 ) “» 14B|~=200s3. 
又 设 点 0 的 学 标 为 (1+cosB, sin B) (BE (一 w, wm)), 同 理 可 得 


opB  .. -1 aoos 且 下 
| 4OC | 2 08 访 . 。 [4B1.140| Kk, ~ 5c08 可 os 万 一 玉 , 


又 直线 BC 的 方程 为 
(cosa—cosB)(y ~—sina) = (gina~—sinB)[X— (1 -cosa)], 
经 整理 ,得 


(sina— Sin 8B)x%— (cosag— cos B)y— (sina—sinB) ~ sin(a— 8B) =0, 


nin enein (e toe)]- 


显然 ，sin 5 人 二 0, 否则 B、0 重合 ,不 合 题 意 ， 故 BC 的 方程 为 
B 


OY 
“208 本 08 订 一 


a+B e+ 


XCOS 一 5 一 一 一 一 十 9 一 一 一 


由 @@ 可 得 zeos< ons 元-0， 此 即 法 线 长 为 也 的 直线 的 


法 线 式 方程 。 故 可 知 直线 BO 恒 切 于 定 加 人?+ 妨 = 地 

[分 析 二 ] 如 取 极 举 标 系 , 根据 第 410 题 结果 可 得 B(pu a)、CCps, B) 
的 连 线 方程 , 运用 条 件 |4B1. |401=%, 即 |p1*ps| = 加 简化 BO 的 方程 妈 
可 得 证 。 
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[证 一 」 取 扣 4 为 极点 ,过 和 的 直径 为 极 轴 , 建立 极 坐 标 系 。 令 定 贺 半 
径 为 单位 长 度 , 则 定 圆 方程 为 p=2cos0; 设 B8、C 两 点 的 极 坐 标 为 (pl，%)、 
《pz, B), 则 pt 一 4 号 =23cosw， ps 二 40 二 2cos B， 根 据 第 往 0 题 结果 可 得 
直线 BC 的 方程 为 pos To B) =2¢c0sa: A .|4B|:|140|= 


“pcos \ 一 4 一 B) 一 万 ， 故 直线 恒 与 定 圆 2?++y?== 条- 相 切 


[说 阴 ] 汪 明 一 动 直线 本 切 于 一 定 四 ,可 如 本 是 一样, 写 出 动 站 线 方 和 
并 将 其 化 成 如 : 

(z 一 0o)co8c 十 (一 加 )sinaw 一 0p=0 或 pcos(0 -a—B)=r 
的 形式 , 则 此 直线 恒 切 于 定 辑 
(zz 一 2Zo) +(Y—Yy) = (>0)， 或 妈 十 儿 一 全 

510.， 求 证， 在 己 知 角 的 两 边 各 截 得 不 同 定 长 之 苞 的 圆 , 其 贺 
心 到 内 外 角 平 分 线 的 距离 之 积 为 定 值 . 

[分 析 ] 由 于 一 个 角 的 内 外 角 平 分 线 互 相 垂 
直 ， 故 可 取 此 角 的 内 外 角 平 分 线 所 在 的 直线 为 坐 
标 轴 建立 誉 标 系 ， 

[证 ] 以 已 知 角 .40B 的 内 外 角 平 分 线 所 在 
直线 分 别 为 x、y 轴 建 立 直角 坐标 系 如 图 ， 设 04、0B5 两 直线 的 方程 各 为 
kzty 二 0 和 kz 一 gy 二 0; 符合 条 件 的 加 的 圆心 为 (cz,， 力 ,半径 为 六 在 0O4 上 
截 得 定 长 的 弦 |MW | =24， 在 0B 上 截 得 定 长 之 弦 |P8| =26b; 则 圆心 到 此 
角 的 内 外 角 平 分 线 的 距离 之 积 即 为 |lzy|， 作 CORIMN, 0S | Pg, R58 
为 垂 足 , 则 ”= 10CR|?+ EN|I?=]0S|?-+|S81?， 即 


(kz YY? (KL —Yy)2 
Tt + 


化 简 得 了 入 -一 六 一 中 oy1 = 人 + 二 寺 全 | 为 定 值 


[说 了 明 ] (1) 涉及 已 知 角 的 内 、 外 角 平 分 线 的 问题 , 取 其 内 、 外 角 平分 线 
为 xX、y 轴 建 立 直 角 华 标 系 , 可 以 简化 计算 . 
(3) 本 题 如 改 为 :“ 求 在 已 知 角 两 边 截 得 定 长 之 还 的 圆 的 中 心 的 轨迹 ”， 


则 轨迹 方程 为 ey 一 土 (1+ 太 ) | 二 |， 解法 基本 不 交 ， 
511. 半圆 的 直径 为 4B， 圆 弧 上 定点 CO、 也, 4B 上 一 动 点 
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PP 满足 ACP-a， 人 BDP=B6， 求证 
tga: 夫 BB 为 定 值 . 

[证 ] 以 直径 4B 所 在 直线 为 x 轴 , 圆心 0 为 
原点 建立 直角 坐标 系 , 设 半 圆 的 方程 为 台 十 纺 == 
72(y 之 0)， 定 点 为 ClXo，Yo)、D(lYp，Yyp), 动 
所 为 了 P(xzo, 0), 则 


kpo = Yo ， ppp= 一 2 ks0 = 
Ow0 入 万 一 风 0 

ppo 一 Auso ,ppp 一 ppp ,. Yo" YD 

+hpoRao i+kgpkpp (r+20) (7 -zp) 

与 点 书 举 标 zo 无 关 , 故 她 ax: 过 B 为 定 值 . 

512.， 圆 0 内 一 定点 4， 过 4 任 作 两 互相 垂直 的 弦 ， 求 证 这 
两 弦 "长 的 平方 和 为 定 值 . 

[证 一 」 以 圆心 O 为 原点 ，04 所 在 直线 为 和 轴 
建立 直角 坐标 系 , 设 圆 方程 为 巡 二 多 = 人 2 定点 
4 坐标 为 (xo, 0). 任 作 两 互相 慌 直 的 弦 了 P48 和 
RAS， 当 和 斜率 % 二 ta 存在 时 ,两 弦 所 在 直线 方程 
为 y=h(z 一 xo) 和 y= 一 二 (2 一 mo), 代入 加 方程 得 
(I+)9 一 2pmo6 十 3 一 9 一 0， 它 的 两 根 以 、 4 即 为 了 、@ 两 点 的 模具 


tga.tg B= 


标 。|P8|=| 导 一 尝 | 一 |z1 一 zz |V1i 十 这 ， 而 
28320 ) 1202 一 92 4(723 十 9212 一 RN2027 
3 4 门 一 0 
[a ~ zal (i I+ CTT 


“PQ 一 人 4， 同样 可 得 RS? 一人 二 一 2 
4 
十 无 2 
当 雍 不 存在 时 , PY 十 RS 二 (27)? 十 4(7" 一 20) 二 4(27” 一 x20)， 即 两 弦 平 方 

和 为 定 值 4(27? ~ 0). 
E 证 二 j 建立 直角 坐标 系 如 前 ， 圆 方程 为 空 十 吧 一 全 ， 过 定点 4(xzo，0) 
X= wo t cos0 


互相 垂直 的 两 驴 方 程 分 别 为，{，_ isng 《9 为 该 弦 的 倾角 ), 和 


PO’ + RS?= [7?+r kp prot kr r=4(27 — 6). 
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[~ (6+ 于 )=zo -tsinO 
代入 图 方程 得: 


2 一 Sin (+E)=tcosb. 
t+ 2rot cos 十 加 一 人 2 一 0 四 ， 友 一 2xofsin 0 十 2 一 全 一 0 人 
它们 的 根 分 别 为 站、 加、 如、 如， 改 
[Pls + |RSS (1—t2)?+ (ta—t)? = (t+ ta)? — ditat (ta+ te)?— 4 
~—4xo cos 0 一 和 (人 一 人生) 十 453Sin20 —4(23— 72) 
~4(272— 2), 
[说 阴 ] 涉及 线段 长 度 的 问题 ,利用 直线 的 参数 式 去 解 , 常 较 简 便 . 
513. 已 知 点 是 正方 形 4BOD 内 切 圆 上 一 点 , “4PO=a， 
人 8PD= p66, 求证: 始 "x 十 始 " 6=8. 
[证 ] 如 图 建立 直角 坐标 系 , 设 圆 方程 为 到 十 久 
一 2?， 正 方形 四 顶点 为 4(~r， 一 7?)、BC(r， 一 7)、 
CO, 7)、D( 一 7，, 7)， 点 卫 坐标 为 (7? co0s0, ?sin09). 


直线 P4 的 斜 家 及 一 +S29， 直 线 PB 的 斜率 


1 Lsin 0 1-++coso 1 _ ain0 
是 sin pm pa pl a 1 TL—Sin 
ka 一 二 直线 PO 的 斜率 一 了 二 S05 ， 直 
线 了 的 斜率 1 一 sin 0—1 te2 a=( fea — ho ) =4(cos0 ~sing)’, 
” 1 二 coso 1 + kiks 
ka — ha ) 一 44 1 2 
te2 8B (Tz (cos0+sin0)?, 


teia+te:B=4T (co0s0 —sinO)?+ (cos0 -+sn0) =8. 
514. 由 定 圆 0 外 一 定点 卫 引 任意 割 线 P4B( 不 过 圆心 
0), 求证 霹 却 人 40P. 馈 诗人 BOP 为 定 值 
[分 析 ] 因为 一 个 角 的 半角 的 正切 可 用 此 和 角 
的 正弦 和 余弦 表示 ， 所 以 如 图 建立 直角 坐标 系 
后 , 馈 半 人 40P、 霹 去 人 BOP 仅 分 别 与 点 4、B 


的 坐标 有 关 ， 因 而 用 40P 和 BOP 表 示 这 
两 点 的 坐标 后 即 可 得 证 ， 
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[证 ] 以 圆心 0 为 原点 ，0P 为 z 轴 , 并 以 定 圆 半径 为 单位 长 度 建立 举 
标 系 . 令 定点 也 的 坐标 为 (4, 0), 则 直线 PAB 的 方程 为 y=k(Y 一 0)…(D)， 
… 直线 P4B 不 过 圆心 0， 改 8&#0， 设 LZPO4=a，ALPOB=B， 则 点 
4、 蝇 的 坐标 可 分 别 表示 为 (cosa, Sin co) 和 (cosp, sinpB)， ”点 女 在 直线 
/ 2tg -人 


a 《 
1+tg? 仑 


PAB 上 , .. sina=E(cosa— 0a),， 妈 _ 中 化 简 


1+te? .2 
tts 本 


得 x(at1)tg? 字 +2tg 所 +k(a 一 一 0。 同 理 有 h(at+1)tg? E+ 2tg .5+ 


k(q 一 1 一 0 故 志 全、 tg 6 为 方程 h(a 十 DX?+2X+kCa 一 一 0 的 两 
2 一 了 为 定 值 

515. 证明 方程 ，p?ceos0 一 apcos20 一 2a2cos0=0 表示 一 直 
线 和 一 癌 ， 

上 和 证】 “pcos0—apcos20—2a?c080 

一 的 cosl 一 cp(2cos20 一 1) 一 2a2cosg 
一 (pcosf 二 a)(p 一 2acos0 =0. 
… 原 方程 表示 一 直线 pcos0= 一 a 和 一 圆 p=2acos0. 

516. 试用 解析 法 证 明 一 直线 与 圆 的 交点 不 能 多 于 两 点 ， 

[证 取 贺 心 为 原点 建 羡 直角 坐标 系 ， 设 圆 方程 为 2 十 PF 一 7 ， 直 线 方 
程 为 4z 十 By 二 C= 一 0， 一 个 二 元 一 次 方程 与 一 个 二 元 二 次 方程 组 成 的 二 
元 二 次 方程 组 至 多 只 有 两 组 实数 解 , 故 直线 与 加 的 交 扣 不 能 多 于 两 点 . 

[说 明 j 用 间 样 方法 容易 证 明 医 锥 曲线 与 直线 的 交点 不 能 多 于 两 点 ， 

517. 已 知 两 点 4(0, 1)、B(p, gq), 以 4B 为 直径 的 圆 交办 
于 (mi, 0)、(Ya, 0) 两 点 , 求证 ，w1i、 za 是 方程 必 一 pz 十 9=0 的 两 
个 根 ， 

[证 ] 以 AB 为 直径 的 贺 方 程 为 (% 一 0)(z 一 p) 十 (一 1)(y 一 9 一 0， 获 
加 与 轴 交 点 的 横 坐 标 满足 方程 人 一 pz 十 9 一 0。.. m1、 z2 是 方程 光一 px 
+8 一 0 的 两 个 根 . 

[说 明 」 根据 本 题 结论 ， 可 得 一 元 二 次 方程 2 十 pz 十 9=0 的 几何 解法 


根 ，.. 馆 储 - 霹 与 一 2， 即 tg 二 LAOP. 记 5 LBOP= 
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如 下 ; 以 4(0, 1)、B( 一 p, 9) 为 直径 作 图， 此 圆 在 x 轴 上 的 两 截 距 x1、 x 
即 此 一 元 二 次 方程 的 两 个 实 根 ; 如 圆 与 > 轴 相 切 , 方程 有 两 相等 的 实 根 ; 如 
圆 与 xz 轴 不 相交 , 则 方程 无 实 根 ， 

518.， 目 以 0 为 圆心 的 半圆 上 任 取 一 点 了 作 直 径 的 重 线 
PQ, 为 垂 足 . 求证 LOPQ 的 平分 线 必 
过 一 定 把. 

[证 ] 以 0 为 原点 ， 半 男 的 宜 径 所 在 直线 为 7 
轴 建 立 直 角 坐 标 系 如 图 ， 设 半圆 的 半径 为 9 
ZL40P=9(9 为 参数 )， 则 OP 的 方程 为 ycos0= 
2Z6n0， 即 Zcos (9+)+ysin 9+)=0; Pe@ 


的 方程 为 2 一 7 cos9 二 0. “LOPQ 的 平分 线 上 的 点 与 点 (0, 一 才 总 在 直线 

OP 的 同 旁 , 且 和 原点 总 在 直线 PQ 的 同 旁 , 故 其 角 平 分 线 方程 为 
—(X—?7¢050)=— | CO8 (0+ 各 )+ysin (6+ 3)|. 

化 简 得 (Isin0)z 一 cos0(y 十 7?) = 二 0。 此 即 为 过 定点 (0， 一 力 的 直线 系 方 

程 , 故 OPg 的 平分 线 过 定点 (0， 一 ?). 

519. 一 定 圆 和 两 定点 妈 、 ,过 以 、X 的 任 一 加 和 定 图 交 于 
DP、Q@, 求证 直线 PQ@ 必 过 定点 ， 

[分 析 ] 建立 直角 坐标 系 后 ,根据 定 罚 和 过 点 MX 的 圆 的 方程 求 出 两 
加 公共 续 所 在 直线 PQ 的 方程 , 便 可 证 明 . 

[证] 取 蓝 ,VV 所 在 直线 为 x 轴 , MN 的 中 点 0 为 原点 建立 直角 坐标 系 . 
设 妆 .NV 的 坐标 分 别 为 及 (a, 0)、N( 一 a, 0), 定 圆 方程 为 42+ 六 革 DI+By 
十 下 一 0… 四 , 过 故 六 的 任意 园 方 程 为 2 十 访 十 和 WY 一 0 一 0 加 (其 中 入 为 
参数 )， 直 线 PQ 即 圆 @ 与 名 的 公共 弦 Dz 十 (B 一 和 y 十 P+ 一 0. 


.PQ 必 过 定点 (一 生计 ,0). 


520. 在 平面 上 , 如 果 一 个 圆 的 圆心 的 坐标 2z、y 中 至 少 有 一 
个 是 无 理 数 , 求证 圆 上 至 多 有 两 个 其 坐标 都 是 有 理 数 的 点 . 


[证 ] 设 此 圆 方程 为 冯 十 久 二 DZz+ 区 二 下 天 0， 如 果 圆 上 有 三 个 点 
A,(T,, Yi) =1, 2, 3) 的 坐标 %、 都 是 有 理 数 ， 代入 圆 方程 得 
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22 十 12 十 03 十 五 ?十 盏 一 0 全， 
23 二 9 十 DZ3s 十 五 be 十 五 一 0 

v1 包工 
|x yo 1 
za Ya 1 
的 线性 方程 组 @ 有 了 唯一 解 ， 且 D、、F 都 是 有 理 数 .故此 圆 的 圆心 坐标 


守 、- 分 也 都 是 有 理 数 , 与 题 设 圆心 坐标 中 至 少 有 一 个 是 无 理 数 相 也 
盾 ， 所 以 圆 上 坐标 都 是 有 理 数 的 点 至 多 只 有 两 个 . 


stare rat 


"“ 同 贺 上 任意 三 个 不 同 操 不 共 线 ， 天 0， 故 关于 D、 EB、 了 F 


$9. 轨迹 题 


一动 点 到 一 等 边 三 角形 480 两 顶点 4、B 的 距离 的 平 
和 到 顶点 C 的 距离 平方 , 求 此 
[ 解 ] 取 点 0 为 原点 , 高 0D 所 在 直线 为 
“ 轴 建 立 直 角 坐 标 系 如 图 ， 设 DCh，0)， 则 
4 (h, 8(h, ME 设 Ple, 细 ) 为 
轨迹 上 任意 一 点 ， 则 民 十 继 一 一 及 ?+ (gy 一 十 (6 一 区 ?+ 
(y+ 4 .化 简 得 (一 2)?+ 一 (2 由 … 动 点 卫 的 轨迹 是 
2V 3 


(24, 0) 为 圆心 、 等 边 三 角形 边 长 一 5 一 hb 为 半径 的 圆 , 


_ 间 二 上 硕 次 有 四 个 已 和 上 4、B、O、D, 了 为 直线 外 
上 大 人 4PB= LOPD,，, 试 求 点 了 的 轨迹 . 
[ 解 」 取 这 直线 为 “ 轴 , 建立 直角 举 标 系 . 设 04=&, 0B8=0b, 00==6， 
0D==4, P(z%, 切 为 轨迹 上 任意 一 点 , 则 


(a—b) te LC PD= 


HY 
tgLAED (一 4) (2—b) + 


(ec 一 dg 
CEr)YCPT SE 
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所 求 利 济 方程 为 一 -DYy (6-0)Yy 


… 点 了 不 在 2 轴 上 ，.… yy 到 0， 故 轨迹 方程 为 
(a—b—c+i+Ad r+) 一 2(aQ 一 5c)02TTcQC 一 D 一 ap(ce 一 四 一 0. 

当 4B8B 半 CD 时 , 轨迹 为 加 . 当 AB=0D 时 ,4 一 6=c 一 4d, 即 a 一 0 一 cc 十 4=0, 

轨迹 为 直线 3(aqd 一 pc)z 二 (ae 一 站 (ab 一 CQ) 一 0. 

523， 一 动 点 到 正三 角形 三 边 的 距离 的 平方 和 是 常数 , 试 求 动 
点 的 轨迹 . 

[ 解 ] 取 正 三 角形 一 顶点 0 为 原点 , 过 0 的 高 0C 所 在 直线 为 % 轴 建立 
直角 坐标 系 如 图 。 设 0C =h, 则 三 角形 三 边 的 方 
程 为 x 一 V3y=0, z+tV3y=0,，xz=h 设 P 
(%, 幼 为 轨迹 上 任 臣 一 点， 则 

(SY) + (yu) 4 (2— A)?=m 

(m 为 韭 负 常 数 ). 


化 简 得 


2 \93 2 1] 
(x- 写 h) + 一 本 (me 一 本 12). 


当 加 > 儿 至 ) 时 ， 所 求 点 轨迹 是 圆心 在 (各 ,0) 的 园 当 和 = 3 大 时 ， 
所 这 是 上 加: 当 由 < 改写 时 ,轨迹 是 庆贺， 
524. 一 动 点 到 两 坐标 轴 的 距离 之 和 的 两 倍 等 于 此 点 到 原点 
距离 的 平方 , 求 动 点 卫 的 轨迹 , 并 作出 轨迹 7 
的 图 象 . ( 
[ 解 ] 设 PCz, 为 轨迹 上 任意 一 点 ， 则 
7 20sl+ lyl)=o2+. 


当 x>0 且 %g>0 时 ,方程 为 (2 一 1)?+(y 一 1)? 
一 2， 轨 迹 为 图 心 在 (1, 七 ， 半 径 为 V 3 的 圆 在 
第 一 象限 的 部 分 ; 当 z<0 且 yz>0 时 ， 方程 为 (z+1)?+(Y 一 了 ?二 2; 妆 
z<0 且 yy<0 时 ， 方 程 为 (z 上 1 十 (9 十])3=2; 当 Z>0 且 % 和 0 时 ， 方 
程 为 (z 一 1)? 十 (y 十 1)?==2; 轨迹 分 别 是 第 二 、 第 三 、 第 四 象限 
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内 的 圆 弧 ， 点 己 轨 迹 如 图 所 示 ， 
5， 一动 点 到 贺 侣 十 六 =o 的 切线 长 的 平方 等 于 它 到 定 直 
线 lw 二 my 十 %=0 的 距离 的 c 信 (6>>0)， 


求 动 点 的 轨迹 . 

[ 解 ] 设 Plz, 切 为 轨迹 上 任意 一 点 , 则 

7 十 
pty a m0 2 

两 边 平方 , 再 分 解 因 式 得 

- Cdrtmytn) CO 十 和 2 十 入 ) 

| 

Ym 

时 ( 2 Er) ty 7 ) “TT 4 "J 


cl 2 cm 2 93940 Cn 
或 (+a + 他 37 ?tJ 
。. 动 点 轨迹 是 分 别 以 


( cl cm ) (- cl 加 cm ) 
2V 73 十 2 tm 2V 二 网 2W 5 十 93 9V 开 十 12 

下 Y a bd 
为 圆心 , 以 Ya 二 7 =、 圭一 一人 一 二 条- J 为 半径 的 两 圆 在 


已 知 圆 必 十 六 =0 外 的 部 分 ， 

526， 在 等 腰 三 角形 4BC 中 , 顶 角 LB4020, 高 14H| ~ 
h， 在 和 八 4BC 内 部 有 点 了 到 三 边 48B、BO、A40 的 距离 分 别 为 
1PD|、[PE||1PF|, 如 果 满 足下 列 条 件 ，(4D) 1PDI:1PF|= 
1PB|l?，(2) |PD|+|PB|=|PF|， 求 点 卫 的 轨迹 . 

[ 解 ] 取 切 为 原点 ,4 瑟 为 z 轴 ,建立 直角 坐标  y 
系 如 图 。 则 4 方程 为 

人 0C08 (9+ FE)ty sin (9+ 扫 )=0， 
40 方程 为 

zoos (也 -0)+y sin (到 - 引 =0 
设 P(z,， 幼 为 轨迹 上 任意 一 点 ，… 了 P 与 (0， 一 了 在 直线 48 的 同 侧 ， 
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[1PD|=—(—rwsingt+ycos0). 

又 '“ 也 与 (0， 一 1) 在 直线 4C 的 异 侧 ，.", [PF|==zsin9+ycos0, '“ PP 
在 BC 左边 ，.… |PE|=h 一 

(1) | PDBPHI 一 PE (zsno 一 ycos0(2sinoO 十 ohcos0 ) 一 
(一 x)*.。 整理 得 (ww 一 hsee?9)? 十 t= 二 ?see?0.te209 ,… 所 求 点 的 轨迹 是 
(hsec*g, 0) 为 圆心 ,以 hsec0tg9 为 半径 的 圆 在 A4BC 内 的 一 段 圆 缠 ， 

2) ‘.“ |PD|I-+IPE|=|PF|, .. x8in 0—ycos0+h—z—=2sing+y eosh, 
好 zx 十 ycosg 一 h 二 0。 这 时 ， 点 轨迹 是 直线 在 和 八 4BC 内 的 一 段 线 
段 ， 


527 ， 求 到 两 定点 的 距离 之 比 为 定 值 夺 的 点 的 轨迹 , (>0). 

[ 解 ] 建立 直角 坐标 系 ， 使 两 定点 坐标 为 (一 4, 0)、(w 0)，a> 0， 设 
Plz, 为 轨迹 上 任意 一 点 , 则 V (2 二 a)? 寺 六 :MV (2 一 0)? 十 好 一 be…@), 或 
V (oot VY (+a) + OO 得 (1-b) r+221(1 + 
tt 当 k 关 1 时 , 轨迹 为 团 心 在 (一 了 二 三 4, 0) 
半径 为 2z| 开 二 | 的 图 ; 当 ~1 时 , 轨 这 为 直线 4 一 0， 由 @ 得 
(1 ~— E?) 22 — 24(1+E)T+ (1— 82702 十 (1— 2 0. 

1 十 到 
当下 闻 工 时 , 执 迹 为 圆心 在 ( 卫 二 的 w 0) 半径 为 24| 各 
时 , 轨迹 为 直线 X=0 . 

二 说 明 j 当 % 天 1 时 , 此 轨迹 也 称 为 阿波 罗 尼 斯 (Apollonius) 贺 . 

528， 高 有 和 的 两 根 旗杆 竖 在 水 平面 上 相隔 24 单位 ， 求 平 
面 上 对 杆 顶 仰角 相等 的 点 药 集 合 . 

[分 析 ] ” 先 在 平面 上 建立 直角 坐标 系 ， 然 后 利 
用 旗杆 垂直 于 水 平面 , 将 仰角 相等 转化 为 点 卫 应 
满足 的 轨迹 条 件 解 之 ， 

[ 解 ] 建立 直角 坐标 系 ， 使 旗杆 底部 的 坐标 为 
4( 一 a, 0) (% 杜 底 部 ) 和 Ba，0) (% 杆 底部 ). 设 平 
面 上 一 点 P(%， , 幼 对 两 杆 顶 的 仰角 相等 , 则 <7CTT VO 
化 简 得 (%? 一 hx2 二 24x C6? 二): 十 护 (122 一 有 2) 十 q2(1? 一 h2) 一 0。 大 hb 时 ， 


;当天 ~ 
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满足 条 件 的 点 集 是 圆 ， =h 时 ， 方 程 变 成 2“= 0， 即 满足 条 件 的 点 在 V 轴 
上 ， 

529， 一 动 点 到 两 同心 圆 的 切线 长 之 比 等 于 两 圆 半 径 之 比 . 
试 求 这 动 点 的 轨迹 . 

[ 解 ] 建立 直角 兴 标 系 , 使 两 同心 圆 的 方程 分 别 为 妇 十 2 一 aq2 和 22 十 和 2 
一 523， 设 动 点 坐标 为 (z, 切 , 则 此 点 到 两 圆 之 切线 长 应 分 别 为 Vw 十 六 一 43 


2 3 _-2 
和 VT 一 63， 根据 题 意 有 < 二 纺 二 49， 化 简 得 避 二 妨 二 0， 只 
WwW2Z2- 上 12 一 D2 0b 


有 原点 坐标 适合 此 方程 ， 但 原点 在 圆 内 ， 不 可 能 引 圆 的 切线 ， 故 动 点 无 轨 
迹 . 

5630， 一 动 点 至 两 同心 圆 的 切线 长 之 比 等 于 两 半径 的 反比 ， 

[ 解 ] 建立 直角 坐标 系 , 使 两 同心 圆 的 方程 分 别 为 2 十 纺 二 a? 和 十 妨 
~D， 设 动 点 的 举 标 为 (%, 纺 , 则 根据 题 意 有 全 二 如 二名 一 孔 ， 化 们 得 
ca 上 gp=a2 二 9。 改 所 求 轨 迹 为 和 两 加 同心 的 另 一 同心 圆 ， 其 半径 的 平方 
等 于 两 圆 半径 的 平方 和 . 

531. MM 是 圆 CO、 图 Os 外 的 一 点 ,由 以 作 两 圆 的 切线 MT 
M1's, 二 [MT | 加 | MT,|. 求 点 用 的 轨迹 . 

[ 解 ] 建立 直角 坐标 系 ， 使 加 Ot、 辆 0 的 方程 分 别 为 22+ 妨 ==? 和 
(so)? 十 (y 一 B)?=， 设 点 下 的 举 标 为 (z, 护 , “点 以 在 加 4 外 ， 
“|MTI = + 一 0 同 理 ， 1MTs|?==(2-0? 填 (y ~ 8B)?—b. 
“|MTiI|=|MT|,， 2 十 多 一 o 一 (一 2 二 (一 8)3 一 ?2 化 简 得 
227z 十 38y 一 2 一 BI 一 十 DP 一 0， 政 所 求 的 轨迹 为 直线 , 即 两 圆 的 根 轴 ， 洪 
两 贺 相 切 , 则 不 包括 其 切 点 ; 潜 两 圆 相交 , 则 为 根 轴 在 两 辑 外 的 部 分 ， 

532. 设 动 点 卫 到 圆 O04，o2 十 一 @ 的 切线 长 等 于 到 圆 Ca: 
(z 一 4) 二 六 一 0 的 切线 长 的 四 倍 , 证 明 ，(1) 点 卫 的 轨迹 为 贺 
Os，15e3 二 156y? 一 82az 填 一 0 的 一 部 分 (2) 贺 0s 过 两 圆 
0 与 Ca 的 交点 ; (3) 圆 Ca 与 Os 的 圆心 距 等 于 圆 Os 与 Ca 的 
圆心 距 的 16 倍 . 
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[证 ] (1) 设 动 点 书 的 坐标 为 (wx, y), 则 根据 题 设 条 件 有 
VAT ai~4V (ra) ty a 
化 向 即 得 15z* 填 15y? 一 322z 十 二 0。 所 求 轨迹 为 此 加 在 两 已 知 加 以 外 的 
部 分 . 

(2) 当 台 十 成 中 0 有时， 和 (2 十 多 一 ao 十 [一 0)? 十 妨 一 4 症 二 0 是 过 
圆 01、Cs 两 交 反 的 圆 系 方程 ， 而 和 = 一 IJ，p=16 时 ， 此 方程 即 为 圆 Cs 
的 方程 15c 十 15 罗 一 322X 十 0 一 0， 故 圆 0s 也 过 圆 C1、0s 的 两 交点 

V3 NN /3 
4 人 (全 2 DAG 3 路 
(3) 贺 01 的 圆心 为 01C0, 0)， 贺 02 的 贺 心 为 0s《a, 0)， 化 贺 Cs 的 


为 (本) + . 间作 人 间作 (入 0). 


于 是 |0:0s| =|35 4-0 一 35 1a 1020;| = 0 a 
IOi0a| =16|0,0;|. 
533. O04 为 圆 0 的 直径 , 卫 为 圆 O0 上任 一 点 , 在 OP 延长 线 
圭 取 一 点 芝 ， 使 0 0 有 = 为 定 值 ， 求 点 
型 的 轨迹 ， 
[ 解 ] 以 0 为 极点 , 射线 O04 为 极 轴 建立 极 坐 0 
标 系 . 设 104|==a， 则 贺 C 的 方程 为 p 一 acos0. 设 
Po=acosBo"(D, Om=0o0%®@, ppo=k@. 由 由 四、 国 得 pcos0= 一 


故 所 求 的 轨迹 为 过 点 (二 ,0) 且 垂直 于 极 轴 的 直线 . 


534. 04 是 半径 为 5 的 图 C 的 定 直径 ，4W 是 圆 C 的 切线 . 
连接 0 和 圆 上 一 点 @， 在 直线 CQ 上 取 一 点 
P, 使 | PQ| 等 于 卫 到 A4W 的 距离 |PN|. 求 
点 卫 的 轨迹 

[分 析 ] 由 于 扣 P、4、0 在 一 直线 上 , 旦 轨迹 条 
件 涉及 线段 的 长 度 , 故 考 虑 用 极 坐标 解 之 . 

[ 解 ] 以 0 为 极点 , 射线 O04 为 极 轴 建 立 极 和 坐标 


二 la 


Mt{p,8) 
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系 如 图 ， 则 圆 C 的 方程 为 o=20 cos9， 设 点 @ 的 坐标 为 (po, 90), 点 卫 的 
坐标 为 (p, 内， [PO|=|PN|, .. lp-pol=|24—pcos0j:…D. 又 poo 
一 20 cos 00… 回 , 00 一 0.…@， 将 名 、 @@ 代入 9, 并 将 其 两 边 平方 , 化 向 得 
(p? 一 4a?)sin20=0， 故 点 书 的 轨迹 为 以 0 为 圆心 、2c 为 半径 的 圆 和 直线 
O04 


535， 已 知 两 定点 4、B, 和 以 4 为 圆心 的 一 个 定 圆 ， 取 蜡 于 
B 的 点 卫 ， 且 使 线段 BP 的 垂直 平分 线 等 分 圆 4 的 面积 ， 试 求 
点 三 的 轨迹 . 


[分 析 j 由 于 BP 的 中 垂 线 等 分 圆 4 的 面积 ， 
即 此 直线 过 圆心 4, 夏 | 48|= 14P|， 由 此 即 可 求 
得 轨迹 方程 ， 

[ 解 ] 取 44 为 原点 ,48 方向 为 4 轴 正 向 , 建立 
喜 角 坐标 系 如 图 . 设 点 恕 的 坐标 为 (0 则 5> 0; 
动 氮 丘 的 坐标 为 (4z, 有 切 ，… BP 的 迁 直 平分 线 平 分 园 4 的 面积 ，.…. 贺 
心 4 在 BP 的 垂直 平分 线 上 , 故 |4P|==|4Bl, 即 台 十 P=， 故 点 卫 的 
轨迹 为 一 与 定 圆 4 同心 , 且 半 径 等 于 4、B 之 间距 离 的 一 个 圆 但 因 点 PP 
并 于 B, 疏 不 包括 点 B. 


536， 一 动 点 了 到 定 圆 公 十 沪 =7” 的 最 短 距 离 等 于 它 到 4 轴 
的 距离 , 求 动 点 的 轨迹 . 


[分 析 ] 当 点 卫 在 圆 0 内 时 ， 它 到 圆 的 最 短 
距离 为 + 一 10P1, 否则 为 1OP| -*。 据 此 将 轨迹 
条 件 解析 化 , 即 得 轨迹 方程 ， 

[ 解 ] 设 点 呈 的 坐标 为 (x, 分 ， 当 点 了 在 贺 
内 时 ， 它 到 圆 的 最 短 距 离 1P@O|=r 一 10P|= 
?一 十 纺 ， 由 题 意 可 得 jy| =? 一 VW 十 衣 …O@D， 当 点 卫 在 圆 外 时 ， 则 
1P8@|1=10P| 一 r+。 由 题 意 可 得 |y| = 十 仍 一 7?… 加 ， 当 点 了 在 圆 上 ， 
轨迹 为 (一 +, 0)、《7, 0), 同样 满足 @、 加 ， 显然 方程 @、 @ 与 方程 类 = 
CY 一 Vo 二 + 妨 )*%…@@ 辣 解 。 将 方程 图 化 简 ， 得 x 二 rt4=2722? 填 4r2y3, 
即 (02 一 ?2 一 27y) 《C22 一 7?+2ry) 一 0， 故 动 点 的 轨迹 为 两 抛物 线 
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2 了 ?一 - 了) 
峭 一 2r (9 二 二) 和 多 27 ( oF 


6837. 一动 点 到 一 定点 F" 的 距离 等 于 到 一 定 圆周 的 最 短 距 
离 , 试 求 动 点 的 轨迹 方程 . 

[ 解 」 设 定 贺 较 心 为 三 半径 为 27; 取 定点 与 的 连 线 为 xz 轴 , FF 
的 中 点 0 为 原点 ， 建 立 直角 坐标 系 。 设 的 坐标 分 别 为 Fle, 0)、 
(一 c, 0), PP(w, 2 力 为 轨迹 上 任意 一 点 . 

(1) P 在 定 圆 之 内 (0<o<), PP 交加 于 点 @ (图 了 1) 

PFI+|PF|=|PF|+|PO| 2, 
V (w+o) TR + VY (0—0) + =27..0, 
[Cz+o) Ty] [me)? + =4cr.…®, 
“+ 得 VETOTP -VG .0 


+ 回 ， 得 (CC 十 ce 十 人 一 7 十 一 印 + 3 一 二 
故 轨迹 为 椭 贺 , 


图 2 
(2) Fr 在 定 圆 之 外 (0<r+<c)，FP 交 圆 于 点 @ (图 2). 
IPF|I~|PF|I=|PFI-|PQ|=2, 
VT ~V GT TY 90 
[(%—00°+ ~- [t+ + = - 4c.®, 


“@+O, 得 VE TrVGTON TP .0. 
O+@@ 得 VC 多 ~) 一 企 ， 即 与 -1 
故 轨迹 为 此 双 莫 线 的 左 半 支 ， 
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(3) 下 在 定 园 上 《c=?7)， 

V (LS—7r) ty VLEtr ty 一 32r， .y=0 (ver), 
即 轨迹 为 z 轴 在 五 点 左 侧 的 射线 

[说 明 ] 在 学 过 椭圆 、 双 曲线 之 后 ,本 题 根 据 椭圆 、 双 有 曲线 的 定义 与 轨迹 
条 件 ，|PF|+]1PF'|=2r; |PF| 一 |PF'|=2r, 可 立即 写 出 轨迹 方程 .在 
这 类 轨迹 问题 中 , 适当 选取 坐标 系 , 可 使 解 的 过 程 简 化 . 

548. 求 过 定点 4(0, a), 县 在 %* 轴 上 截 得 的 嘴 长 为 24 的 动 
圆 圆心 的 轨迹 ， 

[ 解 ] 如 图 设 了 (w, 四 为 轨迹 上 任意 一 点 ， 动 
加 在 轴 上 和 截 得 的 弦 BC0=24, D 为 B0 的 中 扎 ， 
则 BD=a, 且 |PBI?-|1B8D|?=|]PD|’; 而 |PA|= 
1PB|, 故 |P4Al?-|1BDJ?=|PD|3, 即 吧 二 (9 一 0 
一 到 一 尹 化 简 得 空 =23zy。， … 所 求 轨迹 是 以 原点 
为 顶点 ,开口 癌 上 的 抛物 线 , 

539.， 一动 圆 与 w% 轴 相 切 , 且 在 过 原点 、 倾角 为 % 的 直线 上 截 
得 弦 长 为 定 值 24， 求 证 动 圆 中 心 的 扫 迹 方 
程 为 2 一 一 2vwyctew 十 csc? ww 一 0. : 

[证 」 设 所 求 动 圆 圆心 为 (zo, gp)， 圆 忆 与 过 
原点 、 倾 角 为 的 直线 交 于 4、B, 过 书 作 PT 1 Oz 
轴 , 履 足 为 了 ,PC 为 弦 48 的 纺 心 足 ， 连 4P， 则 
在 直角 AP4C 中 ， 

PAI=IPT|=|wl, 140|=314B|= 


直线 4B 方程 为 zoos ( wo 十 村) 上 gsin (w+ 人 EF)=0, 
| PC =| 一 2oSinowo 十 % coso|; 
IPAI?= |PO|?+|1AC|? ,i =P 二 + (—wosinw+yo cosw)’, 
Cx, 咏 代 《zo0,， tp) 并 化 简 , 即 得 2 一 一 2xy ctg w+ 六 Cs0? w=0. 
540 .已 知 与 一 定 直 线 i 相 切 的 定 圆 0， 过 圆 0 的 动 直 径 两 
端 AN 又 作 圆 P, 并 与 直线 1 相 切 . 求 动 贺 圆心 上 的 轨迹 , 
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[ 解 ] 取 0 为 原点 ， 定 直线 7 与 定 圆 0 的 切 点 1 
慷 与 0 的 连 线 为 x 轴 ， 建 立 直角 坐标 系 如 图 ， 设 |/ 
(YY) 为 轨迹 上 任意 一 点 , 圆 0 半径 为 7, 切 点 RR ol 
的 坐标 为 (~ 六 0). … 动 圆 己 过 圆 0 的 动 直 径 
的 现 庄 MA OPTLMKN， 8( 一 r, 幼 为 圆 了 与 让 小 > 一 
! 约 切 点 ， 则 10Pl?+ 10M|?=1PMj?= |PQ13, | 
即 入 十 好 十 人 一 (2 二 72 4 一 2rz，… 点 卫 的 轨迹 是 抛物 线 。 

5 入， 求 图 办 十 名 = 人 2 内 长 度 为 定 值 了 的 弦 的 中 点 书 的 罗 
迹 . 

[ 解 ] 设 已 4 幼 为 圆 妈 十 纪 = 关内 长 度 为 定 
值 1 的 弦 4B 的 中 点 ， 则 OP 14B，… 1OP|? 十 


PAl?=104l, ty+ (5) =7. BT ety 


一， 放 当 加 半径 +> 二 时 , 所 求 轨迹 为 一 
加 ; 当 7 一 时 ,轨迹 为 一 点 , 即 原点 ; 当 *< 二 时 ,轨迹 不 存在 . 

64%. 长 为 e.5 的 两 线段 4B、 OD, 分 别 在 z.y 轴 上 滑动 ， 
且 4 B、O、D 四 端点 共 圆 . 试 求 此 动 贺 的 
圆心 了 上 上 的 轨迹 . 


[ 解 ] 设 忆 人 x, 9 为 轨迹 上 任意 一 点 ， 由 已 知 
4B=a，0D=b， .. 4、 B、0、DD 的 坐标 分 别 为 


和 0). (e+ 号 路 (0,y- 怠 (0, y+ 怠 ) 
A、 B、 OD 四 点 共 加 ，.. 根据 回 筹 定理 104|.108| = |00|.10Dl, 即 
(2 后 )(2+ 各 )~(v- 恕 )(v+ 各 ) 
得 名- 纺 = 了 (a? 一 D7)， 帮 所 求 轨迹 是 等 轴 双 曲线 . 
543. 已 知 半圆 0， 求 所 有 与 半圆 直径 4B 相 切 ， 且 和 半圆 内 


切 的 动 图 圆心 书 的 轨迹 ， 
[分 析 ] 因为 两 圆 内 切 , 两 圆心 和 切 点 共 线 , 且 圆 心 距 等 于 两 半径 之 差 ， 
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由 此 便 可 将 轨迹 条 件 转化 成 动 点 到 圆心 0 的 
距离 与 到 AB 的 距离 之 和 等 于 贺 0 的 半径 . 

[ 解 ] 取 0O 为 原点 ,半圆 的 直径 4B 所 在 直 
线 为 7 轴 建 立 直角 坐标 系 如 图 . 设 半 圆 的 
半径 为 +，P(z, 引 为 轨迹 上 任意 一 后， 则 
[OPI 4 IPRI=109|=7, .~V 2 +Y=7, (Y 之 0), 


即 xz2= 一 和 (y- 全) (>0). 


轨迹 是 顶点 在 (0, 乞 ), 开口 向 下 ,起 迄 于 4、B 的 抛物 线 弧 . 


644. 试 求 与 y 轴 及 圆 ”十 o 一 12z 十 和 十 3 引 =0 都 相 切 的 诺 
圆 圆 心 的 轨迹 . y 
[分 析 j 已 知 圆 方程 经 配方 后 可 得 圆心 、 半径， 


再 利用 两 圆 相 切 时 图 心 距 与 两 圆 半径 之 关系 , 即 可 Ry 


[ 解 ] 由 2 字 十 纺 -12z 十 生 士 31=0 得 已 知 圆 4 


NU 
的 标准 方程 为 (2 一 6)?+ (gy 十 2)?=32 : 


设 Plz, 切 为 与 y 轴 相 切 ， 并 和 图 4 外 切 于 点 了 的 任 一 圆 圆心 . 
P71=1P@I=lzl，1471=3 
IPAI=|PTI+IAT|, …， VE-O TY | +3 
即 (+2 一 12z+6|z| 一 27， 根 据 题 意 ,x >>0， 故 方程 为 (+2 
18 (= 一 导 ) 表示 顶点 在 ( 事 ，-2), 开口 向 右 的 抛物 线 


同 理 , 设 P(z, 四 为 与 y 轴 相 切 , 并 和 圆 4 内 切 的 任 一 加 圆心 , 则 
V(r—6) + (yt+2) 一 1z| 一 3. 


> 0 故 得 (9 二 的 ?~6 (z 一 号 ) 表示 顶点 在 ( 台 ， 一 2), 开口 向 右 的 所 
物 线 ， 综 上 所 述 ,所 求 轨迹 由 两 抛物 线 (y+2)?=18 (2 一 豆 ) 与 +2)? 一 
sa 

545.， 求 与 两 已 知 圆 直 区 的 圆 的 中 心 轨迹 . 

[分 析 ] ”由 于 直 交 两 加 的 连 心 线 和 过 交点 的 两 半径 组 成 一 直角 三 角形 ， 
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故 可 得 动 圆 的 圆心 .半径 与 已 知 圆 的 圆心 .半径 之 间 的 关系 . 

[ 解 」 建立 直角 坐标 系 , 使 两 已 知 圆 的 方程 为 ; 

2 十 久 2 十 29 十 210 十 co 一 0 《一 1 2). 
设 动 圆 的 圆心 为 (x, y)， 半径 为 +， 由 于 它 和 两 已 知 圆 直 交 , 故 有 
(z+9) + y+ = 9 + ot 7 

当 i=1 时 ,化 简 得 ”22 二 十 2g1% 十 2f1y 十 C1 一 ?2 二 0，; 
当 i 一 2 时 ,化 简 得 22 十 j2 十 2937 十 2f2y -cs 一 92 一 0 
两 式 相 减 ,消去 参数 7?, 得 3(9i 一 9z)Z 十 23( 户 一 户 )9 十 ci 一 c3 一 0. 
改 所 求 轨迹 为 一 直线 ， 

[说 明 ] 此 轨迹 即 两 已 知 圆 的 根 轴 . 由 此 可 知 , 与 三 已 知 圆 直 交 的 圆 的 
圆心 , 即 三 已 知 圆 的 根 心 ( 见 第 499 题 ). 


546.， 极 坐标 平面 中 的 极点 为 0, 4(c, 0) 是 定点 (4 之 0)， 点 
P 在 保持 “OP4- 志 的 条 件 下 变动 ， 在 线段 OP 的 延长 线 上 
取 点 @, 使 |PQ| = |P4|， 求 点 8@ 的 轨迹 . 

[ 解 ] 设 点 9 的 坐标 为 (p, 6)， 这 里 p>0， 连 49，… 1P@]=]P4|， 
… AP40=- “49P= 二 ， 当 点 了 P 在 极 轴 所 在 直线 的 上 方 时 (图 了 1， 


6 
人 408 二 4， 根据 正弦 定理 得 
log! _ |o4| 1， mm 
m040™ BnZ0’ HPs ~ (96+ 号 )- 


化 简 得 p=a(V 3 sin8+cos0). 其 轨迹 为 图 p=a(W3sing+oeosg) 在 极 
轴 所 在 直线 上 方 的 一 段 圆 弧 ， 
当 点 书 在 极 轴 所 在 直线 的 下 方 时 (图 2)，~409=2r -0， 同 理 可 得 
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psin 瑟 一 4gin (于 -9 化 简 得 p= 二 a( 一 VM 3 sin9+cos0)， 其 轨迹 为 
p=4(~3 sin9+cos 纵 在 极 轴 所 在 直线 下 方 的 一 段 贺 弧 . 
故 点 @ 的 轨迹 是 以 线段 04 为 弦 , 张 角 为 石 的 两 段 弓 形 弧 ， 


547. 辣 心 在 wz 轴 上 的 动 圆 过 点 4( 一 3, 0)， 和 2 轴 相 区 于 另 
一 点 也 ,和 9 轴 相 交 于 点 入. 求 以 点 P 卫 的 横 坐 标 为 模 坐 标 , 以 点 
Q 的 纵 坐 标 为 纵 坐 标的 点 到 的 轨迹 方程 . 

[分 析 ] 由 于 点 下 的 位 置 决定 于 动 圆 的 位 置 ， 
而 动 圆 的 圆心 又 在 横 轴 上 , 故 圆心 的 横 坐 标 入 确定 
后 ，P、 两 点 的 坐标 也 随 之 而 定 ， 从 而 点 政 的 人 
标 即 可 用 参数 和 的 式 子 表 出 . 

[ 解 ] 设 动 圆 的 圆心 为 C(X, 0). “0 是 线段 
4 的 中 点 ，… 点 P 的 横 坐 标 zz 一 2 十 3， 又 圆 C 的 方程 为 

(一 人 ?二 人 一 (入 十 3)2 即 好 2 十 轨 一 222 一 6A-F9. 
当 z=0 时 ， 解 得 狗 =6A 十 9， … 点 8 的 纵 誉 标 级 二 土 V 欧 十 5. (显然 
6A 二 9 之 0, 否则 动 加 和 yy 轴 无 交点 )， 设 感 攻 的 坐标 为 (2, 97 则 Z 一 2 十 
3,y 二 土 V6%+9， 消 去 入 得 多 =3x。， 此 即 所 求 的 轨迹 方程 ， 

[说 明 ] ”在 选择 参数 时 , 应 视 具体 情况 而 定 , 一 般 应 选择 能 较 方 便 地 用 
来 表示 出 动 点 坐标 的 变量 作为 参数 ， 

548. 过 两 已 知 圆 交 点 0 的 直线 与 两 圆 再 交 于 了 P、@， 求 线段 
PQ 中 点 的 轨迹 方程 . 

[分 析 ] ”线段 的 中 点 取决 于 它 的 两 个 端点 , 故 
可 先 研 究 过 点 0 的 动 直 线 和 两 已 知 圆 的 交点 
P、4. 

[ 解 ] 以 两 已 知 圆 的 交点 0 为 原点 建立 直角 
坐标 系 。 设 两 已 知 圆 的 方程 分 别 为 : 

22 十 4 一 2010 一 2019 一 0… 人 人 和 2 2227 2Yy2y =0.:@, 
过 点 O 的 动 直线 方程 为 y 一 MXxz… 图 ， 以 图 代入 @、 ,分别 求 得 点 卫 和 


点 @ 的 横 坐 标 为 ， zzp 一 -一 全 二 axo 一 -全 全 二 32。 设 线段 PQ 中 点 的 
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坐标 为 (z, 扒 ， 则 c= 们 二 委 于 “如 如 .由 加 解 得 入 代入 @, 得 


DH LHR) Ti) Y=0.…©. 

当 动 直线 的 斜率 不 存在 时 ， 它 的 方程 为 z=0,， 则 yp=2y1，ye 一 2y, 
“… 线 及 PQ 中 所 坐标 为 (0， 久 十 4) 仍 满足 方程 回 , 故 所 求 的 轨迹 方程 为 
WF (v1 T— (YitY) Y= 0. 

[说 阴 ] ” 当 过 定点 的 动 直线 有 可 能 垂直 z 轴 时 , 不 能 简单 地 用 点 斜 式 来 
开 示 这 条 动 直 线 , 还 应 考虑 当 其 垂直 于 x 轴 时 的 情况 . 


549. 定 弓 形 弧 4B8 上 一 动 点 P， 连 接 4P 并 延长 至 0， 使 
|40| -24， 连 接 BP 并 延长 至 DD, 使 |BD| =25， 求 线段 OD 
中 点 的 轨迹 方程. 


[分 析 ] 线段 CD 的 中 点 由 定 号 形 弧 4B8 上 的 
动 点 P 而 决定 ， 扣 PP 的 位 置 又 随 BAP 的 大 小 
而 变化 , 故 可 取 人 BA4P 为 参数 解 之 . z 

[ 解 ] 如 图 建立 直角 坐标 系 ， 设 氮 4、B、C、D 
的 举 标 分 别 为 (一 c, 0)、(c, 0)、(zo go)、(Zp，2Dp); 
和 4PB 为 定 角 ww; 线段 CD 的 中 点 和 @ 的 坐标 为 (2 力 ; 并 取 人 BAP=0 为 
参数 .于 是 Xo 十 c 一 24 080, yo 二 24sin0. 又 /XBP=0+a, .. 2Zp 一 C= 


2boos(O+ 0%), yp~ 2bsin(0+0). 又 z 一 -2 二 和 细 一 acosb 十 Deos(g 十 罗 …O@D， 
en 


T= +02+2ab[cosO cos(0 -+a) +sing sinO +o)], 
即 r+ ya + 0 +2ab eosa, 
此 即 所 求 的 轨迹 方程 , 其 中 y 之 0. 

550. 设 0 为 不 在 已 知 圆 4 上 的 一 定点 ， 过 0 的 任意 直线 交 
阅 4 于 Pi 了 Ps, 在 线段 PP 上 取 一 点 @, 使 (1) 08 等 于 CA、 
0Ps 的 等 差 中 项 ; (2) OQ 等 于 OP1、0Ps 的 等 比 中 项 ; (3) O08 
等 于 0Pi、.07s 的 调和 中 项 ， 试 求 每 一 种 情况 下 , 点 4 的 轨迹 . 


[分 析 ] 利用 直线 参数 方程 中 二 的 几何 意义 ， 或 极 坐 标 中 p 的 几何 意 
义 , 三 个 轨迹 都 不 难 求 得 ， 第 (1 题 的 结果 也 可 由 平面 几何 知识 直接 求 得 ， 
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由 08 是 0P; 与 0Ps 的 等 差 中 项 知 , 49_L P,P 改 点 8 轨迹 是 以 04 为 直 
径 的 圆 在 已 知 回 内 的 一 段 弧 ， 

[ 解 一 ] 到 定 圆 圆心 4 为 原点 , 圆心 与 定点 连 线 为 了 轴 ， 建立 直角 坐标 
系 如 图 。 设 已 知 图 方程 为 2 十 纺 ==+% 定点 0 坐标 为 (z 0)， 点 @ 坐标 为 

光一 C 十 CoS C 

Cz, 仿 . 过 点 0, 倾角 为 a 的 直线 方程 为 1 Gt 为 参数 )…@) 
代入 圆 方程 得 t2+ 2at cosgw 十 0 一 和 一 0 全 ). 

CD 车 0 等 于 0P1、 OP 的 等 差 中 项 , 则 t= 也 六 


y=tSn a 


二 一 Qcosa， 代 入 


X= sin ag...(8) ] 
1 ， 由 国 得 z- 三 = 一 亏 acos2a…@@, 从 轩 、 
y= —-5 usin2 0...@). 2 2 


®, | 
@@ 消 去 w 得 (s~ 各 + 妨 一 - 导 ， 故 点 8 的 轨迹 是 以 ( 吕 , 0) 为 加 心 


Ia| 为 半径 的 加 在 定 加 4 内 的 部 分 弧 ( 图 了 


1 


(2) 若 08 等 于 OP1、 OP 的 等 比 中 项 , 由 国 知 菇 一 #=02 一 2 代入 
@ 消去 a, 得 (2 一 49)? 革 妨 =q2 一 2 故 点 @ 的 轨迹 是 以 (a, 0) 为 圆心 , 以 
Va 一 7 为 半径 的 圆 在 定 圆 4 内 与 定 圆 外 的 两 段 弧 ， 此 两 跨 弧 关于 点 O 
对 称 ( 图 2)， 当 定点 在 画 内 时 , 无 轨迹 ， 

(3) 车 OP 等 于 OP1、 0Ps 的 调和 中 项 , 则 

2 1,1 +ts 一 20cosa 。 ?2—a? 
to 机 加 tto 0 一 42 ” 


(a 为 参数 )。 '…” 轿 陈 


334 第 四 章 贺 


即 是 < 一 世故 当 定点 0 在 加 外 时 ， 点 8 的 轨迹 是 直线 2 一 和 -在 已 知 加 
内 的 部 分 (图 3)。 当 定点 0 在 圆 内 时 ， 点 @ 的 轨迹 为 在 圆 外 的 直线 


[ 解 二 ] 以 0 为 极点 ,射线 04 为 极 轴 建 立 极 坐 标 系 (图 人 .4 的 极 坐 标 
为 (a,0). 设 定 圆 4 的 半径 为 7, 则 它 的 极 坐 标 方程 为 p2 一 2ap cosg 十 o2 一 7 
一 0， 设 忆 、P2、@@ 的 极 坐 标 分 别 为 (pi1, 9)、(《po, 9)、(p, 昌 )， 

(1) 由 题 意 ，2p 一 pi 十 pa 一 20 eos9.，.. p=4cos9, 即 点 9 轨迹 为 加 p= 
acos6 在 已 知 圆 内 的 部 分 . 

(2) 由 =pips 一 ?一 7?， 得 p= 和 MQ 一 7??， 故 点 的 轨迹 是 以 0 为 贺 
心 ，V 更 一 克 为 半径 的 加 在 已 知 贺 内 与 贺 外 的 两 段 弧 ， 当 定点 在 圆 内 时 ， 

(3) 由 二 一 一 二 一 一 人 二 P228058， 得 apeos0 一 0? 一 2， 表明 点 
8 的 轨迹 是 一 直线 在 已 知 圆 内 的 部 分 。 当 定点 在 圆 内 时 , 轨迹 为 在 阅 外 的 
一 直线 

[说 明 ] 若 定 曲线 不 是 圆 , 而 是 椭圆 等 二 次 曲线 , 也 可 用 类 似 方 法 解决 ， 

551. 4 是 圆 妇 十 虽 一 9 人 >0) 上 的 任 一 y 
点 ，4B1z 轴 ， 交 %$ 轴 于 B。 以 4 为 圆心 ， 
以 |4B| 为 半径 的 圆 交 已 知 圆 于 C、 刀 ， 连 
结 O、D 交 4B 于 P. 当 点 4 在 已 知 圆 上 
运动 时 , 求 态 了 的 轨迹 方程 . 

[分 析 」 因为 动 贺 的 圆心 4 确定 后 ,4B. CD 
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两 直线 皆 可 确定 。 从 而 点 卫 的 位 置 也 随 之 而 定 ， 故 可 选择 点 4 的 坐标 为 
参数 . 

[ 解 ] 设 点 4 的 坐标 为 (a, 5), 则 圆 4 的 方程 为 (z 一 0) 二 (一 人 一 局 
即 o2+w2 -2az 一 38 十 ao 一 0; 又 贺 O 的 方程 为 22 十 多 一 和 两 式 相 减 ,得 
2az 十 20y==72 十 a3， 此 基 0D 的 方程 。 解 方程 组 

{TY te 得 | ea 
-op 

此 即 点 卫 的 坐标 ，'.” 4 在 圆 上 ，.… 02 十 3 一 22， 代入 上 式 , 得 x%=a， 
2y 二 5b， 消去 4、b, 得 侣 十 4y* 王 7?， 此 即 点 卫 的 轨迹 方程 ， 

552.， 从 一 定 直 线 上 一 动 点 引 已 知 圆 的 两 切线 , 求 其 切 点 允 的 
中 点 轨迹 . 

[分 析 ] 驴 的 中 点 即 为 圆心 向 此 弦 所 引 垂 线 的 
垂 足 ， 故 本 题 可 化 为 求 切 点 弱 和 它 的 过 圆心 的 垂 
线 的 交点 轨迹 ， 

[ 解 ] 以 已 知 圆 的 圆心 为 原点 , 平行 于 定 直 线 的 
直线 为 Y 轴 建立 直角 坐标 系 如 图 ， 使 已 知 圆 的 方 
程 为 22 十 妨 =4?， 定 直线 的 方程 为 x*=b， 设 后 
(6, yo) 为 定 直 线 上 的 动 点 ， 则 其 切 点 弱 4B 所 在 直线 的 方程 为 bY 十 yoy 
一 QD ， 作 OP1LA4B, 垂 足 为 P， 则 点 卫 即 为 48 的 中 点 , 且 OP 的 方 
程 为 jox 二 by… 名 ， 由 四 、Q@ 消去 参数 yo, 得 

w+ =0, 即 ( -2 + =( 和 ) …@ : 
故 当 定 直线 不 过 圆心 0, 即 5 和 0 时 , 所 求 轨迹 为 加 @ 在 已 知 圆 内 的 部 分 ; 


当 5=0 时 ,所 求 轨迹 即 为 y 轴 在 已 知 问 内 的 部 分 , 
[说 阴 ] 实际 上 ,所 求 的 轨迹 即 为 定 直线 天 于 已 知 半 的 反 演 图 形 或 其 一 


X=0, 


部 分 ， » 

553.， 从 图 c?+o%2=a3 上 任意 一 点 惧 了 
作 圆 (2 一 o)2 十 多 一 久 的 两 切线 , 求 两 切 "ON 
点 连 线 中 点 的 轨迹 方程 WY J/ 


[ 解 ] 设 点 了 为 圆 0: w++ 妨 二 a? 上 的 任意 
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一 所 , 其 坐标 为 (w, 9)， 则 好 十 好 一 02… 图 、 自 点 戏 向 圆 0，(z 一 0)2? 十 妨 
一 0 引 两 切线 , 切 点 为 4、B, 则 4、B 连 线 的 方程 为 (4 一 ce) (z 一 c) 十 wy 一 
b 四， 过 圆心 C 作 COP1L4B, PP 为 垂 足 ， 则 了 有 即 为 4B 的 中 点 , 且 CP 
的 方程 为 2% 一 (一 CO)y=vc, 即 (w 一 c)y 一 2(2 一 0) 二 0…@， 解 加 、@@, 得 
= b2y > D2(2 一 0) 
(Z 一 c7 十 2 (%—c)° + 
代入 中 即 得 (a? 一 co2)[y? 十 Cw 一 0c) 了 =202c (zx 一 0c) 十 5b4.….@. 
当 贺 0 在 圆 C 的 内 部 时 , 轨迹 不 存在 ， 在 @? 丰 0? 时 轨迹 为 方程 @ 所 天 
示 的 圆 在 圆 人 一 co) 十 色 一 六 内 部 的 一 段 圆 弧 ; 在 a?=c? 了 时 ， 为 直线 
2 一 上 在 加 (2 一 6)?+ 妨 一 Dr 内 部 的 一 条 线段 
[说明 本 题 所 求 的 轨迹 即 为 贺 xz? 十 =a? 关于 加 (2 一 co)?++ 胃 =b? 的 
反 演 图 形 或 其 部 分 
564，4B 是 单位 加 0 的 直径 ,NW 是 圆 上 的 动 点 ， 过 六 的 切 
线 与 过 4、B 的 切线 分 别 交 于 C 和 DD 两 点 ， 求 梯形 4BDO 的 
对 角 线 4D 和 BO 的 交点 大 的 轨迹 方程 . 
[分 析 ] 切 点 W 的 位 置 决定 后 , C、D 两 点 的 位 
置 也 可 确定 , 从 而 点 用 的 位 置 也 随 之 而 定 , 故 可 选 
择 点 的 坐标 为 参数 解 之 . 
[ 解 」 以 圆心 O 为 原点 、4B 为 x 轴 建 立 直 角 坐 
标 系 如 图 , 则 圆 0 的 方程 为 ?十 访 ==1, 设 氮 六 的 
坐标 为 (zo %)， 则 过 点 六 的 贺 0 的 切线 方程 为 


ror 十 yoy 一。 显然 加 六 0， 改 点 D 的 坐标 为 方程 组 


十 c. 


二 


人 一 


的 解 


4 一) 扣 0 的 于 方程 组 | 的 解 《--1 -+ 


… 直线 4D 的 方程 是 y= i (x 十 1)…@D， 直 线 BC 的 方程 是 y= 
He (2-D).…®, Dx@, 得 - = 各- 1)…@，… 点 六 在 加 
jp “1 一 吉 二 级 代入 @@， 即 得 所 求 的 轨迹 方程 2? 填 4y? 二 1 


[说 明 ] 在 求 得 动 点 坐标 和 参数 的 关系 式 后 ， 如 能 直接 由 此 消去 参数 ， 
则 不 必 先 求 出 %、g 的 参数 表达 式 。 这样 可 简化 求解 的 过 程 . 
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5056. 人 42B0O 顶点 4 的 举 标 为 (0, 6)， 它 的 对 边 BO 沿 着 
辅 滑动 ， 并 且 BO 的 长 度 等 于 3 (4、B、O 为 逆 时 针 序 )， 斌 求 
人 4BO 的 外 接 圆 圆心 的 轨迹 . 

[ 解 ] 取 点 刀 横 坐标 了 为 参数 , 则 互 (5 0), C(t+3, 0). 动 线段 4B 的 
垂直 平分 线 方程 为 

22 十 (bj 一 6)2=- (2-2+y 即 一 129 十 36 一 一 2 纺 十 让 ; 
BC 的 垂直 平分 线 方程 为 x= 计 避 … 轩 .由 @、@ 消去 即 得 人 4BO 
外 接 贺 图 心 Plz, 从 的 轨迹 方程 2 一 12 (y-- 逢 ). 轨迹 是 项 点 在 (0, 了) 


开口 向 上 的 抛物 线 . 
556. 求 定 圆 中 以 定 直径 为 底 的 内 接 梯 形 对 角 线 交 点 的 轨迹 , 
[分 析 ] 在 建立 直角 坐标 系 后 ,可 看 出 , 动 点 的 

举 标 决定 于 弦 CD 的 纵 截 距 , 故 可 选 它 作为 参数 解 

之 . 

[ 解 ] 以 定 直 径 4B 所 在 直线 为 2 轴 , 以 定 圆 加 
心 O 为 原点 建立 直角 坐标 系 , 设 定 图 方程 为 %* 十 六 
一 72， 四 边 形 4BOD 是 定 辕 中 以 直径 48B 为 底 的 
任意 内 接 梯形 , 故 CD/4B, 即 CDLOy.… 点 C、 
D 关于 gy 轴 对 称 ， 设 点 CO 的 坐标 为 (zo yo), 则 点 呈 的 坐标 为 (一 zo，4%o)， 
显然 加 寺 0， 直线 40 的 方程 是 yo 十 四 一 %(Z 十 7) 直线 BD 的 方程 是 
一 y(zo 十 7) = 一 go 人 一 入。 两 式 相 加 , 得 2yoz 一 0 … 加 关 0，.… w= 二 0。， 故 所 
求 轨迹 为 垂直 于 定 直 径 的 一 条 直径 (不 包括 两 端点 和 圆心 ). 

中 7. 4B .CD 是 半径 为 e 的 定 圆 0 的 两 互相 垂直 的 直径 . 作 
动 纺 4 也 交 CD 于 加, 引 EBP/ A4B, 且 交 了 于 卫 求 点 卫 的 
轨迹 方程 . 

[分 析 一 ] 由 于 点 下 确定 后 ,点 加 ,点 P 卫 也 随 之 
而 定 ， 而 点 五 的 位 置 又 决定 于 BO 的 值 ， 故 可 
选择 9= 人 BOF 为 参数 解 之 . 

[ 解 一 ] 以 直线 4B、CD 分 别 为 x、y 轴 建 立 直 
角 坐 标 系 如 图 ， 则 贺 0 的 方程 为 人 2 十 纺 =4%% 设 
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LBOBF==0， 取 4 为 参数 ， 则 点 玉 的 坐标 为 (acos9, asin9)， 直 线 4 的 
方程 为 y (cosg 二 1) 二 (z 十 0)8in9.…D)，BF 的 方程 为 Y 《60s9 一 1)= 


Ce 一 a)sin9…@， 以 z=0 代 入 @， 解 得 点 如 的 坐标 (0, -5 ) 


“EP) AB，.. 直线 BP 的 方程 为 ylcos0 十 1)= 二 asin9...@, 加 x 加 , 得 
(cos?0 一 二) 二 a(%w 一 Q)sin?0， 即 读 == 一 a(% 一 49)。 此 即 所 求 的 轨迹 方程 
(其 中 0<z<a). 

[分 析 二 ] 因为 4F] BE, 车 4F 的 斜率 已 知 , 则 点 吾 的 航标 和 BF 的 
斜率 均 能 求 得 ， 从 而 点 卫 的 坐标 也 可 得 ， 故 也 可 选择 4 的 斜 案 为 参数 
解 之 ， 

[ 解 二 ] 如 [ 解 一 ] 建 立 直 角 坐 标 系 ， 则 圆 方程 仍 为 到 十 色 一 ao 设 4AF 
的 斜率 为 ， 则 其 方程 为 y 二 A(z 十 a)， 点 恕 坐 标 为 (0, Upa)， 故 点 叫 的 纵 
坐标 Y= 二 Ka'…O， 又 .BFL AF，.,'. BE 的 方程 为 2 二 Ky 一 4 二 0.…@@， 
代入 四, 得 Z 二 a(1 一 碟 )…@@， 由 中、 @ 消去 轧 得 二 一 a(Z 一 4) (其 中 
0<z<a)， 此 即 所 求 的 轨迹 方程 . 

[说 明 ] (1》[ 解 一 ] 利 用 参数 方程 表示 贺 上 的 扩 , 是 解决 有 天 圆 的 问题 
时 一 种 有 效 的 方法 . 

(2》 在 本 题 中 , 由 于 点 马 为 定 圆 直径 CD 上 的 点 , 故 轨 迹 方程 中 的 变量 
要 有 限制 


658， 册 22 十 妨 =7? 的 避 4B 简直 于 2 执 ， 了 P 为 4B 上 的 一 
点 ， 且 | 4P| .1BP| =@a (|a| <”) 为 定 值 . 
求 点 己 的 轨迹 . 


[ 解 ] 设 点 己 的 坐标 为 (z, 人 ,点 4 的 坐标 
汶 (reos9,，rsin9)， 则 点 BB 的 坐标 为 《7 cos90， 
-r+Sin9),', 4B Lz 轴 , .“. X=?c089:…. 吕 ,14P|l 
~ lrsin0 - y|, |BP|=|y+?rsing|; 又 

1AP|.IBPI=a?;, ,. |(rsin0—y) (yt+rsin0)|=0°. 
|rsin0|> 1y|, .7sin 0=a +y ©. D+ ®, 得 x2 十 =7? 一 0 
故 点 卫 的 轨迹 是 以 原点 为 图 心 ， 和 M7 一 2 为 半径 的 圆 . 


559， 直角 坐 标 平 面 上 有 定 加 2? 十 P=7’, 和 定点 4(a, 0)， 
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(4a?7)。 了 了 为 定 贺 上 任意 一 点 ， 作 人 40OP 的 平分 线 交 A4P 于 
&%、， 求 点 他 的 轨迹 . 
[分 析 一 ] 因为 08 是 角 平 分 线 , 根据 角 平 分 线 的 性 质 可 知 成 内 分 线 
段 4P 成 定 比 a:r。 由 此 即 可 求 得 动 扩 @ 的 轨 
[ 解 一 ] 当 点 卫 不 在 xX 轴 上 时 , “08 是 和 40F 


\ . A 104| a 、 t= 
的 角 平 分 线 ， 和 OP I0P| vr 设 点 书 的 举 标 
为 (reos9, ysinl)， 氮 龟 的 坐标 为 (xz，9， 则 2 一 
fa 人 (1 十 cosO) ，_ rasing., J .97 20SC p07., 
atr atr | Qt? a+? 
/ CY 2 Fr 4 、 
GO:+@2 得 (2 一 下-) + 一 (- 各 -) ， 故 其 轨迹 为 圆 ， 当 点 乙 重 合 


于 Pi 时 ,轨迹 为 一 线段 P14; 当 点 卫 重 合 于 Ps 时 ,点 和 重合 于 原点 . 

[分 析 二 ] A4OP 是 一 个 已 知 两 边 长 度 的 三 角形 , 而 08 为 这 两 边 夹 角 
的 平分 线 , 因此 利用 面积 关系 , 即 可 得 到 这 两 边 的 夹 角 与 此 角 平 分 线 O 长 
度 之 间 的 关系 .采用 极 坐 标 解 之 ， 

[ 解 二 」 设 态 8 的 坐标 为 (p, 0), 则 ZA0P=20. shop 一 4og 十 


心 soop 即 arsin20=apsin0 十 ?pSIn9。 当 4 入 308 时 , 得 p= 二 


轨迹 为 一 圆 ; 当 9=2nmw 时 ， 点 号 重合 于 点 Pw 轨迹 为 一 线段 P14; 当 
6= (2n 士 D)m 时 ,点 日 重合 于 原点 . 

560， 求 圆 必 十 仿 =@ 在 定点 CC, 0) 张 直 角 之 弦 的 中 扣 轨 
迹 (je| 关 |c|). 

[ 解 ] 设 圆 作 十 P= 在 定点 C0 张 直角 之 驴 为 
4B, 其 中 点 己 的 坐标 为 (zx, 仿 ， 点 4 也 的 坐标 分 
别 为 (acosa, asina) 和 (a cosB, asinB), 则 
c= (CosatcosB)...@, y=— 5(sinatsinB)..®. 
又 直线 40 的 方程 为 (asin wy 十 (ce 一 acosa)y 一 acgina， 
直线 BC 的 方程 为 (asin BX+ Ce —acosB)y=acsing. 


“AC LBO, ., a?sinasinB+a?cosacosB—aclcosa+ceosB)+ce=0, 


cos 0, 
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上 acos(a 一 B) 一 ac(co8a 十 cos 有 十 0 一 0… 国 )， 
也 "十 四 2 并 化 简 得 a2cos(a 一 6 一 2z2 二 202 一 0 人 
以 QD、@ 代入 @, 即 得 所 求 的 轨迹 方程 
22 -+ 2y2 — 2c7—a?+c2=:0， 即 (z- 2) + = 


故 当 20?<o? 时 ,轨迹 不 存在 ; 当 24? 一 c? 时 ,轨迹 为 一 点 (名 ,0); 当 202> 
2 Ln92 Ca 24—c? : 、 
《但 a 天) 时 ,轨迹 为 园 (z 一 并 ) 十 妇 = 全 二 人 在 已 知 圆 的 圆 内 部 分 ， 

561. 过 定点 4 引 直 线 与 定 贺 C 相 交 于 妈 和 两 点 ， 求 臣 

HN 中 点 P 卫 的 轨迹 . 

[ 解 一 ] 如 图 建立 直角 坐标 系 ， 使 定点 4 的 

坐标 为 (a, 0), 定 圆 C 的 方程 为 22+ 一 72.…@、 
一 9 

设 过 点 4 的 直线 方程 为 { 

y=t8ing 


(t 为 参数 , 8 为 任意 常数 ) ， 加 代入 个， 得 ?十 
24 00S0 .1 十 对 一 天 一 0… 鸭 ， 当 方程 国 的 判别 式 不 小 于 零 时 , 方程 有 两 实 
根 娘 、 tz 县 有 十 刀 二 一 24 cos0， 设 驴 了 HN 中 点 卫 的 坐标 为 (2, 护 ， 则 


v4 下 2 cos0 =4—a cos0...@), 


“3 


y~ sin0= —asing cos0...®. 


由 @ 得 acos29~4-22.…@, 由 回 得 asin29= 一 2y…@. @?+@% 并 化 
简 为 2+ 六 -ac 一 0, 即 (2 一 各 ) + 纺 一 筷 ， 故 所 求 的 轨迹 为 以 (各, 0) 
为 圆心 , 上 为 半径 的 加 在 定 加 内 的 部 分 


[ 解 二 ] 仍 如 上 建立 直角 坐标 系 ，“.“ 也 是 线段 MN 的 中 点 ，… OP 上 
MN。 设 点 全 的 坐标 为 (x0o, yo)， 则 直线 让 入 的 方程 为 yox 一 《x0 一 QO)y== 
ayo， 直 线 OP 的 方程 为 yox 一 xoy 二 0， 根 据 两 直线 互相 垂直 的 充 要 条 件 可 
知 ， 奶 十 Xo《z0 一 中 一 0， 以 zy 代 换 zo、 yo 即 得 如 十 六 一 az 二 0， 以 下 同 
[ 解 一 ]. 


562.、 求 圆 系 V+ Nv+2N+4Yy—3=0 中 心 的 轨迹 ， 


上 下 


本 多 了 | 
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其 中 和 为 参数 ， 
[分 析 ] 圆 系 的 中 心 显然 与 参数 有 关 ， 将 圆心 坐标 用 含 和 的 式 子 天 
出 , 即 得 其 轨迹 方程 . 


[ 解 ] 原 方程 配方 得 〈《z 一 12)2+ (Cg 十 十 902? 一 二 (A++g2+3。 设 
P(z, 9) 为 轨迹 上 任意 一 点 , 则 xz 一 人 9g 一 一 和 -4 和 消去 为 得 (y 十 和 一 0， 
所 求 轨迹 是 顶点 在 (0， 一 分 , 开口 向 右 的 抛物 线 . 

[说 明 ] ”在 本 题 中 , 由 于 潍 之 0， 以 十 人 ?>0， 故 不 论 入 取 何 值 , 原 方程 

—A2 
均 表示 一 个 加 ， 其 轨迹 的 参数 方程 | __、_4 中 的 可 取 任何 实数 , 否 
则 , 要 根据 题 意 考 虑 入 的 取 值 范围 ， 在 画 出 所 求 轨迹 时 , 还 应 注意 曲线 的 
泄 围 . 

563. 已 知 圆 系 方程 2 十 一 2az cos80 一 2ay sin0=0 (a 为 正 
常数 ,9 为 参数 ). (1 求 贺 系 的 圆心 轨迹 ; (2) 证 明 圆 心 轨迹 与 
动 圆 的 公共 阁 长 为 定 值 . 

[ 解 ] 《1) 原 方程 配方 得 (zacos0)?+ (yasin9)? 一 qs 故 其 圆心 从 


一 coS0O 

标 为 上 一“ "os 消去 参数 0 得 oz 十 名 = oz， 故 所 求 轨 迹 是 四 心 在 原点 
y= asing, 

半径 为 a 的 圆 . 


(2) 设 定 图 0: xz 十 好 一 0 与 动 圆 C: (x 一 a co0s0): 十 (yy 一 asin9)?==@? 相 
交 于 两 点 P、@， 动 圆 中 心 Cl(acos0，asin9) 在 定 阅 上 .。.“. ACOP 与 
A009 都 是 边 长 为 "的 正三 角形 , 且 PQ 上 00, 故 

P81=2 (2 a)=V3a( 定 值 ). 
564. 已 知 加 的 参数 方程 为 (9 为 参数 )、 (DD 
y=2m+sing 
当 mm 取 不 间 实 数 时 , 求 所 有 圆 的 圆心 的 轨迹 ; (2) 证 明 平 面 上 被 
这 些 圆 所 盖 住 的 点 的 坐标 (%, 胃 ) 必 满足 
20 一 \ 5 <y<22+N 3. 
[ 解 ] (1) 把 圆 的 参数 方程 化 为 普通 方程 , 得 (% 一 0) 十 (y 一 2m)”=1. 
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-人 小 


_y, [* 、 we 
， 圆心 人 标 为 | ”_ 。 (m 为 参数 )， 消 去 由 并 
210 = 2 


了 和 2 代 换 xo、 yo, 得 圆心 轨迹 是 直线 
yy — 27X=0. 
(3) 因为 所 有 加 半径 均 为 1， 故 平面 上 被 这 些 
圆 所 兰 住 的 点 到 直线 4 一 22=0 的 距离 均 小 于 


_D _ 
等 于 工艺 和 <I_ 亦 即 2 一 人 /5 YE V5. 


565. 设 4a 为 常数 , 自 坐 标 原点 向 圆 (w 一 0)? 十 (yy 一 2)?=@? 十 1 
引 切 线 y= mes, 试用 4 各 表示 切 点 的 坐标 ; 当 a 变化 时 , 求 切 
点 的 轨迹 . 

[ 解 ] 把 y=mx 代入 圆 方程 ,整理 得 

(m+1)rz2—2(a4+2m)7r+3=0...0, 
“yy 一 mz 与 圆 相 切 ，… 4=4(e 十 3m)2- 12(m2 十 人 一 0…@， 由 加 解 得 


切 点 坐标 为 5 一 -全 5 的) 一 一 全 全 3 的 。 的 ?十 @2 再 利 


用 包 消去 &、W, 得 有 十 妨 =3， 此 圆 即 所 求 切 点 的 轨迹 ， 

[说 明 」 如 果 只 求 切 点 的 轨迹 ,解法 可 简化 , 设 已 知 圆 圆 心 为 PCa, 2)， 
切 操 为 了 了， 则 107 上 = 1OP 有 一 JPZ2 期 22=(Q2 十 多 一 (0? 二 1)=3. 
“点 了 的 轨迹 是 圆 x* 十 y=3. 

566. 贺 P 的 方程 为 V+ dar cos0— 4ay sing+30=0, 

(1) 当 & 固定 , 9 变动 时 , 求 圆 忆 的 圆心 轨迹 , 并 证 明 所 有 的 圆 
PP 都 外 切 于 一 个 定 图 且 内 切 于 另 一 个 定 圆 ; (2) 当 9 固定 ,a 变 
动 时 , 求 圆 卫 的 圆心 轨迹 , 并 证 明 所 有 的 圆 已 有 两 条 公 切 线 . 

[分 析 ] (了 DD 只 需 将 动 娘 方程 化 成 圆 的 标准 方程 即 可 得 圆心 的 参数 方 
程 ; (2) 欲 证 一 动 贺 得 与 一 贺 或 一 直线 相 切 , 可 假设 一 加 或 一 直线 方程 , 利 
用 相 切 的 条 件 求 其 系数 ， 而 不 管 动 圆 在 什么 位 置 , 即 不 管 动 圆 方 程 中 参数 
广 其 人 允 王 范围 内 取 何 值 .根据 求 得 的 系数 所 确定 的 圆 或 直线 总 能 和 动 贺 相 
切 , 故此 圆 或 直线 即 为 所 求 . 

[ 解 ] 将 圆 己 的 方程 化 成 标准 式 , 得 (z -2acosb)2+ 一 24sin 0)2 一 02 


人 
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、 X 一 2a C080...0) 

则 其 辑 心 的 坐标 为 1，_ 2 ging...@ 

(1》 当 4 固定 ,9 变动 时 , 由 ?十 @? 得 妇 十 办 一 4 故 圆 忆 的 圆心 丽 
迹 是 以 原点 为 圆心 ,3|cx| 长 为 半径 的 圆 (图 二 ). 

设 圆 (z 一 00)? 填 (y 一 yo)?= 7? 是 和 所 有 的 阅 PP( 其 半径 为 la1) 都 相 切 的 
贺 , 则 (人 《co--2ccos09)2+( -24sin0)? 二 (+ 土 1a|)*， 即 

2Z3 二 4 一 4axocos0 — dayosin 0— (7r?2--2|alr —3a°) =0. 

欲 使 对 于 任意 的 4 此 式 总 能 上 成立， 可 令 2%0 二 二 0， 上 且 和 十 2|aclr 一 3 一 
0… 印 ， 由 国 即 得 y= 土 la|， 或 ”= 于 3|a|. 负 值 舍 去 , 故 所 有 的 加 PP 
都 外 切 于 圆 妈 十 欠 一 a2， 且 内 切 于 圆 字 十 久 一 9c 


图 2 


(2) 当 9 固定 , a 变动 时 ， 由 人 @、 回 得 zsin9=ycos9.。 故 圆 了 的 圆心 
轨迹 为 过 原点 的 一 条 直线 (图 2). 

设 直线 vcosw 十 ysinc 一 2 一 0(2>0)， 是 和 所 有 的 圆 己 都 相 切 的 直线 ， 
则 2aoeosgceosw 十 2asingsinw 一 2= 土 w， 即 a[2¢c0s(0 一 a) 干 1] 2 0. 欲 


使 对 于 任意 的 w 此 式 总 能 成 立 , 可 令 D= 0 且 cos( 一 0) 二 上 豆 :由 .由 
四 得 a=%.360° 土 60° 十 0, 或 a=%.:360° 土 120° 十 8。 故 所 有 的 贺 书 都 切 
于 直线 
vecos(0+60°) +ysin(0+60°) =0...®; 
Xecos(O—60°) +ysin(0 — 60°)=0...®:; 
reos(0+120°)+ysin(O+120°) =0...®; 
reos(0 ~—120°) -ysin(0 —120°)=0...®@. 
但 直线 四、 @ 即 分 别 为 直线 @、@@， 故 所 有 的 圆 P 有 两 条 公 切 线 : 
Xeos(O+60°) +ysin(0+60°)=0 
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和 zecos(0—60°)+ysin(d —60°)=0. 

567. 如 果 动 点 卫 到 一 个 三 角形 4BO 三 边 BO，0oo8a 十 
ysmna~— p=—0,0A.vcosB+ysinB—ps=0, AB. vcosy+y siny 
一 ps 一 0 的 距离 平方 和 是 常数 (pi pa ps 均 大 于 0), 试问 在 什么 
情况 下 , 动 点 的 轨迹 是 圆 (包括 点 圆 和 虚 圆 )? 

[ 解 ] 由 已 知 ， 

(zeosat+ysinag—p1)? + (wcosB+tysin B— pa)? 
+ (zcosy 十 ysiny 一 p9)? 二 常数 
当 且 仅 当 zi\ 纺 项 系数 相等 , 且 zy 项 系数 为 零 时 , 方程 的 轨迹 才 是 圆 ， 因 
此 有 
和 B+oos 站 合十 时 yy 
dcosasina+2cosBsinB+2c0osysiny=0. 
| cos 2a +¢0s2B8= 一 cos 327 全， 
sin 2x 十 Sn28 一 一 Sin 2 
(? 十 四? ， 得 2 十 4(cos2ax cos28+8sin2asin 28) =1, 


即 


即 cos2(a— BP) = - 亏 . “a—B=m.180°4+60°. 

“0°< 了 A0B<180*，.. AA40B=60° 或 120。 同 理 可 得 ，~CB4- 
60。 或 120。 ~-B4O=60。 或 120。 但 /A0B+4+ /0BA+ /BAC= 
180。 故 /40B= “CCB4= “B40=60。 由 此 可 见 ， 当 是 仅 当 人 4ABO 
为 正三 角形 时 , 动 点 的 轨迹 才 是 圆 ， 

568， 已 知 一 圆 如 十 六 =73, 作 一 线段 MN, 使 点 A(a, 5) 为 
其 中 点 , 而 点 歼 恒 在 圆 上 , 求 点 W 的 轨迹 方程 . 

[分 析 ] 由 么 是 线段 MN 的 中 点 可 知 ，4、M、XN 三 点 的 坐标 之 间 具 
有 一 定 的 关系 ， 故 在 假设 点 广 的 坐标 后 , 点 到 的 坐标 即 可 用 其 表 出 ， 再 
利用 点 型 在 已 知 圆 上 上, 即 可 求 得 所 求 的 轨迹 方程 

[ 解 ] 设 点 六 的 举 标 为 (2 人， 点 玖 的 坐标 为 (zo yo)， 则 有 0 十 场 二 
jp，… 点 和 4 是 线段 MN 的 中 点 ，… 4 一 了 3 和，5 一 -各 3 妇 ， 即 一 


22 一 2， Yo=20—Y. 代入 (LV, 得 KZ 一 20) 十 (9 一 322) 一 此 即 所 求 的 轨 
迹 方程 ， 
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[说 明 ] (1) 如 果 所 求 轨 迹 上 的 动 点 位 置 依赖 于 在 一 已 知 曲线 上 运动 
的 另 一 动 点 , 则 常 可 如 本 题 那样 ,在 假设 轨迹 上 点 的 坐标 后 , 用 其 表示 已 知 
曲线 上 的 动 点 坐标 , 再 根据 曲线 上 的 点 其 坐标 满足 曲线 方程 而 求 得 轨迹 方 
程 . 

569. 二 为 定 圆 C 上 的 一 动 点 ， 4 为 一 定点 。 点 驴 分 线段 
AP 成 4Q@:QP= 和 , 求 点 @ 的 轨迹 ， 

[ 解 ] 建立 直角 坐标 系 ， 使 圆 C 的 方程 为 好 十 色 = 和 2 点 和 的 坐标 为 
《a, 0)。 设 点 忆 的 坐标 为 (zo，%o)， 点 四 的 坐标 为 (4z， 急 ， 则 xzo 十 yo 一 于 
义 … .49:94P= 必 故 有 


一 CQ 十 人 20 人 4z10 


Ii” “了 TH 
。 1 二 和 
0 mom, yo Hy. 


以 此 两 式 代 入 癌 十 多 一 人 得 
Leo + 十 GL 二 为 5- 虽 


即 (c 一 了 9 元) 十 多 一 直下 5， 故 所 求 的 轨迹 是 以 (了 2 ,0) 为 图 心 
| 和 | 。 
TS 为 半径 的 加 


570. 设 卫 为 圆心 在 (3, 2)， 半 径 为 工 的 圆周 上 任意 一 点 ， 连 
结 卫 与 原点 0, 并 在 OP 的 反 向 延长 线 上 取 一 点 Q, 使 OP.Q0 
一 6， 当 点 了 在 圆周 上 运动 时 , 求 点 @ 的 
轨迹 方程 . 

[ 解 一 ] 设 点 @ 的 坐标 为 (zc, 从， 点 忆 人 
标 为 (zo，8#o)， 则 (xzo 一 372 二 (一 2 一 工人， 
OP .40=6，.… (m+y) T+Y) =36.…..®. 
设 名 = 如 -ala<0), 则 m=an, w=-oy, 代入 @ 得 一 -Toz 了 a 


北 
.… Q 一 一 改 zo= 代入 中 并 化 合 ， 即 得 所 求 


Dr. 
的 轨 这 方程 (2+) +(y+1)? 一 主 . 


Br 0 5 所 
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[ 解 二 ] 取 原 点 为 极点 , x 轴 的 正 半 轴 为 极 轴 建立 极 坐 标 系 ， 则 圆心 在 

《3, 2), 半径 为 1 的 贺 的 极 坐 标 方程 为 
Pp’*—2(3c0s0+28in0) p+12=0.….0)., 

设 点 卫 的 极 坐 标 为 (po， 0o)， 则 po—2(3cosO0+2sinOo0) po t+12=0...@. 
义 芭 皮包 的 极 坐 标 为 (p, 0)， 则 0=6… 国 ，60= -p，'.“ 00.0P=6, 

po= -5"…@. @®. @ 代入 @®, 得 洒 +2C3eosg+2sin0)5 +12=0, 
即 p"+(3cos0+3sinb6ypo 十 3=0 此 即 所 求 的 二流 方程 
”571， 从 圆 澡 + 十 12w 二 20 一 0 上 任 一 点 导向 直线 2 一 3 作 
牌 线 , 释 足 为 信 。 点 了 内 分 线段 玉成 2:1, 求 点 了 的 轨迹 方 
程 . 

[ 解 ] 设 点 下 的 坐标 为 (zx yo), 点 已 的 坐标 为 
《2 2 切 ) 则 zo 十 由 十 12zo 二 20=0…@, 点 六 的 坐标 


.. MP . 6 
为 (3, yo).。…. 证 条 一 儿 .。. 江 二 2 ， 上 即 2o 一 3 


_6..@; yw…@. 以 @@RAG 得 
(32—6)?+y?+12(3z—6) +20=0, 
即 92 十 二 16， 下 即 所 求 的 轨迹 方程 . 

B72，44' 是 定 圆 0 的 直径 ，PP' 是 垂直 于 44' 的 弦 . 求 直 
线 AP 和 4P 交点 @ 的 轨迹 方程 ， 

[ 解 ] 如 图 建立 直角 坐标 系 , 使 定 贺 O 的 方程 为 
2 十 妨 一 ?2, 点 4、 妇 的 举 标 分 别 为 (一 ?7,0)、(r,0). 
设 弦 PP' 所 在 的 直线 方程 为 z==w0, 点 P、P' 的 坐 也 
标 分 着 为 (wo， Yo0) 、 (zo, ~ 0), 则 mot=7.. 0). 
直线 AP 的 方程 为 (vot7)y=yp《%w 十 7)…@O; 直 . : 
线 4P' 的 方程 为 (rz0)y 一 yz 一)…@， 从 回 ,加 解 得 z= 二 ， 
yo 一 一， 代入 @, 化 简 得 2 一 =r?， 此 即 所 求 的 轨迹 方程. 


on3. 回 上 一 动 点 局 在 此 圆 的 两 互 不 生 直 的 定 半径 上 的 射影 
为 性 、 衣 。、 求 线 段 MN 的 中 点 轨迹 方程 
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[分 析 」 线段 到 的 中 点 取决 于 其 两 端点 , 而 端点 又 由 点 卫 确定 , 故 可 
选择 点 耳 的 坐标 为 参数 解 之 . 

[ 解 ] 以 圆心 0 为 原点 ， 任 意 一 条 定 半径 所 在 
的 直线 为 z 轴 ， 且 以 此 圆 的 半径 长 为 单位 长 度 建 
立 直 角 坐 标 系 如 图 ， 设 点 卫 的 坐标 为 (Xo0, Yo)， 男 
一 定 半 径 所 在 直线 方程 为 y==kz， 则 有 十 奶 二 
1… 中 ， 且 点 六 的 坐标 为 (xz 0), 又 PN_LON, 
.… 直线 PN 的 方程 为 % 十 1 一 2 十 po 加， 以 y= 二 Kz 代入 名, 解 得 点 入 


的 坐标 为 (家 二 和， 富士 和 加 )， 设 线段 MN 的 中 点 日 的 坐标 为 (2,9)， 
则 


(2+ 2) ro Kyo ,,， Pa ,,, 
5 于 7 ®, 9 本 由. 


由 @、@ 和 解 得 。 mm 20tz- 凡 ， y,=2[(2+# yhg] 
、 人 

代入 @ 并 化 简 , 即 得 所 求 的 轨迹 方程 
p03 — kry + (+ 4) = 


pe 
: 4L 十 12 

B514. 4B 为 一 圆 的 定 直 径 ，C 为 贺 上 任 一 点 ， 从 4 作 直 线 乍 
直 于 过 点 0 的 切线 轴 交 BO 于 到 ， 求 点 克 的 轨迹 方程 ， 

[分 析 一 ] 点 C 的 位 置 确定 后 ，BC、i、 AM 的 
位 置 相 应 被 确定 , 从 而 点 到 的 位 置 也 随 之 而 定 , 故 
可 选 点 C 的 坐标 为 参数 解 之 ， 

[ 解 一 」 如 图 建立 直角 坐标 系 , 使 定 圆 的 方程 为 
2 十 多 一 4、 了 的 坐标 分 别 为 (一 0) 和 (r, 0). 
设 点 C 的 坐标 为 (zo, yo)， 则 切线 ?的 方程 为 zoz 
+yoy 二 7 。 '. 4 7 ，… 直线 4M 的 方程 是 yoz 
一 0g 一 一 ?0… 帆 。 又 直线 BC 的 方程 是 yzo 一 门 一 GZ 一 入 … 和 四。 由 


@.、 回 解 得 : 00 一 了 一 兆 . “点 0 在 加 上, 鸡 十 奶 一 7 即 (z+ 人 


+ 六 二 4r”。 此 即 所 求 的 轨迹 方程 ， 
[分 析 二 ] 由 平 几 知识 可 知 ，0C 为 人 4BM 的 中 位 线 ,， 故 14M|= 
21001 二 2。 由 此 便 能 转化 轨迹 条 件 而 求 得 轨迹 方程 ， 
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[ 解 二 ] 连 00, 则 0011， … 4 …00VJ/4U， 又 0 为 48 的 中 
点 , 故 | 4 下 |=2100|=2r， 设 点 了 的 坐标 为 (z 9), 则 V5 十?) 十字 
==27， 即 (z 十 7)? 十 妨 二 4 此 即 所 求 的 轨迹 方程 . 


575. 4B 是 圆 O 的 直径 ，O 是 直径 4B 上 异 于 4、B 的 任 一 
定点 ，Q@ 是 圆周 上 的 动 点 .、 设 了 是 由 @ 和 0 所 确定 的 直线 


上 的 点 ， 且 满足 伺 - 5， 求 点 王 的 轨 
迹 . 


[ 解 ] 如 图 建立 直角 坐标 系 ， 使 点 4 和 点 如 的 
坐标 分 别 为 (一 ?, 0)、《7, 0), 点 0 的 坐标 为 (ce, 0) 
(一 ?<c<?)， 则 圆 0 的 方程 为 2 十 六 =7?。 设 点 
三 的 坐标 为 人 急 ， 点 入 的 坐标 为 (zo go， 由 于 点 入 在 圆 0 上 ， 


0 40 
DD 又， 0 -= 


OB r+—e 
0 re rr Wy CQ r+) 
QC+CP r+cet+r—c 27r ” QP 27 " 
oe 
27 2rec— (c+7 OX 7 二 +c 
由 由 得 wor ~ ro 加 7 
27 
。 ae e+e| (2 ) = 
代入 思 , 得 Be ty) =", 
ar zo ) 一 | 全 2] 
即 ( Tie) + 一 | : 


故 点 己 的 轨迹 是 以 (二 2 oa ，0 ) 为 圆心 , 乞 =27 为 半径 的 回 ， 


546. 已 知 圆 2 十 六 = 与 坦克 于 
B(40, 0), 圆 上 一 动 点 @ 的 切线 与 过 点 避 的 
切线 交 于 点 BR, 求 人 BQB 重心 的 轨迹 . 

[ 解 ] 设 8Czi, 妇 ) 为 已 知 加 上 的 动 点 ,; 则 zi 十 妖 
一 中 ; 设 瑟 (ww, 起 为 轨迹 上 任意 一 各 ， 则 g% 忌 
的 方程 为 X= 二 X14…@@，'.“ 8B 的 方程 为 Xi1% 十 y1Yy = 
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4，,… 过 点 如 与 8B 垂直 的 直线 B 且 方程 为 Ys 一 x1y 一 一 ax1… 国 ， 以 加 
代入 @, 得 ==y 一 a, 代入 @@， 即 得 人 BYR 垂 心 的 轨迹 方程 
Ty — 0 =a? 

677. 设 4B 为 一 定 圆 的 固定 弱 ， 书 为 圆 上 的 动 点 ， 试 求 
和 人 485 的 和 慌 心 轨迹 方程 . 

[ 解 ] 取 定 圆 贺 心 0 为 原点 ,与 4B 迁 直 
直径 为 % 轴 ,建立 直角 坐标 系 . 设 定 圆 O 的 方 
程 为 人 2 十 妨 二 7?,， AB 的 方程 为 =ala<?)， 
则 4Ca，V7? 一 2)、B(la,， 一 V7 一 3). 设 
Plz，21) 为 圆 O 上 任意 一 点 ， .他 十 妇 二 
?DD。 设 瑟 (z, 四 为 轨迹 上 任意 一 点 ， 则 y=yi…*@， “AH_LBP, 
1 代入 @, 得 一 史 


人 光一 人 Ti1—a 


一 一 (m0), 即 1 一作 人 二 30...@。@、@ 代 入 @, 即 得 人 4BP 
重心 的 轨迹 方程 (x 一 0)2(r2 一 2) 一 (as 一 J 二 ?2 一 24)? 

578. 若 两 点 P、Q@ 与 圆心 共 线 ， 且 圆心 不 在 线段 PR 上, 而 
[OP 1O@| 等 于 圆 半径 的 平方 ， 则 称 已 、@ 为 关于 圆 互相 对 应 
的 两 点 ， 设 @ 是 直线 % 十 2y 一 5=0 上 的 动 点 , 试 求 与 @ 关 于 图 
十 六 一 4 的 对 应 点 卫 的 轨迹 . 

[ 解 ] 设 动 点 @ 的 坐标 为 (zo, yp), 其 对 应 点 也 的 坐标 为 Co 引 ，*… 0、 


P、Q 共 线 ， 
: oy lo0%| OP Oo 
Zt Y OP| [10P|? 
4 
my 


. de 4 

. To 一 而 二 万” 出， =. 
… 点 9 在 直线 Z 十 2 一 5 一 0 上，,… xzo2m 一 5=0， 以 外 .四 代入 ， 化 简 
得 5%? 十 5y? 一 4x 一 8y 一 0， 即 


2Y 4 和 4 
(2-5) +(y-5) ~ 
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故 点 了 的 轨迹 为 以 (名 ,年 ) 为 圆心 ， 2 为 半径 的 加 


579、， 从 射线 0B 与 圆 仿 十 六 二 az 的 交点 B 向 Ow 机 作 重 线 
BO, 0 为 服 足 , 求 C 在 0B 上 射影 的 轨迹 方程 ， 

[分 析 ] 由 于 三 在 08 上 , 和 且 癌 过 点 0, 故 利 用 极 坐 标 系 解 较 容 易 ， 

L 解 】 以 0 为 极点 ，0z 为 极 轴 建 立 极 坐标 y 
系 如 图 , 设 Plp, 0) 为 轨迹 上 任意 一 点 ， 点 
总 的 极 党 标 为 (ob 匀 )， '” 圆 台 十 访 = 二 qz 的 
极 尚 标 方程 为 一 waco80，.… pi 二 4 cos 91…@@， 
0=01…®; … 100 一 pfcosb，… 一 pfcos201 


人， 沙 oos0 关 0， 由 加 得 p1 一 外， 与 馆 一 


起 代入 @, 得 p=aeos30， 若 cosb 一 0,， 即 点 如 与 点 0 重合 ， 这 时 p 一 0， 
也 适合 方程 p=wcoss0O， 故 此 即 所 求 的 轨迹 方程 , 

580. 戏 是 曲线 Cpcosg=5 上 任 一 点 , 反 向 延长 OM 至 
,使 QU.NO=40. 当 点 列 在 曲线 CO 上 运动 时 , 求 点 Y 的 罗 
迹 . 

[ 解 ] 设 点 W 和 点 戏 的 坐标 分 别 为 (p, 9) 和 
(po 40), 则 8=06 十 Ww…@D， … 点 好 在 曲线 C 上， 
HOM.NO=40, .. pocos00=5..@; po: p= 40... 。 
@. .由 四 、 国 解 得 4、po 代入 回 得 p= 一 8cos9. * 
此 即 点 丸 轨迹 的 极 坐 标 方 程 , 其 轨迹 为 圆 , 圆心 在 ”入 
(4, wm), 半 人 径 为 4 极点 为 轨迹 的 极限 点 

581. 贺 0; pd cos9 上 一 点 了 ,过 卫 引 加 的 切线 PQ, 过 极 
点 0 引 O08]PQ, Q@ 为 重 足 , 求 点 4 的 轨迹 . 

[ 解 ] 设 @Cp; 0) 为 轨迹 上 任意 一 点 , 了 的 坐标 
为 《op 01)， 则 pi=4co0s01:"(D, .0PY0%, 

. 0=L7r00= /XO0P=2/ 7X0P=201..@, 

LPOO=01, .. p=00=p1c0s01...@,. 
将 四 代入 @, 再 利用 名 消去 p1、 ob 得 
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pmadcos?01~—deos? 5 (lL+cos0). 


故 点 @ 的 轨迹 是 心脏 线 p= 与 代 十 cosg)、 


582. 若 人 4BO 的 边 BO 的 位 置 、 长 短 一 定 , 人 4 的 大 小 也 
一 定 , 试 求 八 4BC 重心 9 的 轨迹 . 

[分 析 ] ”由 平 几 知识 知 ，G 为 04 的 三 等 分 点 ， 改 在 建立 直角 坐标 系 ， 
并 假设 点 G 的 坐标 后 , 即 可 用 其 表示 出 点 和 的 
坐标 .于 是 利用 <B4C 为 定 角 , 便 能 求 出 点 G 
的 轨迹 方程 . 

[ 解 ] 以 边 BC 的 中 点 0 为 原点 ,直线 BC 为 
y 轴 , 建立 直角 坐标 系 如 图 , 使 点 B、C 的 坐标 
为 (0, D) 和 (0， 一 肪 ， 设 点 G 的 坐标 为 (x, 9)， 


则 点 和 4 的 坐标 为 (3c, 3%)。 于 是 4B 的 斜率 fss 一 2 二 二 ，40 的 斜率 


jso = 2 二 2 ， 当 了 4 一 90。 时 ,oas 一 一 上 即 汪 二 人 一 一 


化 简 得 py 当 4#90° 时 ， 若 点 4 在 右 半 平面 则 有 
3yto 3y—b 


tegA= ey ,化 简 得 9z? 十 992 一 6bxctg 4 一 二 0， 即 
十 ~ 一 一 一 一 一 一 
0x2 


b iv AY ,2b na 4 
G 5 ctg 4 +y —-g- osc 4; 


若 点 4 在 左 半 平 面 , 同 理 可 得 (< 1 4) + 六 一刀 eso?4, 故 所 求 轨 
迹 当 4 一 90* 时 , 为 以 原点 为 圆心 , 也 为 半径 的 圆 (不 包括 和 y 轴 的 交 
点 ), 当 L490° 时 , 为 以 ( 亏 o 妇 4 0 ) 为 圆心 , 喜 cse 4 为 半径 的 加 


在 右 半 平面 的 一 部 分 ; 和 以 ( 一 号 e 始 4 0 ) 为 圆心 ,同样 长 为 半径 的 圆 在 


左 半 平 面 的 一 部 分 . 
583. 已 知 圆 友 十 多 29 十 2fy 十 co 一 0 的 弦 在 原点 张 直 朋 , 求 
原点 在 此 粥 上 的 射影 的 轨迹 . 
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[分 析 ] 假设 动 点 的 坐标 后 , 就 易 得 已 知 贺 的 在 原点 张 直 和 角 的 弦 所 在 直 
线 的 方程 .于 是 利用 原点 和 弦 的 两 端点 连 线 互相 垂直 ， 即 可 求 得 轨迹 方 
程 . 

[ 解 ] 设 已 知 贺 的 在 原点 张 直角 的 纺 为 45， 
原点 在 此 弦 上 的 射影 为 Plpcos0, psin0). 

”0PJLAB，.…. 弦 4B 所 在 直线 的 方程 为 
XCcos0+ysin0 二 p. 显然 , o 关 0( 否 则 书 重合 于 O， 
但 此 时 4、0、B 共 线 ， 和 4B 存 原点 张 直角 不 
符 )。 据 (3,1230), 表示 直线 04、OB 的 方程 为 

7 二 凡 二 2(gz 十 用 )( 2 二 ye] 二 o( Ze08C+ySinC ) 一 0 
p p 
即 p(s 4+y) +2p(grt+fy) (x cos0 ysin0) +e(s cos0-+y sin0)?=0. 
~ O04A|0OB, ..2p+2p(gcos0+fsinO) te(cos’0+sin? 9) ==0， 化 简 即 
得 2p?+2p(gcos0+fsin0)+e=0, Pl z=pcosO, yy 二 pSin9 代入 ,得 

DTY gL+fy+ 0, 月 (z+ 血 ) +(y+ 才 ) = +9 2 
故 当 户 +9?<20 时 ， 动 点 无 轨迹 ; 当 放 +9? 一 2c 时 ， 方 程 的 图 象 为 一 点 
(如 -总 ) 若 此 点 在 国内 , 则 轨迹 即 为 此 点 ,否则 也 无 轨迹 ， 当 户 +9 
>2c 时， 轨迹 为 以 (一 香 ， 一 天) 为 圆心 ， 六 六 十 一 2 为 半径 的 圆 在 已 
为 较 认 的 一 部 分 . 

584. 定点 0 在 线段 4B 上 ,直线 4P、BQ 是 4B 的 垂 线 ,已 
4 分 别 在 4P、BQ@ 上 运动 , 使 ~.POQ 人 恒 为 直角 , 求 O 在 PQ 上 
射影 凡 的 轨迹 . 

[分 析 ] 如 图 建立 直角 坐标 系 , 并 假设 动 点 下 
的 坐标 后 , 就 不 难 写 出 直线 PQ 的 方程 ， 从 而 确定 
P、@ 的 位 置 , 再 利用 人 PO 为 直角 的 条 件 ， 便 能 
求 得 点 性 的 轨迹 . 

[ 解 ] 以 0 为 原点 ，4B 为 xz 轴 建 立 直 角 有 坐标 
系 , 使 4P 的 方程 为 Xx 二 ,BQ 的 方程 为 Z=D。 设 点 政 的 坐标 为 (kw， 办， 
则 “OM |_P8Q，.…. 直线 P8 的 方程 即 为 Uz 十 y= 外 十 吕 ， 若 点 了 的 坐标 
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为 (4,yp), 反 @ 的 坐标 为 @, Ye), 则 yp 一 好 十 妇 一 Up 四 ，vya 一 她 十 咏 一 
ub XX '. OPLOQ, .. ab+yryo=0, 改 U2ab 二 uvU2ypye=0， 以 丰 、 辐 
代入 ,得 WU205 十 (2 十 介 一 2 (Wi v2 — ub) =0, 
a (Wt) ut (atutab]=0. 
显然 2 十 如 尖 0， 故 以 z、g 分别 代 换 w、 书 即 得 2z?+y? 一 (ab)z+ab 二 0， 


即 (一 上当) + 妨 一 (32) ， 所 求 轨迹 是 一 加 ,其 加 心 为 (人 和 >, 0)， 


半径 长 2 中， 亦 即 以 4B 为 直径 的 加 


585， 设 动 点 关于 圆 必 十 P= 的 切 点 吾 所 在 直线 与 已 知 疗 
(一 中 十 一 B) 一 如 相 切 , 求 此 动 点 的 轨迹 方程 ， 

[分 析 ] 假设 动 点 坐标 后 , 此 动 点 关于 圆 巡 十 久 一 a2 的 切 点 弦 方 程 即 可 
写 出 , 利用 切 点 弦 和 辆 (% 一 a)?+(y 一 B8)?== 娘 相 切 的 条 件 , 就 能 求 得 轨迹 
方程 

[ 解 ] 设 动 点 的 坐标 为 (kw， v)， 则 它 关 于 贺 2 十 仿 =w? 的 切 点 弦 所 在 直 
线 方程 为 zx 十 vy 二 a?，….“ 此 直线 和 圆 (x 一 Qa)?+(y 一 B)? 和 =B2 相 切 ， 

ese glo, 即 (aw+Bv—a2)?=b2(w?+ 7). 
kX、y 分 别 代 换 % vv, 便 得 所 求 的 轨迹 方程 (lax 十 By 一 a3)?=03(z? 寺 六)， 
其 中 x、y 应 满足 必 十 纺 > 02. 

586. 圆 和 十 人 = 寺内 有 定点 4, 0)。 圆 上 有 两 点 己 Q, 且 
人 P4890”. 求 过 点 了 和 Q@ 的 两 条 切线 的 交点 用 的 轨迹 . 

[分 析 ] 点 族 的 位 置 由 点 P、8 的 位 置 确 定 ; 
反之 ， 卫 .入 的 位 置 也 可 由 区 的 位 置 确 定 。 改 在 
假设 点 型 的 坐标 后 , 用 其 表示 PP、 的 坐标 , 然 
后 利用 P4 和 8@4 的 垂直 关系 , 即 可 得 所 求 的 轨 
迹 方程 

[ 解 ] 设 过 点 乙 和 @ 的 两 条 切线 的 交点 为 
M(zo, yo)， 则 直线 P@ 方程 为 zo8 十 boy 于， 即 
yoy 一 1 一 Xor…(D). 圆 方 程 吧 十 多 王 两 边 乘 以 yo, 得 Wi 十 4 一 y0…@@)， 
亿 代 入 四 , 并 整理 得 (3 十 %)22 一 2xoz 十 1 一 的 =0. 故 了. 4 两 点 的 横 举 标 
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zp、 zu 满足 ，zp 二 zu 一 2 ，zpo 一 二 一 纪 ， 同 理 可 得 已. @ 两 点 的 


2 十 210 十 的 
= 一 2 于 盏 
纵 坐 标 yp、 ye 满足 yp yo 一 过 二 4 .. yp Yot(Tp—) 
oT Yo 
《28 一 0 一 0， 即 yp 十 pg 一 ap 十 2o) 十 吧 一 0， 亦 即 


1 一 2 ， 1- Ox ， 
一 G。 十 G 一 0 
TY r+ye 2X0 十 2 


化 简 , 并 以 sgy 代 换 zo、 gp, 得 好 十 ge 十 权 so 一 二 2 一 0， 故 所 求 的 
轨迹 为 贺 . 

”587. 已 知 A4BO 与 一 动 点 P， 如 自 4.B.O 和 名作 PA.PB、 
4C 的 垂 线 相交 于 一 点 , 求 动 点 己 的 轨迹 方程 . 

[ 解 】 取 BC 所 在 直线 为 x 轴 , 4 在 50 上 的 射影 0 为 原点 ， 建立 直角 
坐标 系 ， 设 4、B、C 三 点 的 坐标 分 别 为 4(0, a)、 BGb, 0)、 CU(c, 0), 
(vo, po) 为 轨迹 上 任意 一 点 ， 自 4,B.0 分 别 作 PA、PB、 PO 的 垂 线 方程 
为 : Kort (Yo~—a) YY—0) =0.D, (zo—b) v2~Db) +yy=0.@, (zo 一 c) 
“7 一 0) 十 yoy 二 0.……@@， 因 人 外. 回 ,@ 三 直线 共 点 ， 


Xo Yo—a —u(yo—a) 
zo-b yo -blo-b)|=0, 
To—C to 一 CC20o 一 C 


以 2 2 代 换 xzo、% 并 化 简 , 得 轨迹 方程 
xf 入 十 ) —a(b+o)r— (a+ boyt+abe=0, 
因 点 4 不 在 BO 上 , 故 a 夫 0 轨迹 为 圆 . 


588.， 求 共 轴 圆 系 的 平行 切线 系 切 点 的 轨迹 方程 . 

[ 解 ] 建立 直角 坐标 系 , 使 以 y 轴 为 公共 根 轴 、 圆 心 在 x 轴 上 的 圆 系 方 
程 为 巡 十 9 一 2Mx 十 了 一 0， 其 中 了 为 常数 ， 和 为 参数 。 设 平行 切线 系 的 斜 
率 为 k, 切 点 为 《2l， 2)， 则 切线 方程 为 242 十 汶 2 一 入 (2 十 04) +f=0.…, 
-一 hk.@， 且 从 + 认 一 2h4+f 一 0…@. 由 加 得 和 一 好 4+ 代入 
@@, 得 二 十 妇 一 201C01 革 ky4) 十 f 二 0， 以 z、y 代 换 z1、 妇 ， 即 得 轨迹 方 程 

t+ okry— f=0. 


689， 已 知 圆 十 六 =1 与 一 定点 4(2, 0)， 点 B 为 已 知 贺 上 
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一 动 点 ， 以 48B 为 一 边 作 正 方形 4B0D (4、B、C、D 为 顺 时 从 
序 ), 求 点 C 与 点 2 了 的 轨迹 . 

[分 析 ] ” 因 点 好 是 已 知 圆 愉 十 多 = 上 的 动 
点 , 故 可 取 人 40B 9 为 参数 ， 利 用 向 量 4 方 顺 
时 针 旋 兰 90°， 以 及 B84 逆 时 针 旋 转 90” 分 别 与 
4D、BC 重合 , 从 而 求 出 点 隔 与 态 C 的 坐标 , 即 
得 所 求 轨迹 的 参数 方程 . 

[ 解 ] 取 忆 40B 一 9 为 参数 ， 设 点 刀 的 坐标 
为 (z, 从 ,28B 的 幅 角 为 p，'.… AB 顺 时 针 旋 转 90° 后 与 4D 重合 

¢—2= (AD)o0,= |iADl|eos (e- = | AB|sin m= (AB)o, =sin®, 
故 2 一 3 十 Sn0 GD， 又 ， 
y—0= CD) 14Dlsin(p- 扫 )=14B1(- cosg) 
= — (AB)o= — (eos0—2), 
故 Y 二 2 一 c080…@@， 从 @. 回 消去 ,得 点 0 的 轨迹 为 (% 一 2)?+ (一 2)” 
1。 故 点 也 的 轨迹 为 以 (2, 2) 为 中 心 ,半径 为 的 贺 ， 

设 点 0 的 坐标 为 (x, 引 , B4 的 幅 角 为 六 。 ”… 384 逆 时 针 旋 转 90” 后 与 

BC 重合 ，..% 一 C089 = (BOY)o0, = [BO os (9 +4) [1BAI(—sing) = 


~ (BA)o= — (0—sinO), 故人 2 一 c080 十 sin 9.…@， 同 理 可 得 y=2 十 sin9 
一 C0s9…@@， 从 @、 加 消去 0, 得 点 C 的 轨迹 方程 为 忆 ++ 人 一 2 一 2 故 
点 0 的 轨迹 为 以 (0, 多 为 中 心 .V 3 为 半径 的 圆 . 

[说 明 ] ”本题 应 用 的 向 量 射影 公式 可 参见 第 9 题 ， 男 外 ,用 复数 或 矩阵 
也 能 表达 向 量 的 旋转 , 故 还 可 利用 复数 或 算 阵 来 解 ( 参 见 第 17 题 )。 


第 五 章 李 


i1. 椭圆 的 标准 方程 ， 
和 十 如一 1 (a> 62>0), (B.10) 


中 心 ，0(0, 0); 

顶点 : 4(&, 0), 4'(—a, 0), 
B(O, 686, B'(O0, ~—0); 

长 轴 ， |44'| =2c; 

短 轴 :. |BB'| 一 22. 

(1) 焦点 ,Fi( 一 ce, 0), Fale, 0); 

焦距 ，|F1Fs| =20， 


46 一人/ eo —0°. (B .11) 
(2) 离心 率 ， 
so= 1-(£) (0<e<1). (5.12) 
(3) 淮 线 ， 


= 一. (5 .18) 


a 
6 
(4) 焦 半 径 (二 次 基线 上 任意 一 点 卫 到 焦点 或 的 中 
离 ); 
[PFi| =el PH’|=4+ew, 
[IPFs| =e|PE|=¢a— ew. (5.14) 
(5) 通 径 (过 焦点 且 牌 直 于 焦点 轴 的 屁 )， 


五 机 |= -2 ; 焦 参 数 D= 全 (5.15) 
(6) 大 辅助 图 ， 

+o 一 03， 
小 辅助 加 

十 ==05. (5.16) 
(7) 参数 方程 


| (9 为 离心 角 ) (65.17) 
y=b sing 


2， 其 它 形式 的 椭圆 方程 
(1) 中 心 在 原点 , 焦点 在 9 轴 上 的 标准 方程 : 


十 -一 (a>5>0). (5 .21) 
(2) 中 心 在 点 (oo， go), 长 办 与 和 办 平行 的 标准 方程 ， 
人 一人) 十 gg =1 (>0>>0). (5.22) 


(3) 中 心 在 反 (wo, yo), 长 轴 与 9 办 平行 的 标准 方程 : 
Kem pl >>0), (5.28) 

3， 椭 贺 人 5 十 - 扫 - 一 1 与 直线 的 关系 

(1 过 切 点 (wi 91) 的 切线 方程 ， 


-可 十 -和 = (5.31) 
(2) 过 切 点 (4 cos g, 6 sin g) 的 切线 方程 . 
一 c089 十 字 sin p=1. (5.32) 


(3) 己 知 斜率 为 m 的 切线 方程 : 
y=mst Vom 十 的 。 (5.33) 
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“(4) 过 椭圆 上 点 (zi，o) 的 法 线 方程 : 
YN 一 六 2010 一 (c 一 0”) V1Y1, (58.34) 
“(5) 过 椭圆 上 点 (a cos p, 5sing) 的 法 线 方程 ( 见 第 613 题 ). 


CO pb _ a J9 eu 
cosO sing “2-0 (p+ , n€J). (68.38) 


《6) 点 (wo, go) 关 于 椭圆 的 切 点 弦 方 程 ( 见 第 617 题 )， 


-二 如 1 (5.86) 
“(7) 点 (wo， 人 ( 见 第 618 题 ): 
一 十 一 =1., (5.37) 


“(8) 站 重 与 共 辆 直 色 ， 一 次 基线 古 相 平行 的 下 中 点 的 轩 汉 
一 直线 上 , 称 此 直线 为 二 次 曲线 的 直径 ( 见 第 621 题 )， 若 两 直 
径 中 每 一 直径 平分 与 另 一 直径 平行 的 弱 ， 
则 称 此 两 直径 互 为 共 斩 直 径 . 两 共 斩 直 径 
与 椭圆 的 交点 , 称 为 两 共 斩 直 径 的 端点 . 

料 率 为 m 的 椭圆 直径 yg= xz， 其 共 恩 直 
径 为 OZ2+cb 一 0( 见 第 622 题 ) . 

两 共和 斩 直 径 的 端点 坐标 为 ， Q(zz， 扩 )， 


以 《 一 好 一念 ) 及 (一 和， 2.0), RB (2y, -a). 两 共生 
直径 端点 的 离心 角 之 差 为 地 〈 见 第 623 题 ). (5.38) 
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590. 设 椭圆 的 中 心 在 原点 , 焦点 在 2 轴 上 ,一 个 焦点 与 短 轴 
两 端 扣 的 连 线 互相 答 直 ， 且 此 焦点 与 长 轴 上 较 近 的 端点 的 距离 
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为 V10 一 M5， 求 椭圆 方程 . 


[分 析 ] 根据 题 意 , 坐标 轴 即 为 此 椭圆 的 对 
称 加, 故 其 方程 为 标准 形式 . 于 是 只 需求 得 其 
半 长 轴 和 半 短 轴 的 长 , 即 可 得 解 ， 

[ 解 ] 设 楷 贺 方程 为 加 -十 - 鼻 - 二 1， 则 其 顶 
点 坐标 分 别 为 4'( 一 a, 0)、4(a, 0) 和 B'(0，-5)、B(0, 5b), 焦 点 也 的 坐 
标 为 (Va? 一 03, 0),'* BFLB'F, [BF|=|B'F|=a, ..a=V 20..…0. 

[FA|=a—- Vo -b= v0- M5.… 加 .由 Q@、 @ 解 得 . a=V10，, 


b 一 V 5， 故 所 求 酉 圆 方程 为 和 十 引 =1. 

591. 中 心 在 原点 ， 一 焦点 为 Pi(0，W50) 的 梢 圆 被 直线 
y 3 一 2 截 得 的 纶 的 中 点 横 华 标 为 二 , 求 此 邮 圆 的 方程 

[ 解 ] 设 所 求 的 椭 加 方程 为 -入 -十 - 短 =1.…, 则 a? 一 59 一 50.…@， 以 


yy 一 37 一 2 代入 @, 得 ca2x2 十 D2(3x 一 23 一 a202 一 0， 即 〈《a3? 十 952322 一 12027 
二 zc) 一 0， 因 为 4>0， 所 以 此 方程 有 两 个 实 根 ， 设 其 为 ww、zo， 则 


zi 十 号 = -二 957, 又 因 椭 加 被 直线 1 截 得 的 弦 的 中 点 模 坐 标 为 也 十 因 
到 ~30%…@@， 由 回 、 回 解 得 9 一 75, 如 一 25， 代 
入 O， 得 所 求 的 本 加 方程 为 各 十 如 一 1 


592， 求 中 心 在 原点 ,长 办 在 轴 上 ， 离 心率 为 5， 一 条 准 


线 是 $=3 本 入 各， 
[ 解 ] 设 精 贺 方 各 为 鸣 二 委 -1 ， 则 -OO， 到 -3…@， 


@x@, 得 a=V5. 代入 @)， 本 i 和 故 所 求 的 
精 园 方程 为 写 十 -区 - 一 | 


一 


J 
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593. 长 、 短 轴 分 别 在 2、g 轴 上 的 椭圆 ， 其 准 线 间 的 距离 等 于 
36, 椭圆 上 某 一 点 的 两 焦 半 径 长 分 别 等 于 9 和 15。 求 此 椭圆 的 
方程 . 

[ 解 ] 设 所 求 的 酉 加 方程 为 - 思 + -好 = 志 则 生 =36 -18…0. 2c- 
4 十 5 一 24. .. a=13 代入 @ 得 各 8 2 80, 故 


所 求 的 椭圆 方程 为 -二 妇 所 =1. 


594， 离 心率 ocos 于 的 椭圆 的 中 心 在 曲线 y 一 lg 2 上, 短 轴 


平行 于 儿 轴 ,其 长 为 2, 车 椭 辐 与 w 轴 相 切 , 求 其 方程 . 
[ 解 」 设 精 圆 的 中 心 为 (zo, yo), 则 yo=lg zo，* 椭圆 短 轴 平行 于 x 轴 ， 
(Z 一 20)7 (9 一 yo)” 
一 人 (a>1). 


r V3_ ce 3 0 
2 一 508 理 一 一 一 一 ， 于 = C7= a 
又 * 0 一 0 一 52 一 ]， o2 一 工 0 一 1 a2 一 4 
由 于 椭圆 号 zx 轴 相 切 ， 


ll=a=2,， 即 加 = 土 2, lgzo= 土 2. 
zo=100 或 Xo=0.01 
改 所 求 搬 圆 方程 为 
ON9 
(e—100)?+ -V1 或 (2 一 0.01)?4- 扩 21 


595， 已 知 椭圆 中 心 在 原点 ,焦点 在 模 轴 上 , 焦距 为 4V 83, 且 
和 直线 3o 十 2w 7y 一 16== 0 相 急 ， 求 椭圆 方程 ， 

[ 解 ] 设 权 贺 方程 为 入 +- 妇 一 1， 切 点 为 P(x yo)， 则 切线 为 加 …z 
+ 名 0 y= 1 EN ety- 16=0…@, 故 直线 @ 与 加 


re 


入 . Xo/a? yo/b? 1 .3s AT | 、 
ye ea 3 oT 167 ; BH zo= Ta Yo 3 b # 代 回 @)， 


得 9a? 十 280 一 256 一 0 四. 又 焦距 2c=4wW 3, c=2V3,，.，aq?-b?= 
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12.…@， 解 方程 @、@, 得 | 故 所 求 精 加 方程 为 竺 二 所 一 1 


596. 设 椭 圆 的 对 称 轴 为 坐标 轴 , 短 胃 的 一 个 端点 与 两 焦点 组 
成 一 正三 角形 , 焦点 到 椭圆 的 最 短 距 离 为 MV 3. 求 此 椭圆 方 
程 . 

[分 析 ] 短 轴 端 点 到 焦点 距离 是 半 长 灿 , 短 轴 
的 一 个 端点 与 两 焦点 组 成 正三 角形 , 这 就 给 出 了 
半 长 轴 a、 半 短 轴 5、 半 焦距 c 三 者 之 间 数 量 关 
系 ， 青 由 焦点 到 椭 贺 的 最 短 距离 a~c=V3, 解 
出 a、 5b、c 即 得 解 . z 

[ 解 ] 设 椭 敬 方程 为 和 十 如 = 则 其 焦点 为 R( 一 c, 0)、(e, 0)， 
其 中 c= WV 到 一 殉 ; 短 轴 的 一 端点 为 BC0, b), 长 轴 的 一 端点 为 4(o 0). 
.” 人 ABAiFs 是 正三 角形 ， :| 了 了 | 一 |8BHo|= 一 | 到 玉 31， ”1 下 | 十 
18Fs| 一 2 而 | 瑟瑟 | =2c，… =2c…@， 又 设 卫 为 棋 贺 上 任 一 点 , 则 
[IPFi|+|PFs|=24=(gto)+(a~0). [PFI<|FOI+|OP|<e+a, 
“. |PFs| 之 a 一 o, 故 焦点 到 椭 加 的 最 短 距离 为 4a-o, 即 a-c=V3.…@. 
由 四 .四 解 得 c=V 3，a=2V 3，.. ga? 一 12, ==a? 一 co2~=9， 故 当 椭 加 
的 长 轴 在 < 轴 上 时 ， 所 求 方程 为 -各 +- 妆 1; 当 椭 贺 的 长 轴 在 y 轴 上 
时 ， 其 方程 为 十 殷 = . 


597、 已 知 点 一 在 以 坐标 轴 为 对 称 轴 的 搬 圆 上 , 点 卫 的 两 焦 
半径 分 别 为 <5- 和 YS, 过 点 了 的 法 线 在 长 轴 上 的 交点 


为 Q( 瑟 , 0), 求 楷 圆 的 方程 


[分 析 ]」 条 件 中 涉及 椭 贺 上 一 点 的 两 焦 半 
径 和 法 线 , 故 可 考虑 利用 “过 椭圆 上 任 一 点 的 
法 线 平分 这 一 点 的 两 焦 半 径 的 夹 角 ”这 一 性 
质 . 
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[ 解 ] 设 椭圆 方程 为 一 ; 则 焦点 为 F1( 一 c, 0)、Fa(c 0), 其 
1 4V5 + 5 20 


中 c=a2 一 b2,..Q)， 且 ppl + |Prsl -2 
.4 一 V 5, 一 5.…@@, 又 因 PQ 是 过 点 司 的 法 线 , 故 PQ 平分 LPIPP， 


4V5 5 
IPm| IlQm| pm 3 可 上 
(Pha!l |®b| 2v5 .3 
3 9 


.0 一 卫 加，@、 回 代入， 得 ?=22， 故 所 求 的 椭圆 方程 为 
| 
5 20 


598. 求 椭 加 等-+ 妇 一 1 上 的 点 使 点 卫 与 椭圆 两 焦点 
连 线 互相 垂直 . 
[ 解 ] 精 贺 35 十 区- 一 1.… 吕 两 焦点 坐标 为 (4, 0), (一 4, 0), 设 点 PP 


坐标 为 《x, y)， 由 则 二 一 1 -@@， 由 直 、 回 解 得 . 


_ 5V7 5V7 _5V7 5V7 
| 人 | 一 
好 和 47 of 4” oY 47 Y 生 * 
故 点 卫 坐标 为 
(2 9) (= 9) (CE -2) (= -2) 
4 ”4 4 ”和 4 生 人 4 ” 4 4 ” 41/ 


599， 已 知 直线 上， 瑟 一 首 = 工 夹 在 坐标 轴 间 的 线段 为 梢 圆 的 


长 帮 , 且 此 椭圆 的 离心 率 为 0.8, 求 此 椭圆 的 方程 . 
[ 解 一 ] 设 椭圆 的 半 长 辅 为 w 半 焦 距 为 则 二 = 0.8. 又 直线 7 
与 两 坐标 轴 的 交点 为 4(6, 0) 和 五 (0，-- 8)， 
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24= |AB|=V6+(—8):=10, 
改 4 二 5, c=4. 椭圆 的 中 心 化 标 为 (3， 一 4). 如 7 jx 
一 焦点 三 的 坐标 为 (zi, 妇 )， 和 焦点 及 相应 的 4 
准 线 1 与 直线 了 的 交点 为 LI1(X2, y2)， ”直线 


! 的 斜率 一 全， "其 参数 方程 为 


国有 


4 Qt 为 参数 )、 故 


2 


4 


4 
Yi 二 4+ 名 co 一 一 三， | 


5 J te 


“， 准 线 及 的 方程 是 y~1= - 字 (s- 人) 即 35+ 刀 -人 =0， 于 是 要 
据 辆 锥 曲线 的 统一 定义 , 可 得 所 求 的 椭 四 方程 为 


D7 \2 4A\3 
也 ) + (y+ 二) 


27 
4 


一 
3z+ 甸 -过 5 
4 
5 
2 3 
好 6 全) + 二) | -16(az+ 和 多- 全) ， 


化 简 得 4381? 一 384zoy 十 369g2? -44227z 十 4104y 十 9216 一 0 
[ 解 二 ] 从 [ 解 一 ] 租 5c=5、2=3、c= 和 中 心 为 C(3，- 和 在 以 直线 

dr 一 3y 一 0 与 3¢+ 条 一 0 为 2、y 轴 的 坐标 系 20y 中, 梯 加 中心 坐标 为 

3x3+4(—4) _ -了 ， —4x3+3(—4) _ - 台 ， 椭 加 方程 为 


ft 37 十 4 
六 一 一 一 一 -一 二 
坐标 系 vOy 与 z0y 之 闻 的 变换 公式 为 4 代入 @, 得 所 求 
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的 棋 丙 方程 为 
2 
9( 3+ y+) +25( -一 二 二 一 325， 


印 431z° 一 384zy 十 3699%2 一 4 和 22z 十 41047 十 9216 一 0. 


0 = 一 5 二 一 二 
600. 已 知 直线 ? (为 参数 ), 和 椭圆 O， 
4/ 一 《7 村 
0 一 3 3 cosb 
{Van 6 @ 为 参数 )，(T) 求 精 圆 C 的 两 个 焦点 PP 和 


Za 的 坐标 ; (2) 求 以 了 Fi、 Fs 为 焦点 , 且 与 直线 1 有 公共 点 的 
椭圆 中 长 轴 最 短 的 椭圆 O' 的 方程 ， 以 及 此 时 点 了 HY 的 坐标 ，(3) 
求证 直线 1 与 椭圆 0 相 切 . 

[分 析 j 根据 椭圆 的 定义 , 只 要 在 直线 ! 上 
找 一 点 好 使 它 到 本 、F 的 距离 之 和 最 小 . 运 
用 平 商 几何 知识 , 先 作 Fi 关于? 的 对 称 点 W， 
连 NE 交 ?! 于 点 验 , 则 |FIM| 十 18s2M| 最 
小 ,此 时 ?为 Zi 有 所 的 外 角 平 分 线 , 再 根据 
椭圆 切线 的 性 质 定 理 即 可 得 证 ， 

[ 解 一 ] (1) 椭圆 C 的 半 长 轴 为 a=2V 3, 半 短 轴 为 5=V3, 故 c=3,， 
两 焦点 且 、Fy 的 坐标 分 别 为 Fi( 一 3, 0)、F2(3, 0)， 

(2) 设 Fi 关于 1 的 对 称 点 太 的 坐标 为 C24, 加 )， 则 FIN 的 中 点 坐标 为 


(一 , 伏 ) 它 满足 直线 1 的 方程 c+5=y-4. … 开办 一 一 9 
Blo~gn= -15%@®, ‘*.* FiN1i,, 二 江 一 一 六 即 2 二 信 一 一 3 


… 和 也， 解 方程 人 、 加 ， 得 点 太 的 坐标 为 (一 9、6)， 椭 圆 0' 的 长 轴 20' 一 
[FM|I+IFM|=|FN|=V (~9-3) :+62~6V5, ... . d=3V 5, 半 


短 轴 5' 一 V9 一 WH 一 V55 一 6 .. 椭 加 0' 的 方程 为 全 十 - 纪 1， 解 


直线 1 % 一 2+9 及 直线 FIN，y 一 -本 2% 十 广 的 联 立 方 和 即 得 点 M 的 
X= 二 一 5 


8I. 精 圆 的 方程 365 


(3) 因为 直线 i 是 椭圆 C 上 点 型 的 两 焦 半 径 夹 角 的 外 角 平 分 线 , 所 以 
i 是 椭圆 C 在 点 型 的 切线 、 
L 解 二 」 (4) 同 [ 解 一 J. 


(2) 设 所 求 精 圆 方程 为 一 了 二 人 杂 =1 其 中 驻 =0 一 9， 解 方程 组 


2 
四 代入 @, 得 + 人 二 1 即 (2c? 一 9)z2? 十 18a2z —ai(a?— 90)=0, 


于 是 , 得 到 椭圆 与 直线 ! 有 公共 点 的 充 要 条 件 为 : 
m2>9 a2>9 
| (18a?)?-+ 4a?(2a2— 9) (a?2— 90) > 0, - | as— 54a2+405>0 


人 >45, 当 长 轴 最 短 时 中 一, 此 时 4 一 一 5 从 而 y= 和 点 政和 
坐标 为 (一 5, 4)， 所 求 的 精 贺 方程 为 下 十 姑 1 
(3) 当 一 45 时 ,直线 ?与 杭 四 0 的 两 交点 重合 ,所 以 它们 相 切 、 


601 . 求 圆心 在 椭圆 3 和 ++ 如一 1 的 长 轴 上 ,有 和 椭 辐 及 椭 辐 


短 轴 相 切 的 圆 方程 . 


[分 析 1 两 昌 线 相 切 , 在 切 点 有 公共 的 切线 ， 故 枉 圆 在 切 点 处 的 法 线 过 
圆心 ， 由 此 可 求解 . 


[ 解 ] 所 求 贺 阅 心 在 酉 圆 - 纪 十 妇 - = 工 的 长 轴 (z 轴 ) 上 ， 且 与 短 灿 (Y 
的) 相 急 攻 可 人 其 方 各 为 只 十 办 一 2490 … 四， 设 此 加 和 精 加 相 急于 


P(5 cos 0, 3sin 9), 则 过 点 也 椭 轩 的 法 线 方程 为 -2 了 一 二 全 一 16， 即 
Sx sin 0 —3y cos0=16 sin 0 cos 0%， 又 点 忆 让 加 上 ，.“， (5 6c080)?+ 


(3 sin 0)?-2a(5 eos9)=0, 即 1660s20 一 10g cos 09 二 0..:@， 因 直线 @ 
过 圆心 (a, 0), 于 是 有 sin 6=0, 或 cos bg 一 -al 当 snb=0 了 有 时，co80= 
+ 了 代入 加 ,得 a= 土 5; 当 cos 0 一 64 时， 代入 @， 得 地 -9=0， 
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24 
.ax= 土 蓉 ， 故 所 求 的 圆 方程 为 好 十 好 二 5z=0 与 屯 十 护士 后 -4 一 0， 


$ 4， 直线 与 椭圆 的 位 置 关 系 


602. 设 (m,n) 为 椭圆 822 十 a23=a363 内 的 一 点 ,， 求 以 
Pm, %) 为 中 点 的 落 所 在 的 直线 方程 . 

[分 析 ] 求 以 PP 为 中 点 的 弦 所 在 的 直线 方程 只 需求 得 斜率 而 弦 的 斜 
率 太 和 中 点 坐标 都 与 端点 坐标 有 关 , 故 可 设 端 点 坐标 为 参数 , 由 于 端点 坐 
标 满足 椭圆 方程 ,得 两 端点 坐标 间 的 关系 , 从 而 求 出 即 得 解 . 

[ 解 ] 设 此 驼 的 两 端点 为 A(zi1, Y1)、 BlXa, y2)， 则 3 一 Z1 士 Te，27 = 


gi 十 bg 4、 吴 在 椭圆 上 ， “63x? 二 qzy? 一 a202, 5b2w: 十 a 二 u2b2， 相 
城 得 02(xi 一 23) 十 a2(y: 一 wy2) =0, 
尖 Do1 十 2)(21 一 2) 十 a2(1 二 oa)(1 一 co 一 0 


270D2(2Z1 一 73) 十 2720Q2 《yi 一 413 ) 一 0 

当 好 峙 , 纺 的 斜率 刀 一 提 二 妈 = - 他, 履 驴 所 在 直线 方程 为 yn 一 

0 (2 一 mp)， 即 DZ 十 425 一 7020 十 02020232 人 当 导 一 zs 时 ， 要 使 以 
了 (m7) 为 中 所 的 弦 存 在 ,必须 % 二 0， 这 时 , 弦 所 在 直线 方程 为 X=m， 此 
即 2 一 0 时 方程 Q 的 特例 , 故 所 求 直线 方程 为 mb2x 十 naq2y = 二 m20? 十 m2g2， 

[说 明 ] 本 题 仅 当 点 忆 在 椭圆 内 部 时 有 解 , 当 点 在 椭圆 上 时 , 即 为 过 此 
后 的 椰 圆 切 线 ， 本 题 也 可 设 斜率 为 参数 ， 写 出 所 求 直 线 方 程 , 与 椭圆 方 
程 联 立 确定 交点 坐标 , 再 利用 韦 达 定理 , 用 % 表示 中 点 坐标 , 消去 参数 , 即 
得 弦 所 在 直线 的 方程 . 


603. 点 P(2, 2) 是 椭圆 za 十 48 一 2 一 129 十 6=0 一 纺 的 中 
点 , 求 此 蓄 所 在 的 直线 方程 


[ 解 」 汉 所 求 直 线 方 程 为 y 一 2=k(z 一 2), 代入 桶 图 方程 x? 寺 4y? 一 2x 
-12y+6=0， 消 去 包 得 (1+442)x? 一 (16 妇 一 4 十 2)z 二 0161 一 8- 2) 


一 0， 设 方程 两 根 为 mi、zo 则 呈 寺 空 = 当 由 事 达 定理 又 有 


mp 
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1617 — 4 二 2 


1 + 4 


TX1iT ToC= 


解 得 X= 一 三 ， 故 所 求 直 线 方程 为 y 一 2 二 -元 (z 一 2), 即 +2y 一 6=0. 


604. 过 椰 回 2 十 2y9 一 2 的 焦点 引 一 条 倾角 为 45° 的 直线 , 求 
以 此 直线 与 椭圆 的 两 个 交点 及 椭圆 中 心 为 顶点 的 三 角形 面积 . 

[ 解 ] 已 知 椭 贺 方程 为 全 + 六 =1 ,a= 
V2,5=1, c=V 0-0 ~1. 过 Fi( ~—1,0), 
倾斜 角 为 45° 的 直线 BC' 的 方程 为 y=z 十 1 
把 它 与 酉 图 方程 联 立 , 求 得 交点 分 别 为 

BC0, D0( -$, -二 ) 

Saopc= 吾 汪 ' 与 = 王 ( 面 积 单位 )。 由 对 称 性 可 知 ，Snozo 一 忆 ( 面 积 音 
位 ). 

605. (1) 当 m 取 不 同 实数 值 时 , 试 证 方程 423 二 5y? 一 8mw 一 
20724 十 240 一 20=0 表示 不 同 的 椭圆 ，(2) 求 被 这 些 椭圆 截 得 


线段 长 都 等 于 V5 的 直线 方程 . 


[ 解 ] (1) 将 已 知 方程 配方 得 4(z 一 mr)? 二 5(g 一 2m)2 一 20， 
(人 一 入) (y ~ 2m)? 加 
即 +” 


对 于 任 一 mw 它 表示 中 心 在 (m，2m) 的 精 加 
(2》 因 梯 加 中心 轨 迹 的 参数 方程 为 | ，_ an (m 为 参数 )， 消 去 几 即 站 


线 Yy=22。 故 与 Y= 322 平行 的 直线 在 这 些 梯 圆 上 截 出 相等 的 线段 设 所 


z y=27+0 
求 的 直线 为 g=2z 二 5 从 中 心 在 原点 的 椭圆 考虑 ， | m2 信 ] 消去 
一 


得 34z2? 二 208z 十 号 ?一 20 一 0， 设 方程 的 两 根 为 mi、zo 则 
503 一 20 
d4 “ 


D 
Xl 十 Xo 二 一 6°’ LT1"* Wo = 
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于 是 ， 
2 4 加 2 
(xzo ~ X11) = (rita)? dvirs—(— Bo) -oe 一 人， 


、__ 2 
(ya— ?=[ 2+D) — C201+b) J = 4 — 41)? = 


由 已 知 VCw 一 017 十 Wa 一 D3 一 忆 V5, 得 


(各)-($v)， 
解 得 5 二 土 23， 阁 所 求 直线 方程 为 y=2% 土 2. 


606， 椭 加 全 十 和 -1 和 直线 4z 十 By = 工交 于 王 @ 两 点 


\40 二 一 [>>0， 求 过 原点 O 的 两 直线 OP、OQ 互相 垂直 
的 条 件 . 

[ 解 一 ] 设 点 PP、 @ 的 坐标 分 别 为 (wi, Y1)、 (Ta, ya), 则 OP 的 方程 为 
Yi7 一 XY 二 0; 08@ 的 方程 为 VX 一 000 一 0 .… OP、O9 互相 垂直 的 条 件 是 
gp 十 zaza 一 0…@。 当 4=0 时 ，9% 一 却 。 代入 精 贺 方程 ， 得 bzB2z2 二 
a BB) 0, mo 一 全 全 二 2 而 轨 = 力 = 二 .代入 GD, 得 

a (1 — b2B?) + 62 
02B: z 

当 4 交 0 时 , 由 直线 方程 得 2 一 一 一, 代入 椭 团 方程, 得 
(62B?+4+ a2A?)y? — 2b2By 十 D2( 工 一 a242) =0, 


_ 252B _ 5b2(1— 60242) . 
WY BT oA’ YY ppd 


-一 . 可 加 
而 tim ya) 2 1Y3 二 9 十 =， 


(CAB yy — By + ya) +1 
A? 


=0， 即 a?45? 二 a2b?B?...@@) 


Yi1Yy3 + XIX = 
_ 0°(A2+ BY — oA) -2b B? bP + ?A 
42(0b2P3 十 C242》 
加 ca 十 bp? _ oA+B) 
b*2B:* 十 QA4 
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ob 一 64 十 BB )…@@， 当 4=0 时 ,@ 式 即 为 @ 式 , 芍 所 求 的 条 
件 为 02 十 D2 一 Q202(42 十 万 2)， 

[ 解 二 ] 根据 提要 〈3.130)， 求 出 过 原点 O 以 及 直线 4Z+By= 和 椭 
圆 的 交点 了、8 的 两 直线 方程 为 832? 十 a?y’ 一 a?02(Az 十 By)”…(D.。 化 简 ， 
得 Ba2?42? 一 1T)z2? 十 20235024PBzy 十 02(032 一 1 一 0 因为 两 直线 OP、09 
互相 垂直 , 故 b2(a242 一 1 二 a3(D2B3 一 1) 一 0, 即 q2 十 22 一 0203(42 十 B2)， 


2 久 后 | 的 一 2 
607 . 椭圆 了 十 -9 一 上 不 同 的 三 点 4A (wi,， y)、 B(4, =)、 


O (es, yo) 与 焦点 卫 (4, 0) 的 距离 成 等 差 数 列 ，(1) 求证 四 十 ms 
8，(2) 车 线段 40 的 垂直 平分 线 与 w 灿 的 交点 为 罗 ， 求 直线 
BT 的 斜率 思 

[分 析 ] 利用 圆锥 曲线 的 统一 定义 , 将 三 圆 上 的 点 到 一 焦点 的 距离 用 这 
个 点 的 横 坐 标 来 表示 。 从 而 根据 4、B、C 三 点 到 焦点 了 的 距离 成 等 差 数 
列 , 推 得 结论 (DD). 

[ 解 ] (1 由 椭圆 方程 得 半 长 轴 4=5, 半 短 轴 5=3, 半 焦 距 c= 和 4 和 根 
据 贺 锥 曲线 的 统一 定义 ,得 


IAF| ce , C 4 
-2 本 [4 一 4 一 记 和 5 一 噩 绚 
eo 1 
同 理 , CFP] 一 5 一 vs。 *… 14P|+1CF| 一 21BF], 且 1BP| 一 和， 
4 4 1 
(5 一 于 吕 二 (5 一 二 四 = 局 。 即 2 十 Zo 一 8. 


(2) 因 线段 40 的 中 点 为 (4 所 坟 几 ) 所 以 它 的 垂直 平分 线 方程 为 
9 一 个 只 一 一 于 二 从 (4 一 4, 又 点 了 在 二 轴 上 , 故 设 其 坐标 为 (zu 0), 代 


入 上 式 ， 得 和 -4 了 如 =- 角 .…@。 但 4(zb g)、.B(zo oo) 都 在 稍 贺 上， 
d(T1 一 23) 


9 
f=), R= 5- 人 9). 
Yi— = 一 -二 (十 (x1 一 22)。 
以 此 代入 @, 并 利用 +ms=8 的 结论 ,得 
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2_0 
? 35 3 dr 4° 
二 
608. 设 直线 1 的 参数 方程 是 | (为 参数 ); 构图 也 
2 一 0 十 2 
w=1i+acoso . 
的 参数 方程 是 | (cz0, 为 参数 )、 系 数 a.5 应 
y=Ssing 


满足 什么 条 件 , 才能 使 对 于 任意 mw 值 , 直线 5 与 椭圆 总 有 公 
共 点 . 
[ 解 ] 由 直线 / 的 参数 方程 消去 参数 得 y=mz 十 5…D。 由 椭圆 万 
的 参数 方程 消去 参数 0, 得 -人 -十 久 一 四， 四 代 入 加 , 并 整理 得 
(lL+am w+2mo— Trt ob? a 1=0, 
其 判别 式 
4A=4(a:mb —1)?—4(1+a’m?) (qb — qa?+1) 
=4a:[ (a —1)m—2bm+ (4-05)]. 


者 对 任意 % 值 , 直线 ; 与 椭圆 总 有 公共 点 , 则 当 mw 为 任意 值 时 ,不等式 
《0 一 1) 一 2211 十 [一 0220 恒 成 立 ， , 当 @2-1>0 时 , 02 一 (qa?2--1)，: 


la|>1 
(1 —b)<0, 即 VE-1'". 或 当中 一 41=0 时 ， b=0...(4. 
Ib]<a 
[a 
|al>1 la|=1 
当 系 数 4、b 满 趾 条件 | Vz- 了 或 | ，_。 时 ,直线 1 与 精 加 
~ lal | 
总 有 公共 所 . 


609. 已 知 补 阅 02o2 二 cs = cc203 的 一 条 切线 在 两 坐标 轴 之 间 
的 线段 被 切 点 平分 。 求 切 点 的 坐标 . 

[ 解 ] 设 切 点 卫 的 坐标 为 (wi 加 )， 则 过 点 三 的 切线 方程 为 b2ziz 十 
ayiy 一 420 人 .四 式 中 分 别 令 3=0、%=0, 得 切线 与 y 输 、z 轴 交 点 的 坐 


标 为 (0， 世 ) 怒 玫 ，0) 因为 点 也是 线 民 B9 中 点 ,所 以 一 = 壮 -， 
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-三 91 一 + . ， 切 总 乙 的 坐标 为 : 


Dr 解 得 妇 一 士 一 -一 
a 0 a b 0 b .4 2. 
四 和 大- 训 ( 充 如 ( 雄 -加 
610. 求 吉 线 zcos oy sin w=2 与 椭圆 邱 十 - 驰 一 荆 相 切 的 
[ 解 ] 设 切 点 为 〈zo Yo) 则 切线 方程 为 bxox ayoy 二 40*。 若 直 线 
2Z eos q+y sina==wp 也 为 切线 , 则 两 线 重合 . 


_ Qa?cosa _ b?sina 
力 2 人 vs 
又 切 点 在 椭圆 上 , 故 所 求 的 条 件 为 
4p2 4 2p4d on 
Lo CS 0 | ob Smo pa, 


bb 
BN] a? cos* a + b? sin’ a =?. 

611 .已 知 点 了 (a,B) 为 椭圆 4? 十 人 六 = 和 外 部 的 一 点 . (4) 
求 过 点 二 且 和 斜率 为 m 的 直线 与 此 椭圆 相 切 的 条 件 ; (2) 求 椭 贺 
的 互相 垂直 的 两 切线 的 交点 轨迹 方程 . 

[ 解 】 (1) 过 点 王 且 竺 率 为 的 直线 方程 为 y==%r(w -aoa) 十 B， 代 入 椭 
圆 方程 ， 得 (m2? 十 人 2 一 2m(am 一 B)z 二 (ma 一 6)3-4 一 0， 故 此 直线 与 机 
圆 相 切 的 条 件 是 《aa 一 B)20 一 (02 二 4)[Gaax 一 B)3? 一 4 和]=0 即 (ma 一 8)? 
一 ?十 4 人 GD 

(2) 化 名 式 为 天 于 mw 的 方程 ，( 一 a?)m? 寺 24Bm 一 BL 十 4=0， 当 a 到 
土 1 果 方程 有 两 解 , 即 过 点 书 可 作 两 条 切线 ， 欲 使 两 切线 互相 垂直 , 须 且 
只 须 邯 -8 二 一], 有 即 o?-B?= =5. Dl vw、 y 代 换 必 8, 得 到 十 办 =5， 当 wa=- 
士 ] 时 方程 只 有 一 解 即 有 斜率 的 切线 只 有 一 条 ; 勇 一 条 切线 垂 卫 于 2zZ 
输 ， 故此 时 过 ( 士 1 2)、《( 土 L， 一 2) 四 点 才能 引 互相 垂 直 的 两 切线 ， 而 此 
四 点 的 坐标 亦 满 足 方 程 巡 十 多 一 5， 故 所 求 的 轨迹 方程 为 到 十 好 一 5 


612. 求 椭 圆 和 十 扩 - 一 1 上 过 离心 角 为 wk._ps(0 和 pi<ps<< 
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2z) 的 点 的 两 条 切线 的 交点 坐标 ， 


[ 解 ] 过 离心 角 为 p1、 93 的 点 的 两 条 切线 方程 为 
| bx cos pi1+ ay Sn 0D1 一 GDb 


DY COS pa tay Sin 人 六 1 =ab, 


解 此 方程 组 : 
beosp! 4Sn ol . 
D= =ab sin(g2 — 91), 

beosga CSn gy 
ap «a Sin 

D,= | ?1 一 020(Sin ps 一 Sin 91), 
ab a Sin p» 
b eos ab 

D, = 人 = ab’(c0s gp1 一 cos 92) 
boeosga ab 


(i) 车 ga 一 91=w, 则 D0， 即 两 切线 平行 ,无 交点 ; 
(11) 若 82 一 1 计 W， 则 DQ@=A0, 
_ ab(sin gs — sin 1) 
fae sn (Oo — 1) 
2 _ 
sin 二 二,so 25 色 
故 切 线 的 交点 坐标 为 


?2 十 91_ ,oo PPI poin PtP. 2 
(a COS 5 S6C 本 一， bain 可 ec 5 , 


92 十 91 ?3 — PD1 
4 cos -5 S00 一 一， 


613， 求 过 梢 圆 写 - 十 - 伯 - 工 上 一 点 (ceos g, 5 sin g) 的 法 线 
方程 


[ 解 ] 椭圆 在 点 (z cos gp, bsin 9) 处 的 切线 方程 为 SP YE 


一 上 上 即 pz cos gq 十 ay Sin V 一 4。 因 法 线 与 切线 互相 垂直 , 故 可 设法 线 方程 
为 ax sin g 一 by cos 9 一 入， 法 线 过 点 (a caos p, b sinp)，… a?sing coSp 
-038in g cos 9 一 和 ， 故 所 求法 线 方程 为 


ax Sn 9 — by co08 p= (a — b2)sin p cos 0， 


若 pt EJ), 可 化 为 ~- 开 _ 29 一 02 一 术 


Cos Sing 


614. 已 知 椭圆 22z? 二 asy2= 5c203 上 一 点 也 在 wz 轴 上 的 射影 


人 


FP [ We Fi 一 
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为 @， 点 卫 的 法 线 与 % 轴 交点 为 及. 求 
OR 与 RQ 之 比 . 

[ 解 ] 设 椭 加 上 一 点 卫 的 坐标 为 (%1, Y1)， 
过 P 的 法 线 方程 为 yr 一 0 TY 二 《07 一 07)， 
zl， 令 y=0, 得 人 一 全 一 z0 区 点 五 的 此 


2 


标 为 ( 二 二 所 zi 0)， 点 纺 的 坐标 为 (zi 0)， 


_p? 2 
OR~ £3 t1 RA- Sh 
OR a-b? oc? 
天上， Bo 


615. 设 忆 为 过 椭圆 一 个 焦点 垂直 于 2” 轴 的 弱 的 一 个 端点 ， 
若 点 卫 的 法 线 恰好 过 短 轴 一 个 端点 ， 求 椭圆 的 离心 率 . 

[分 析 ] “. 。= 三 ，.， 可 利用 点 卫 的 法 线 过 短 灿 端点 ,建立 关于 a、 
c 的 方程 , 从 而 求 得 离心 率 . 


z~。。 此 直线 与 上 半 粮 贺 交 点 为 P( c - 世 ) 过 三 的 法 线 方程 为 9 一- 世 
一 各 (sc)， “法 线 过 短 籼 的 端点 (0，- 芒 ，… 一 -二 一 全 (一 


即 5 一 0 一 BD ， 又 O20? 一 了 2， 歼 4V 0 一 co 一 c?， 两 边 平方 , 得 0 一 02c2 
(+() -1-0. 和 之, 和 


[TF 
故 所 求 构 贺 的 离心 率 为 e 一 人 = 立民 


616、 求 直线 Ze 二 mo 二 ma=0 是 椭 图 和 + 入 -1 的 法 线 的 


条 件 . 
[ 解 ] 设 (4 cos 9, bsin 0) 为 椭圆 纯 十 - 切 = 工 上 任意 一 点 , 则 过 此 点 
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的 法 线 方程 (参见 第 613 题 ) 为 ax sin 0 一 bycos 0 (a 一 b2)sin0cos0=0, 
它 和 方程 并 十 my 十 % 二 0 表示 同一 直线 , 故 可 得 : 

& Sin 0=NM..(D, ~—b cos0=im:®@, — (a —b?)sin 0 eos =n...@, 
其 中 入 和 0。 如 XO? 二 a? x 加, 得 和 (022 十 2m?) 二 a2p?， 显 然 , 1、% 不 全 
为 零 ， .. A @®. QDX 回 ,得 一 ab sin 9 cos 0 = 和 21m， 盈 
Sin 0 cos 0 = 一 全 代入 图 , 得 < -Am Mm. :)，'.” 入 关 0，.“， 当 
址 各 为 雪 时 , 必 有 #0 着 Wm 六 0, 则 0, 化 加 式 为 pt 
.图 代入 @@, 得 《一个 + 上 …@. 下 所 家 条 件 为 ， 当 


或 wj 为 等 时 , mn 一 0， 当 到 OR, 4、D、/、W、2 的 天 系 如 他 式 。 


617.， 自 Po (wo, yo) 作 椭圆 所 十 嫩 一 工 的 两 切线 ， 切 点 分 别 


为 Pi、 了 Ps, 试 求 直线 PiP， 方程 


[ 解 ] 设 切 点 Di、 fs 的 坐标 为 Pi(w1, Y1)、 Pa(za, J 则 椭 团 过 点 i、\ 
上 3 的 切线 分 别 为 


-+ =1...(D, -证 好 一 1 ,， @. 


O14 
两 切线 均 过 Po(zxo,，y0)， 
3 0 4 YYo 1.. .@)， 2 2220 1. YYo 和 =1..….@. 


b: 
由 人 @、@ 可 知 ，P1、 Ps 在 直线 -人 + = = 工 上 , 所 以 直线 PiP; 的 方程 为 
莹 + 敬 二 


[说 明 ] “线段 PP 称 为 酉 圆 的 切 点 纺 

618.， 过 定点 Po《wo, yo) 的 动 直线 与 椭圆 邱 十 恤 1 区 于 
两 点 了 i、 了 3, 求 过 Pi、 Ps 的 切线 交点 的 轨迹 . 

[ 解 ] 设 P(e 为 轨迹 上 的 任 一 点 , 则 直线 PiPy 的 方 和 为 


写 + 剖 = + “PPIL3 过 PoGzo yo)，.… - 奈 各 -~ ， 
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以 (z; 妇 代 (a, 6), 则 得 轨迹 上 的 点 的 坐标 所 满足 的 方程 一 - 十 -如 六 一 
即 轨 迹 在 直线 一 于 十 次 闪 = 工 上 . 

很 明显 ,一 5 十- 区 光一 上 是 点 PoCxo, go) 关于 椭圆 要 + 和 = = 工 的 切 点 
汉 所 在 的 直 认 方程 它 在 椭圆 内 部 的 线段 ( 即 切 点 纺 )》 不 可 能 是 两 切线 
点 的 轨迹 ， 设 P(x', 9 ) 为 直线 一 打 十 浆 半 = 上 上 在 椭圆 外 的 任 一 点 , 则 
2 1D 点 Pz， yy 关于 精 加 的 切 点 续 方 程 为 2 了 十- 基 
一 1… 国 ， 故 Po(zo, 加 ) 满 足 四 , 即 切 点 蓄 国 过 Po(zo yo)，.… ,pr y) 
为 轨迹 上 的 点 . 


[说 明 ] 此 轨迹 称 为 Po(zo，%) 关 于 椭圆 和 + 修一 二 1 的 极 线 , Po 称 为 


此 极 线 的 极 ， 当 Po 在 椭 贺 外 部 时 ，Po 的 极 线 与 Po 的 切 点 纺 所 在 直线 重 
合 ; 当 Po 在 椭 贺 上 上，Po 的 极 线 与 过 Po 的 切线 重合 ; 当 Po 在 椭 加 内 部 时 ， 
Pu 的 极 线 在 精 圆 外 , 但 Po 不 与 椭圆 中 心 重合 . 


619. 求 过 梢 圆 2 十 a3y? 一 303 的 芒 Jw 十 My 十 2 一 0(2 关 0) 
的 两 器 成 的 切线 交点 坐标 ， 

[分 析 .」 没 椭圆 在 弦 的 两 端点 切线 的 交点 为 P, 则 下 十 my 十 2 一 0 是 点 
忆 关 于 椭圆 的 极 线 方程 .利用 上 题 结 论 即 可 求 点 己 的 坐标 . 


[ 解 」 届 两 切线 交点 书 的 坐标 为 xi, 妇 ), 则 点 卫 关 于 桶 圆 鸠 极 线 方程 
为 br1z 十 ayy 一 4623， 因为 极 线 方程 即 和 十 mV 十 0 一 0, 故 P2751 = 和 a2y1 


一 Am, qb0* 一 一 Ah(A 守 0, 且 %w 天 0)。 解 得 zi = 所 以 交 
_ ya” mb? 
点 卫 的 坐标 是 (一 必 -, 一 作 和 ) 


从 


620. 如果 Po (wo， 四 在 定 直线 Av+ Byt+C=0(O¥0) 上 运 
动 ,求证 Po 关于 椭圆 一 也 十 对 =1 的 极 线 过 一 定点 . 


[分 析 ] Pozo, bo) 在 定 直线 A 十 By 十 C=0 上 运动 ， 因 而 堂 标 zo、wo 
之 间 存 在 函数 关系 。 选取 其 中 一 个 zo( 或 加 ) 作 为 参数 ， 于 是 Polzo，y0) 
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关于 椭 轴 的 级 线 方程 一 天 十 -% 沪 = 工 可 化 为 只 含 一 个 参数 的 直线 系 方程 ， 
从 而 得 证 

[证 】 “ ”Po(zo， yp) 在 定 直 线 4z 十 BTO=0 上 运动 ，.… 4zo 十 Bon 
+C 一 0， 又 42 十 59 关 0 如 万 0 则 gp= 一 二 (dro+0); 如 44 半 0 则 罗 
= -于 (By 十 0), 代入 极 线 方程 -8 十 区 9 ~ 了 即 得 


误 - 玄 )= Cy (- 弃 冀 )- Cz 
zo | 训 Bo Bit! 或 yo A or/ A 二 
故 极 线 必 过 
zr .4 _ _ Br Y 、 
-7 A Bp2 A tor™0 
的 和 区 点 (- 3 - 亏 -) 号 
Bb? Aa* 
_B 3 人 9 
的 交点 (一 如- -全 ) 而 点 (- 双开-) 为 定点 


[说 明 ] ss 全 - 屯 ) 即 4z+B+C=0 关 于 梢 加 的 极 


621. 求 椭圆 - 手 - 十 - 生 ~1 的 斜率 为 mn 的 平行 避 的 中 点 罗 
速 . 

[分 析 ] 因 轨 迹 上 的 点 所 在 弦 的 斜率 均 为 mx, 故 可 用 动 弦 的 参数 方 
程 代 入 椭圆 方 程 ,利用 轨迹 上 的 点 是 弦 的 中 点 ,， 求 出 点 卫 坐标 所 满足 的 方 
程 . 

[ 解 ] 设 梢 四 所 + 如 V1 的 斜率 为 m 的 弦 的 中 点 坐标 为 PCzo, yo)， 

0 

其 倾角 为 9, 则 此 咏 的 参数 方程 为 1 “，， ci 9 《为 参数 )， 代 入 精 加 
方程 并 化 简 得 (b?cos?9+a?sin?0)t2 十 2(b2co0 cos0 -+ a2yo sin 0)t+ 6.2 十 
4 加 一 0 六 一 0、 当 (zu go) 在 椭圆 内 部 时 ,50223 填 a2y3 一 a2b?<0, 故 4>0， 
方程 有 两 侨 根 页. 加 。 因为 (zo， Yo) 为 弦 的 中 点 ,所 以 妇 十 级 =0， 即 2“zocosb 
+a tsno=0 以 zx、y 代 换 z、yo 并 两 边 除 以 cos 得 52z 十 oz te 9.4 
一 0 ”好 一 这 4， .… 所 求 的 轨迹 方程 为 82 十 a2my==0。 其 轨迹 为 直线 
bz 十 wmy 一 0 在 椭圆 内 的 一 段 ， 
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[说 明 ] 椭圆 的 平行 弦 的 中 点 轨迹 称 为 此 椭 贺 的 直径 , 即 过 椭 加 中 心 的 
弦 ， 
622， 求 精 圆 - 气 - 十 千 -= 工 的 平行 于 直线 1 jz 二 oamg 一 0 的 


弦 的 中 扩 轨 迹 . 

[ 解 ] 设 直线 1 bw+army 一 0 的 斜率 为 为 则 % 二 ~ 性-， 据 上 题 结 
论 ， 斜 率 为 的 平行 弦 中 点 的 轨迹 为 pz 十 q21y 一 0 以 大 的 值 代入, 得 

pb2z 十 oz 3 jy=0, 好 y=mz. 

[说 明 ] ” 按 椭 加 直径 的 定义 , 直线 ymz 在 精 园 内 那 一 条 线段 也 是 此 
禄 加 的 直径 。 这 条 直径 和 直线 bw 十 a2my 一 0 在 酉 贺 内 的 那 条 直径 互 为 共 
和 直 径 ， 

委 3 
623. 已 知 椭圆 十- 一 1 的 一 直径 的 端点 为 M(acosyg， 
6 sin pg)、 以 (一 a eos pg， 一 6 sin p)， 求 共犯 直径 的 端点 坐标 . 


[分 析 ] 直径 凤 妈 为 已 知 ， 其 共 力 直径 方程 


可 求 , 表 解 方程 组 求 共 轿 直径 和 椭圆 的 交点 ， 


[ 解 ] 下 径 隆 如 ' 的 方程 是 y=2 tg yp, 它 的 p 
共 斩 直径 NN' 方程 是 y= - -22 cotgp。 代 入 栅 一 
a Seca 


2 号 2 2 9 
圆 方程 得 -和 填 - 革 C-?9 一 ]， 即 号 630-9 1 
i 全 
,. 4 一 十 49Dn 2，% 一 于 Docos 0 


所 以 共 斩 直 径 和 酉 网 交点 入、N' 的 坐标 为 
《98Sinp， 一 bcosp) 和 (—asinw, b oosw), 


[说 明 ] 《1》 解 题 过 程 中 为 使 她 gp 与 cle 9 均 有 意义 ,假定 9 中 5 
Cn EJ), 如 p=0 或 9 一 m, 则 直径 与 长 二 重合 , 其 共 办 直径 与 短 轴 重合 ; 端 
点 坐标 为 (0 5) 和 (0，-b)， 如 p 一 所 或 9 一- 辽 , 则 直径 与 短 轴 重合 ,其 


共 示 直径 与 长 轴 重 合 ; 端点 坐标 为 (一 ww 0) 和 (a, 0)。 这 两 种 情况 , 均 可 
包含 在 前 面 的 结论 之 中 , 故 结论 对 p 的 一 切 值 成 立 , 
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4a) 从 本 题 结 果 可 知 权 圆 互 为 共 斩 直 径 的 两 端点 的 离心 角 之 善 为 90". 
如 果 一 直径 的 端点 坐标 为 《zt1, )、〈 一 小 ， 一 纪 )， 则 其 共 斩 直 径 的 端点 笃 
标 为 . (- 和 wm 二 za 小、 (Fy ~- 二) 


3. 图 象 与 区 域 


624， 作 方程 ，(1) y= 对 V9 一 可，(2) w= -VI 的 图 
象 . 
[ 解 ] (1) y= VI, 即 全 十 妇 - -1 其 中 ze[-3， 3], y>0. 

故 图 象 为 椭 贺 的 上 半 部 分 (图 1， 
(2) z= -VI 即 节 + 和 全- 其 中 z<0, ye |- 二 ,二 | 


至 
改 图 象 为 椭 加 的 左 半 部 分 (图 2). 


图 1 图 2 


625， 作 方程 y=2 十 V 十 也 (4 一 2) 
的 图 象 . 


[ 解 ] .y=z+V(z+1)(4—%), 
,yy—x~ V+I A) >0, 
且 %E[ 一 1, 4], 令 
=%, y= V (z+1) (4—7x). 
方程 =z 为 过 原点 0 的 直线 ; 方程 
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VTDCGTz, 即 (z-3) + 好 =( 号 ) ， 且 如 之 0, 为 以 ( 卫 ,0) 
为 中 心 , 写 为 半径 的 上 半圆， 利用 y 一 +ys 可 作出 y=z 十 
VEETTJGG- 何 的 图 象 ， 它 是 在 直线 %g 一 5 上方 的 一 段 酉 园 弧 


Fr 本 3 _ 婴 
626， 作 方程 y- V5 一 W 一 -5-1 一 -和 的 图 象 


[ 解 】 '. 9 一 x* 守 0, 且 w= 直 0， y 
~ wc L—3, 0)U 《0， 53. | 
当 Z6E(0, 3] 时 ， 由 


yj/ 一 V9 一 o2 — V9-x? =0; 
当 7X EL 一 3, 0) 时 ， 
y™ V3- w+ V9—r =2V90—r>0, > 


即 全 + 斯 = 二 但 zE[-3, 0), ye [0, 6)， 此 图 象 为 < 轴 上 方 , y 轴 左 
方 的 一 外 椭圆 弧 和 zx 正 半 轴 上 的 一 条 线段 


627， 己 知 有 曲线 w? cos? 0 十 gf sin3 0 二 4. 

GD 当 9 在 (入 , 至 ) 内 变化 时 , 求 满足 me cosg 十 gsin20 一 4 
的 点 (zw, 幼 所 在 的 范围 ,并 用 图 象 表示 之 ; 

(2) 当 9 在 什么 范围 内 时 , 曲线 cos 0 十 多 sin 0=4 上 的 
所 有 点 都 位 于 不 等 式 妇 -+%s16 所 表示 的 图 形 之 中 ? (0<b< 


05) 


0 3 XX 


y 
[分 析 ] (1) x? cos?0+y?sin?9==4 可 变形 为 9 依 2 
bcos30 十 ( 代 一 cos20) 办 一 4， 则 根据 6 的 范围 确 Z| /2 
定 cos?0 的 范围 , 从 而 可 确定 (x, 9) 的 范围 和 KS 
(2) 畏 四 costa 0 4 的 两 轴 长 是 AN 5 
4 5A 2 
Ts 和 初 TD oT 所 以 椭 贺 位 于 加 2 十 信 == 一 4 
16 内 部 的 充 要 条 件 是 <8， 据 此 可 确定 0 的 范围 ， 


委 8 和 -一 一 一 一 


| jsin 0 和 
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[ 解 ] 将 椭圆 方程 z? cos? 0 十 y? sin?9=4 变形 为 
zcos*0+y (1—cos0)=4, 即 (zy?)eo0s0=4— 
当 一 久 即 1z|=|y| 时 ，| 纪 一 2 当 避 大 妨 即 1z| 丰 |y| 时 ， 


2p_ 4- . 20 3 
COS ew 6 站 <9< 亲 ， .0< cos20 一 4” 
vy? 
即 0< 亏 yi 
—y 和 


如果 lo Bi 2 >%2 可 得 4 一 >0, 且 16 一 4y?<3x? 一 3y? ” 即 
| -VY 
ly| 一 22， 是 一 一 6 了 7 >1 
3 
如 果 jz < jy， 即 空 < 内 可 得 4 一 yy?<0, 且 一 4y?+16>3z?--3y? 即 
|y| >2, 上 且 -和 + 扩 <1 


16 
可 
综 上 所 述 ,满足 2 cos? 0 十 y? sin20 一 4 的 点 (z， 作 应 是 ， 
[zl> Iy| zl< |yl 
{ ly} <=2 Iy|>2 
人 4 4 tf 
19| 16 +16>b |~ie-+ 和 <l. 
3 3 
将 三 组 解 用 图 象 表示 , 即 得 满足 条 件 的 点 的 变化 范围 , 如 图 中 阴影 部 分 所 
一 2 
示 ( 不 包括 精 加 边界 , 但 边界 上 有 四 点 (| 一 >) 适合 》 
(2) 椭圆 的 两 轴 长 是 一 一 -一 Te Tun of 椭圆 位 于 图 eh 


的 充 要 条 件 是 一 一 < <8, 目 Ta oT -一 <8， 即 |eos 91> 三 HB jsSin bg| > 
部 . 0O<O<r， .., 半 <0< 呈 和 生 <b<- 什 即 当 <<< 


和 -于 <b< -这 时 , 椭 贺 2 cos? 9 ++y? sin? 8 一 4 上 的 所 有 点 都 位 于 不 等 式 
xz? 二 os16 所 表示 的 图 形 之 中 . 


628.， 描 出 点 集 DD = {(%, 9Y) | 妇 + 什 <1 ， 且 一 2w<0} 的 
图 象 . 


$3. 图 象 与 区 域 381 


2 


[ 解 ] + 如 <1， 点 人 幼 在 精 


回 了 -+ 如- 一 1 的 内 部 (包括 边界 )。… 妨 ~24 
<0，… 点 (w, Y) 在 抛物 线 名 = 2z 的 内 部 ( 包 
括 边界 )。 .， 点 集 刀 为 上 述 两 点 集 的 交集 , 如 


图 中 阴影 部 分 所 示 ( 包 括 边界 )， 

629. 直线 g-mz 和 椭圆 - 写 十 和 -1 
(a>0, 5>0) 的 两 个 交点 是 已 .@，(D m 取 何 值 时 ， 线 段 PQ 
的 长 等 于 十 2 (2) 如 果 PQ 长 等 于 a5 时 , 求 使 m 存在 的 4、8 


取 值 范围 ,并 用 图 形 表示 出 来 . 
[ 解 ] 《了 DD 设 点 P、8 的 坐标 分 别 为 (zi，%)、 


《Za，Vy2)， 则 y=me, ya=mro,. LY=mzr 代入 -_ 
椭圆 方程 , 得 bzw? 十 a2m2w?=a25?， 即 
(2 十 00227202 一 4202 一 0. 


据 韦 达 定 理 ， 有 (zl 一 22) 一 dob 


2 十 CQ2o22 
| PQ]?= (x1 — 和 Qt 人 22)”， 


| 


(十 92) es = (g++b)?. 
化 向 得 m’[a(ab)? 一 40202] 一 40623652 一 D2(g 十 五 )2， 
印 mia?(a—b) (a+3b) =b?(a—b)(34+b). 


当 a=65 时 , m 为 任何 实数 , 均 有 |PQ| 4 如 当 a 大 5 时 , 则 
mm + Vat+3b) (Bato) | 


a(g+ 32) 
2 dob” _ 2p2 2 dg 
(2) 若 1P8|=ab, 则 由 GD) 得 C+m) 于 一 0905 即 (02 一 多 
4-0 故 4 一 b 一 2, 或 二 eb ->0， 即 
52<4 be 
| ] a>0, b>0, 
a?>4 <4 
pi 人 > 
da>2 0<a<=2 
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a, 5 的 取 值 范围 为 图 中 阴影 部 分 (不 包括 边界 ) 和 一 条 去 掉 端 点 的 射线 (图 
中 粗 线 ). 

630. 设 4(a, 0) (0<a<1) 为 直角 坐标 系 中 的 定点 , (1) 求 过 
点 卫 (cos 9, sin 0) (0<09<2n) 且 与 直线 4P 垂直 的 直线 1 的 方 
程 ，(2) 点 了 移动 时 , 求 直线 7 通过 的 点 的 范围 ， 

[ 解 ] (1) 若 9 不 等 于 0、m、3m 也 不 等 于 


2 
arc Cosa ‘Sarc cosg, 则 直线 4 已 有 不 为 零 的 斜 0 
Sin 0 — cos A 
sng A 


率 : -ED 二-， 从 而 直线 1 的 斜率 为 YS 
mn G 一 co 
4 一 Sin 0 一 (xX— cos0). 


化 简 得 Coos 0 ey sin 0=1— gcos0...0. 
容易 验证 ,方程 @ 也 包含 当 6 取 上 述 特 殊 值 时 的 情形 . 
(2) 设 Plw, 9) 是 直线 7 上 一 动 点 , 则 (eo89 一 a)z+ysin 9 一 1 一 acos0， 


把 它 变 形成 (T+a)cos 0 ty sin0=1+ar, 

2 + sing 了 十 ax 
于 是 (LZ+acosO+ysing _ TI+az _... 

从 AZ 十 四 ?十 的 V (Z 二 02 十 9 © 
仿 Tia 一 CO0S of 


， Y 
~ 一 lH 一 一 一 一 -一 
V (+o) 十 多 VC 二 2 


则 国 式 可 化 成 sn(a+b) re 


， 1 -+ ax 
S81D Xe <&]， = | 
平方 得 (上 + az)2 芭 《zx 十 ao 十 2， 即 工 十 2a7Z 十 q202<22 十 2az 十 02 十 2 


3 
X21 一 a2) 十 21 -aa ， 即 2 十 本 过 一 >1 


Tor 一 的 外 部 (包括 边界 


所 以 直线 1 通过 的 点 的 范围 为 图 中 椭 贺 62-4 
部 分 ). 

631，(1) 求 以 网 ?十 y=1 上 一 动 点 P(ecos a, sin a) 的 切线 
与 和 .4 轴 的 交点 4、B 为 两 个 顶点 ,原点 O 为 中 心 的 椭圆 方程 
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(2) 如 果 <E (0, 下 ), 求证 椭圆 经 过 四 个 定点 , 并 求 这 四 个 点 的 


坐标 ,以 及 这 些 梢 圆 上 的 点 所 存在 的 范围 D. 
[ 解 ] (人 圆 有 2 十 有 二 1 在 点 Plcosa, sin oa) y 
的 切线 方程 为 Zcosa+y sin a==1…@; 它 和 zy ，，， 01.1) 


i 


轴 交 于 感 全 sec % 0)、B\0 cse a)。 故 所 求 的 了 多 


椭圆 方程 为 0 6082 w ys gin? w 一 二 人) 2 J pe 
(2) 把 四 变形 为 2 
1 Gt 1) 
rcoss aty (1 —cos a) —1=0, GI 
即 (2 — ycos a+-y —1=0...@, 
x —y*=0 
所 以 横 贺 过。 1 -0 的 奖品 (1, 1)、 (—1, 1 )、 (—1, —1])、 (4, 一 二 ) 。 
y*—1 


当 人 一 一 0 时 ,有 2 = 人 =1 当 台 一 y? 半 0 时 ， 从 轩 得 oos: a= y? 


aE (0 吾 )，… 0<eos?a<1， 于 是 精 贺 @ 上 的 点 (2, 9) 应 满 中 


一 2 


4 一 和 <=...(), 

若 必 <y, 则 由 名 得 妨 >1, 且 22<1; 车 人 >y3, 则 由 外 得 <1, 且 
2Z2> 工 

因此 所 求 的 点 集 DD 是 上 述 四 个 定点 , 及 图 中 阴影 部 分 (不 包括 边界 )， 

632. 求 曲 线 系 巡 十 4 一 8 cos 9 一 16y sin 9 十 12=0 中 各 曲 
线 上 的 扣 所 在 的 区 域 , 并 使 区 域内 的 点 都 在 曲线 系 上 . 

[分 析 ] 先 考 察 对 于 任意 06 所 确定 的 曲 
线 上 任意 一 点 Pokzo，%) 的 存在 范围, 青 
对 于 上 述 艺 围 内 的 任意 点 Pi(za y1), 证 明 
它 必 在 曲线 系 的 某 一 曲线 x 十 4y? 一 8zcos 9 
一 6y sin 0;+12=0 上 . 

[证 」 车 Pokao, yo) 是 由 任 一 6。 所 确定 
的 曲线 上 的 一 点 ， 则 zo + ye — Bro cos Oo —16yo sin 00+ 12=0, (wo、 Yo 不 
全 为 0).。 .8《wo cos 6 十 2go sin go) = 到 十 4 十 132， 用 V 码 二 408 除 方程 
两 边 ,得 
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ro cos 0o 士 2yo sin Oo 旭 十 48 二 12 四 


V rit4dy: 8V ZI 十 4 

. 9 
令 sinp 一 一 , C008 9 = 
“ "VA Va 
则 Q 式 化 成 

sin(p 十 9 一 2 十 4 二 19， 0< 2 二 < 十 13 < 
(p+00)= dV/ Ey BV Ta 

即 (Veitdys) -8V vitdy +12<0. 
从 而 2<V ritdyi <6, .. 4<0+4y3<36, 

0 1 Yo ~ Xo 1 Yo. 
即 十 1 上 3 十- <1 


点 PolXo, Yo) 广 两 个 椭 贺 . 


vw TO 
A+y=l 和 有 + 一 1 
之 间 ( 包 括 边界 ) 的 环形 区 域内 . 


多， 若 任 一 点 (2Z1， Yy1) 人 则 必 有 


和 1 2 Zi 十 4 十 12 
-1 .Lo >>1 1 笃 <l Bp O00<— i <] 
所 以 存在 角 中 使 

zi 二 4yi 十 12 

8V wi+4dyt " 


S1n 0 一 


2 


因为 一 


Se 
Ay!1 , 
Ve dy: 


. 光 
令 8in 外 一 一 一 一 一 -一 ，008 0 = 
V wi + dys 


且 人 = 一 2， 则 


,  ， ， 201 
Sin w=Sin (0 十 9) 一 J sing tJ ey: cos 0O1, 
2y1 sin 0 十 Zi os 和 21 十 4y1 十 13 十 13 
VirYy 8VA+ta 
副 Zi 十 4 一 821 cos 01 ~ 一 村 6z; sin G1+12=0. 
所 以 区 域内 的 点 都 在 此 曲线 系 上 ， 
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633. 设 0 是 实 参数 ,求证 椭圆 O., 4z8 二 -8ocosg 一 4sinsb 
一 sin? 29 一 0 的 形状 .大 小 不 变 ; 且 如 果 9 天 - 达 , nEJ 时 ,原点 


在 椭圆 C 与 y 轴 的 两 个 交 扣 之 间 的 线段 上 . 


[证 ] 为 化 椭 贺 C 的 方程 为 标准 式 , 将 坐标 轴 平 移 到 新 原点 0'(zo, 0)， 
十 20 
则 {一 代入 梯 加 C 的 方程 ,得 
y=y TY 
4(x 2 (y' + yo) — Br’ 二 co)cos9 — 4(y + yo)sin0 — sin? 20 =0, 
0 dx? +y +8(r0—00s0)% +42 — 2sin? 0)y 
+4r0+yi— 3x0 cos 0 ~—4yo sin20—sin?20=0 
Xo==C080 jo v2 yy 
[asim0 则 4x?+y? 一 各 即 二 -+ 妇 -=1, 椭 贺 C 的 半 长 轴 4~2 
半 短 轴 0==1， 即 形状 、 大 小 个 变 。 椭圆 C 与 了 轴 两 交点 的 纵 坐 标 yi1、 vy 
是 方程 六 一 4y sin* 0 一 gin? 29==0 的 两 根 ，.'. 负 "3 二 一 Bin? 290， 当 月 仅 当 


0 + 时 , YJ1'Ya<0，."，ti、 4 异 号 , 故 原点 在 椭圆 C 与 y 轴 两 个 交点 之 


闻 的 线段 上 ， 

634. 已 知 圆心 坐标 为 (十 1)， 半径 为 1 的 圆 方程 是 f(z, 2) 
一 0. (1) 把 方程 fx， 人 久 ) =0 表示 为 两 条 二 次 曲线 (2) 把 坐 
标 轴 围 绕 原 点 转动 45”, 求 (1) 中 两 条 二 次 曲线 的 标准 方程 . 

[ 解 ] (DD) fr, 办 一 (CC 一] 十 (一 六 一 二 

CO y= 0 1) + 1) —1 
= (22—1)?+ (i+1) (yy -1-1) 
= (x2—1)2+—2y = (024y — 1)? -2c 
= (0+ Voy 1 VI ry -1), 

"f(z, 信 ) 一 0 表示 下 列 两 条 二 次 曲线 : 

妇 十 YM 2 0 十 扫 一 上 =0… 人 四 22 一 V 2+ ~1=0..®. 
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(2) 设 新 坐标 系 为 2Oy， 则 
T= 008 45° ~ y' sin 45° = 一 多 
/2 
一 Sin 45° +yy cos 45° = 2 +y 
7 Y V3 
代入 四 与 名, 化 向 得 : 


| 12 


一 一 二 
(V2-V3)? (V2-+-V2Y 


2 12 


EC T 
635， 试 求情 园 CO, 玫 一 十 -入 2 一 一 1 关于 点 (一 2, 1 


对 称 的 椭圆 0” 的 方程 . 

[ 解 ] 设 椭圆 C 上 任意 一 点 Pi(zi, gl) 与 
椭圆 C 上 的 点 PCz, y), 关于 点 B( 一 2, 了 
对 称 , 则 

Tt yiy 
= 2， =1. 


Xl1 一 一生 一 yi—2—y. 
(x1—1)° (yi—2) i Ge i Gt 2 
16 “1-5 1 16 t= 
部 t+) 1 


16 9 
[说 明 ] 求 与 已 知 曲 线 对称 的 曲线 方程 , 可 作 求 轨迹 问题 看 待 ， 已 知 曲 
线 了 (zw, 分 =0 上 的 点 Pi(ct 纪 )， 经 过 对 称 变换 后 变 为 未 知 曲线 上 的 对 
应 点 PCz, 四, zm1、 级 的 作用 与 参数 相同 。 利用 变换 条 件 ， 建立 ct、g1 与 
z+、y 之 间 的 两 个 方程 与 @@，'.”Pi 在 曲线 F(z, yy) =0 上 ，.*. F(z1,Y1) 
一 0.…@@、 从 方程 名、 @ 消 去 zt、 yw 即 得 所 求 曲 线 的 方程 . 


636， 求 椭圆 CO， -2 一 + 信和 一 一 1 关于 直线 人 oy 


十 3=0 对 称 的 椭圆 C 的 方程 . 
[ 解 ] 设 椭 加 0 上 任意 一 点 Pikz1, 妇 ) 与 椭圆 C 上 的 点 也 (x, y) 天 于 
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直线 1 对 称 , 则 
PTT TY 9 0... 
3 3 + Q), 
Yi YY A 昌 哩 时 
x 工 …(2)， 


解 方程 组 名 与 ,得 X=y 一 3, 机 一 xX 十 3. 
Ct a 4)2 _ 
9 


oy (y+2)> _ 
16 + gg ~ 


此 即 椭圆 C" 的 方程 。 


8$ 5. 最 大 值 . 最 小 值 


637 .在 椭圆 2 十 4 4m 上, 求 使 z=z? 一 取得 最 大 值 和 
最 小 值 的 点 卫 的 坐标 . 

[分 析 ] 椭圆 少 十 弛 ?4m 上 点 的 坐标 x 
y 间 存在 相依 关系 ,从 中 解 出 妨 代入 4 一 ?一 
y? 中 ， 可 使 5 成 为 单 变量 函数 . 在 求 该 函数 最 
大 (最 小 ) 值 时 应 注意 自 变量 的 允许 值 范围 

[ 解 一 ] 设 P(z, 办 为 椭圆 2+ 和 ? 一 4z 上 一 点 ， 则 妨 一 元 ( 纪 一 7)， 


了 


代入 4s 一 吉 一 坊 得 4 一 民 一 子 (45 一 27), 即 2 他 (z 一 吝 ) 一 于， Pa 切 


5 5 
是 椭圆 六 十 4 一 入 上 上 的 点 ， .4 一 = 这 0,0<z<4 
2 
“一 百 1 一 二 
夏 3 时 ,，“ 有 最 小 人 -= -0 时 , z 有 最 大 值 16， 即 椭圆 
[y=+s | / 
D 


22 十 4 一 4 上 使 z= 二 避 一 取得 最 大 值 的 点 为 P1(4, 0)， 取 得 最 小 值 的 
负 为 P( 呈 中) 或 P( 儿 -和 
5 5 站 
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_- .、 (TX—2)7 WH ~ 、 起 占 也 
[ 解 二 ] 将 已 知 权 贺 方程 化 为 -之 一 + 所 ~L 设 椭圆 上 动 点 


为 (2 十 2 co0s0, sin 0). 
32 — y= (2+2c05 0 —sin20 


2 
~5c0s?0+8c0s 0+3=5(cos 0+ -1 
\ 5/ 5 
cos = 一 < 为 ( 友 言 ) 或 (与 ， -3) 
当 cos9 一 一 入， 即 点 卫 坐 标 为 ( 守 , 访 ) 或 (语言) 时 ,sain 一 


-局 当 o0s9 一 1 即 点 卫 坐 标 为 (4, 0) 时 ,zmox 一 16， 


638， 椭 贺信- 十 y? 一 与 图 (2 一 ?十 妨 一 放 有 公共 点 ,， (DD 


求 半 和 名 7 的 最 小 值 与 最 大 值 ，(2) 证 明 7 取 最 小 值 或 最 大 值 时 ， 
两 条 曲线 在 公共 点 处 的 切线 重合 . 

[分 析 ] 两 曲线 有 公共 点 , 即 它 们 组 成 的 方程 
组 有 实 解 ， 而 所 给 的 两 个 二 元 二 次 方程 中 , 图 方 
程 (Z 一 1)? 十 急 =y2 包含 参数 ”于 是 可 通过 二 元 
二 次 方程 组 有 实 解 的 条 件 , 定 出 参数 * 的 变化 范 
围 , 从 而 求 出 7 的 最 小 (最 大 ) 值 . 


[ 解 ] 《1) 由 椭圆 方程 信 -+ 妨 =1 得 妨 一 1 一 -全 …@D. 代入 图 方程 , 则 


有 7 一 卫 ? 一 2c+2 一 卫 (z 一 各 ) + 号 …@, 由 椭 国 方程 可 知 -2<2<2 


4 2 _V5 »_» 4 4 
当 X 3 时 ， 7” 有 最 小 值 37 即 rmn = 3 4 2 <% 


4 4 10 人 3 4 人 2 
<2- 可 从 而 (s- 委 ) <(- 本) ， 故 全 (<- 末 ) 二 <9， 
当 由 一 一 2 时 ， 72 有 最 大 值 9， fmar 一 号. 

(2) 设 椭 贺 和 贺 的 公共 点 为 (zo, yo), 则 椭 加 在 这 点 的 切线 方程 是 -了 < 
+yoy 二 1.…@; 圆 在 这 点 的 切线 方程 是 (zo 一 世人 一 卫士 bog 一 和 … 国 ， 当 


y 取 最 小 值 和 时 ,由 因 可 知 和 = 二, 代入 四 得 加 一 土改 瑟 此 时 切线 @ 
与 @ 都 是 二 zy- 1， 同 理 可 证 ， 当 r 取 最 大 值 3 时 , 椭圆 与 圆 的 公 


本 


di 


| 四 
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共 点 耸 标 为 一 2,0), 切线 加 与 @ 分 别 为 - 避 z 1，~32~6, 也 重合 .下 
r 到 二 小 人 最 大 人 内 两 条 曲线 在 公共 点 处 的 切线 重合 . 
639. 求 椭圆 -加 -十 - 铬 - 工 前 切线 夹 在 梢 圆 对 称 轴 之 间 的 线 


段 |48| 长 的 最 小 值 ， 轨 及 这 到 最小 信 时 的 切 点 举 标 


[分 析 ] 线段 148B| 之 长 随 切 点 而 变化 , 故 可 取 切 点 的 高 心 角 9 为 参 
数 , 与 出 切线 方程 , 即 可 得 | 4B1? 的 函数 表达 式 ,进而 求 得 其 最 小 值 . 


[ 解 ] 设 切 点 为 Pla eosw bsing), 则 棋 贺 切线 方程 为 一 cos9 十 
方 sm9= 工 “切线 与 酉 圆 对 称 轴 的 交点 坐标 为 4Casecp, 0)、B 
《0,b csc p). .. [ABI?=~a’seoi p+ b?csc p=a?+ batg? 9+b? ctg’ p> 
a2 十 D3 十 2d0 = 《十 D) 4 二 2p 一 22ctg yg, BT te? p= cosp = 
+V— aip’ Sin 9 一 土 -2 一 -一 时 ，|4|ain 一 5 十 &， 有 包 感 铝 村 分 可 为 


(Viss.? ON 5 这 有 (< Naio > Vs). 
(-ovV52 - oz) G eV dFp’ ~DN zr5) 
640， 求 以 长 轴 为 一 底 的 椭圆 内 接 梯 形 的 最 大 面积 . 


[ 解 ] 设 楷 贺 方程 为 气 十 女 一 1， 内 接 梯 


形 另 一 诡 的 一 个 端点 卫 的 坐标 为 (a cos 9， 
b sin gp)(9 为 锐角 ), 则 其 面积 
SH=(acosgpta)b sing=ab( co8m)sing 


Pi PD 

一 40b c08 方 sin 广 
425 6 29 
-3 3 co8 万 8 可 


( 29 29) ,2 . 29 . 
COS 可 十 COS 襄 十 COS H+38sin 多 
V3 4d2 TT 
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二 4 xb 


4 3 
当 且 仪 当 cos? 人 一 3 sin? 忆 5 ， 邱 tg? 史 一 三 ， 亦 即 p=30? 时 , 椭 加 内 接 梯 形 


的 面积 最 大 , 其 最 大 信 为 334 3v3 3 
641， 在 精 国 72? 二 如 ?一 28 上 求 一 点 ,使 它 到 直线 1 830—2y 
一 16=0 的 距离 最 得 , 并 求 此 距离 ， 


[分 析 ] ” 椭 加 上 到 直线 ? 距离 最 短 的 点 , 是 
和 此 直线 平行 的 两 条 切线 中 的 一 条 的 切 点 . 
[ 解 ] 直线 2 3z 一 2y 一 16=0 的 斜率 1= 


如 . 斜率 为 妆 的 、 椭 加 ?6?+4y? 一 28 的 切线 
方程 是 y=~ 避 5 士 4 取 y 一 地 “一 和 从 方程 组 


y 
全 
站、 
~ 


| 解 但 即 为 切 点 坐标 。 故 椭圆 上 到 直线 距离 最 
722 十 402 一 28 


短 的 点 为 ( 误 ，- 工 ) 最 短 距离 


V13 WE 


6 和 2 椭圆 0 十 a3y?==a3b3 被 得 轴 分 成 两 个 半 椭 图 ， 求 这 个 
半 椭 赂 (包括 短 轴 ) 的 最 大 的 内 切 圆 半径 . 

[分 析 ] 由 于 半 椭 圆 关 于 长 轴 对 称 ， 阁 最 大 的 内 切 罗 应 号 半 椭 圆 被 长 轴 
所 分 的 两 部 分 都 相 切 , 且 和 短 轴 相 切 ， 

[ 解 」 设 所 求 半 椭 圆 的 最 大 内 切 圆 的 方程 为 (t 一 ?)?+ 纺 =73 即 男 = 
2r2 一作 ， 代 入 椭圆 方 程 , 得 2z2 二 az(2rz 一 22) 一 a2b? 一 0， 即 (23 一 a2y22 十 
2c yz 一 4 2 一 0 此 圆 是 半 椭 圆 的 内 切 阅 ，… 4=4aty? 寺 44g252(b? 一 02) 
一 0， 故 jp 已 一 De2?，，。，Y 一 ED 
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[说 阴 ] 由 于 半 椭 图 天 于 % 加 对称 , 因此 只 要 考虑 它 和 站 切 圆 在 第 一 象 
限 的 情形 。 而 在 第 一 象限 内 它们 只 能 有 一 个 公共 点 , 改 4=0. 


643. 在 稍 圆 -+=1 上 取 一 点 P(xwo, go) (zo 头 0, 加 头 0)， 


过 点 卫 作 桶 贺 的 切线 与 法 线 分 别 交 y 办 于 4、B， 求 14B| 的 最 
小 值 . 
[ 解 ] 椭 男 ty 二 1 在 点 也 (Yo, Yo) 的 切线 方程 是 一 Syoy= L, 


“点 4 的 华 标 为 0, 一》 而 过 点 的 法 线 方程 是 42 3 toyo, 


点 台 的 华 标 为 (0， -296)， 故 14B]?=( 二 -二 2yo ) 一 训 十 4 十 4> 
2 让 -4+4=8, 即 14B|>2V3， 当 训 一 好 即 加 =~ 士 罗 2 
时 ,148| 有 最 小 值 ， 其 最 小 值 为 3V 可. 

644， 椭 加 bw? 十 w2y? = 3 的 内 接 惩 形 的 一 边 平 行 行 于 长 轴 ， 
求 该 内 接 矩 形 的 最 大 面积 . 

[ 解 一 ] 设 和 矩形 的 顶点 为 4ACzs gy)、 BC 一 zy 9)、0( 一 wy - 弛 、 

D(z1, — 1), 其 面积 为 心 ， 则 
=|42Z|， 1 BO] =4|ziyi|. 
16 60, (2 ta ) | 


2 2 
=16rfyi= 16 2 < 


Db? oibs 


一 16 , ep ) 27 
Wr (ST) -4 
a2pb2 


* b2 0 一 4b 当 且 仅 当 bw? = 3 即 m+, Yi = 
V3 时 ，S2s 一 40202， 故 Snax 二 2400， 
天 二 设 和 矩形 4BCD 在 第 一 象限 的 顶点 4 的 坐标 为 (acosq, bsin p). 
矩形 面积 S=4a cos gp:b sin p=2ab sin 3p 所 2ab, .. Snax = 200. 
645， 设 42 为 过 椭圆 天 妇 十 妈 凡 一 下 妨 中心 的 芒 , 所 为 焦 
瓜 ， 求 人 F148B 的 最 大 面积 ， 
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[分 析 ] 如 图 入 F148B 的 面积 是 平行 四 边 
形 大 AF2B 面积 之 半 , 且 等 于 和 人 41iF3 的 面 
积 , 只 有 当 点 4 处 于 短 轴 端点 时 , 俯 4 可 Fs 才 
能 达到 最 大 值 , 从 而 得 解 . 

[ 解 ] 设 椭圆 的 另 一 焦点 为 因 0 为 
AB、FiFs 的 中 点 ， 故 四 边 形 本 472B 为 平行 
四 边 形 ，.…. 入 F148B 的 面积 二 人 4F1Es 的 面积 ， 设 点 和 切 坐标 为 (Xi 941); 


则 A471Fs 的 面积 = 却 | 开 Fs .| 纺 |， 由 5 二 as 一 2p2 得 


已 。 
yi— (0 一 0)， ». l= 二 V 丰 - 破 4 一 1. 


当 =0 时 ,| 如 | 取 到 最 大 值 5。 "， 418, 的 最 大 面积 为 凌 20b 一 
bc， 亦 即 人 F144B 的 最 大 面积 为 be. z 
646. 内 接 于 椭圆 4，vuaz? 十 加 一 0 的 矩形 中 ， 面 积 最 大 的 记 
做 B, 设 内 切 于 B 的 椭圆 为 0, 求 4、B、O 的 面积 比 ， 其 中 必 
为 不 等 于 工 的 正 数 ， 构 加 每 + 如 ~1 的 面积 S=n|pg|. 


[ 解 ] 由 椭圆 4: w?+- 妇 -一 1， 得 它 的 面积 S1~wl.4awna，… 4 的 
内 接 和 矩形 关于 坐标 轴 对 称 ， 设 其 在 第 一 象限 内 的 顶点 为 (zu g1)， 则 其 面 
积 S =21. 2y1 = dviyy, oarwit+y=a.,.. ©, Va < Less i 
由 @、 句 得 ariti 专 . 2 等 号 在 ao2z3 王 十 


a 
2° 
时 成 立 . 利用 0 i= 5- ‘ zi y= 2a: 


当 8 最 大 时 ,矩形 也 在 第 一 象限 的 顶点 为 (> 三 三 o) 它 的 面积 
8S:= 2a。 如 的 内 切 椭 圆 .C 的 方程 是 
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ry Co ee | fe re 
它 的 面积 六 ; 小 9 » a 9 


81: 52: a= ma:2g: ma = m0: 4 


| | 

647， 求 证 椭 阁 + =1 的 内 接 三 角形 的 面积 最 大 值 为 
av 3 六 

[分 析 ] 当 4=b 时 的 椭圆 是 贺 ， 半 径 为 a 的 
加 的 内 接 三 角形 面积 的 最 大 信 为 二 一 a?. 而 
本 圆 又 可 看 成 是 圆 在 某 一 方向 上 均匀 压缩 的 结 
果 ， 所 以 考察 椭圆 内 接 人 PiP2Ps 的 三 个 顶点 在 
大 辅助 贺 ?十 妨 =g? 上 相应 顶点 构成 的 人 Q1828s， 以 寻找 它们 之 间 的 关 

[证 ] 设 椭 贺 上 三 点 坐标 为 

Pila cos a, b sin a)、 Pola cos B, ban BY, Psla cosYy, b sin y)., 

在 椭圆 的 大 辅助 圆 z2? 十 欠 = a2 上 取 相 应 三 点 


Qi(a cos a, 4 Sin a)、 Waa cos B, a sin B)、 Qala eos y, a sin yy), 


acosa baina 1 
acosB bsinp 1. 
acosy bsiny 1 


则 APiPsPs 的 面积 Si= 志 的 绝对 值 ， 


acosa asing 1 


的 绝对 值 . 


acosB asin8 1 


人 和信 Qi0293 的 面积 ?一 5 


ucosy asiny 1 


Si= 卫 82 因此 只 要 为 最 大 81 也 为 最 大 ， 由 于 人 :19:0 是 加 内 


措 三 角形, 故 当 其 为 正三 角形 时 面积 最 大 , 最 大 面积 是 33 


APiPsPs 的 最 大 面积 = 了 .一 ab. 


648、 求 椭 回 -各 -十 - 和 -1 的 最 小 外 切 平行 四 边 形 的 面积 
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[分 析 ] 因 椭 圆 外 切 平行 四 边 形 对 边 的 切 
所 关于 原点 对 称 , 获取 相 邻 两 切 点 的 离心 角 
a、B 为 自 变量 , 利用 椭圆 切线 方程 , 即 可 求 出 
外 切 平行 四 边 形 的 顶点 的 坐标 , 从 而 得 此 四 边 
形 面 积 的 加 数 表 这 进而 学 刘 其 最 小 值 ， 

[ 解 ] 设 横 圆 一 + 妇 =1 的 外 切 平行 四 边 形 了 0 738 四边 的 切 点 坐标 


分 别 为 ，@(c cosa, b sin a)、R(acosB, bsin 8B)、 0'(—acosa, —balina), 
鼠 ( 一 4 cos B， 一 D Sin B)，TQ、TR、T'O'、TI'R' 的 方程 分 别 为 . 
Cos a+ sin a=1...0, 二 C08B+ sin B=1..:@®, 


-sa-sina=1..@), -C0sB sin B=1..@, 
， SI 一 anaw ,cosa~cospB 
由 中 ,加 得 7( SIn(B—a) “ b sin (PB—a) ) 


有 上 ,sinB+sina ,cosatceospB 
由 @, @ 得 S(t 全 人 全 ) 


4 / ,snB—sing ,cosa~cosp 
由 @、 四 得 7 (~ 0) 


SmnB 一 Snc Cos a 一 08 有 了 
sin(B—a) sin(B—a) 
| sin B+sinca Co8d 十 cos 有 
DO ogTH'T’ = 2 ATS'T ay Sn 1 
,snB—sina _» Cosa—cosB 1 
sin(B—a) SINn(B—&) | 
4ab % wm » A * 了 
的 绝对 值 一 Tam 一， 当 |a 一 有 | 一 等 时 , 该 精 圆 的 外 切 平行 四 边 形 


的 碎 积 为 最 小 , 最 小 值 为 45， 此 时 , 88' 与 RE' 为 共 斩 直 径 . 
$6. 其 它 


649. 在 梢 加 -十 外 1 上 有 两 点 P、 Q, 连结 点 4( 一 &, 0) 


与 点 @ 的 直线 平行 于 OP, 且 与 y 轴 交 于 点 慷 , 求 8- 的 


信 
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[分 析 ] 欲求 48、4B, 可 用 过 点 扎 的 直线 
参数 方程 ， 代 入 椭圆 方程 与 y 灿 方 程 分 别 求 
出 4Q、4BR， 从 点 忆 在 椭 罗 上 的 条 件 , 可 求 得 
wa 

[ 解 ] 设 49 的 方程 为 | 
代入 酉 圆 方程 得 

《peos20 十 a28in20) 妇 一 90p2cos0 一 0. 


Dab? oog 日 a ( , IF ) 
AO=. 一 一 0 一 | 
v b*cos* 0 4a:sn:0° X, 4 cogsQ * 


20202 , 。 二 
. |A4A®.AR| m0 ram AQ /0P，.。 反 呈 的 坐标 为 
《IOPleos 9,10OPlsin0)。 又 点 卫 在 椭圆 上 , 故 


2— a b? . {40.4R| _ 
10P| bz2cos30 十 asgin50” “° 1OP | “ 


[说 明了 凡 涉 及 求 过 已 知 点 Po(zw go) 的 直线 与 曲线 交点 到 Po 的 距离 
问题 , 常 可 利用 过 点 Po 的 直线 的 参数 方程 
”650. 平面 上 ， 到 两 定点 ( 0)、( 一 0) 距 离 之 和 为 定 长 24 
(a>o>0) 的 点 的 轨迹 方程 为 
V (00+ + (t+ + =20°…0, 
去 根 号 后 得 


ZX 一 一 4 二 tcos0O 
y=t8in 8, 


(c3 一 03) 3+ QW — 3 (@3 _ 03) =0...©), 
试 证 方程 也 与 @ 表 示 的 曲线 重合 ， 
[证 ] 因为 V (2 一 ?+ 六 Ve-0)?+ +24=0 无 实数 解 ,所 以 
人 一 c)2 十 扫 十 4a2 一 4gW (te) t= (s+0 + 
即 MW(Z 一 2 十 久 一 0 一 二 0… 国 )， 


@ 与 @ 同 解 ， 又 方程 @ 即 写 二 此 本 = -1-- 写 >0 得 
tzl 和 a。 又 因为 a>c>0 所 以 一 [wz| =<a, 5 一 二 > 0 这 样 V (ZT—0 ty 
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p 
- -(a- 2z) 无 实数 解 ， 方 程 国 两 边 平方 得 (2 人 ?+ 六 (a 一 6) ， 
即 方程 加，(a? 一 c?)z2 十 a2y2 一 02(a3 一 9) 一 0 方程 加 与 @ 也 同 解 ， 所 以 
方程 四 与 四 表示 的 曲线 重合 . 

651 ， 求 使 直线 ccosg-+ysng=2 和 椭圆 2 十 3 = 一 6 有 公 
共 点 的 8 的 取 值 范围 (0<90<7). 

[ 解 ] 当 cos0=0 时 ，' 0<0<r，.… sin0=1。， 此 时 直线 方程 为 
y=2, 代入 椭圆 方程 得 22== - 6， 此 方程 无 实 根 ， 故 当 cos 60 时， 直线 和 
椭圆 无 公共 点 。 

当 cos 6 地 0 时 ,由 直线 方程 可 得 4 一 一 ， 以 此 代入 椭 加 方程， 
得 (1 十 2 co8? 0) 一 4y sin0 一 (6 co 0 一 4)==0， 其 判别 式 4= (4 sin 0)? 
十 4( 填 2 co0s2 9) (6 cos2 0 一 4) =24 cog? 0(2 cos2 90 一 1)， 为 使 直线 和 椭圆 
有 公共 点 , 必 有 4 0, 即 24 cos?0(3 eos20 一 1]1) 字 0, '.* cos0 直 0, .*. co08*0 


> 二 即 cosg> 忌 2 或 co8 9< -~ 2. "0&90&w， 夏 0 的 取 值 范围 


为 0<0<7， 或 -到 <b<m 


652， 正 圆柱 底 的 直径 等 于 12 em， 一 个 与 底 平面 成 30° 角 的 
于 面 截 此 圆柱 , 试 求 截 面 上 的 椭圆 的 长 、 短 轴 的 长 与 离心 率 


[ 解 ] 如 图 441/ 44， 总 条 
-有 -se 30", 而 441=12Cem), .长 


轴 A4'4==]2 gec 30°=8 V3 (cm)， 而 短 轴 
BB=BB=12(cm). 又 
2 a2-b? (4V3)—6? 


02 a (4V 3)3 和 
、 ] 
离心 率 e 二 三 . 


653， 一 平面 截 一 正 图 柱 , 所 得 椭 加 的 离心 率 为 3, 求 该 夫 
面 与 圆柱 底 平 面 所 成 的 二 面 角 a (a 为 锐角 ). 
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[ 解 ] 设 截面 与 底面 成 a 角 时 所 得 椭圆 的 半 长 轴 、 党 轴 分别 为 wa、 2 
ce (0, 各). 若 底面 加 半径 为 及 则 根据 上 十 有 4 一 …D,5=R…@ 


由 题 意 可 知 Y 汪 一 e= -六 和 二 罗 ， 以 @、 因 代入 @@, 得 sin a~ 
V3 


一， 。。 QO= 60? 


654. 椭圆 - 生 十 - 乱 一 1， 过 中 心 0 的 一 条 弦 4B 与 % 轴 夹 成 


锐角 w 将 三 株 平面 沿 = 畏 折 成 一个 直 二 面 角 , 求 4、B 的 连 线 
与 和 4 轴 的 夹 角 ， 


图 2 


[ 解 」 过 B 引 BOYOz 交 椭圆 于 0C,B、O 关于 y 轴 对 称 , 4、O 关于 z 
轴 对 称 ，.… |4D| 二 1DCO1, 且 4D、0D 均 垂直 于 z 轴 ， 坐 标 平面 折 起 后 
在 同一 平面 内 的 点 或 线 位 置 关系 不 变 , 因此 , 仍 有 14D|= 1DO|, 县 4D、 
CD 均 垂直 于 zz 轴 , 人 4DC 是 二 面 角 的 平面 角 , .“. LA4DC 一 90°, 则 ADI 
平面 B0C. 久 ” LDCB=90°, 根据 三 重 线 定理 BOC.| 4C. 在 直角 
人 4B0 中 , |BC| 同 折 前 ,为 2104leos% 而 140|=VTADTT1DOT ~ 


Me tg LABO=—-|AG) ~ V2 tga. … BO Js 四， 
.AB 与 x 轴 所 成 的 角 就 是 人 4BO, 即 
ABC=arcte (2 te a). 


655， 设 贺 与 梢 加 - 殷 - 十 - 生 -= 工 的 四 个 交点 中 有 三 个 重合 于 


成 P (wo, Yo) ， 试 求 此 圆 方程 。 
[分 析 ] 设 图 与 椭圆 的 四 个 交点 为 P、 Pi、 Po、 8, 当 疡 、 瑟 趋 近 于 王 
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并 与 重合 时 , 直线 PP1、 PP;y 均 与 过 点 了 的 
切线 重合 , 直线 Pi@ 与 PQ 重合 ， 故 此 圆 包括 在 
过 P、Pi、 Pa、@ 四 点 的 二 次 曲线 系 中 , 应 用 提要 
(8.72) 可 得 此 二 次 曲线 系 方程 ,根据 一 般 二 次 方 
程 表示 圆 的 充 要 条 件 , 即 可 得 所 求 的 圆 方程 . 

[ 解 ] 椭 园 过 点 卫 (%o, yo) 的 切线 方程 为 D xzoz 
十 02yoy 一 002==0, 直线 PQ 的 方程 为 (% 一 xX0)sin 9 一 (y 一 _ yoyoos ==0, 8 为 
PQ 的 倾角 过 圆 与 椭圆 的 全 部 交点 的 二 次 曲线 系 方程 为 (bwox 十 a3yoy 
~— ab LL—ro)sin 0— (y—yo)cos 0]= 和 ADm + a — ap) .OD (参见 提 
要 (8.72)). @ 式 表示 贺 的 充 要 条 性 是 ， 人、Y 项 的 系数 相等 ，xy 项 的 系 
数 笑 于 零 、 故 一 bro gin 0 十 和 Ab?=a2y cos 9 十 ha”*…: 加 ， 


D20o CosO — a2yo Sin 0 =0, 


sine cos0 _ 1 

即 bo q gj0 MOT ary +asy ®, 
Td 1 do 
以 @ 代 入 加 , 得)= -全 二 4 如， 以 国 及 》 值 代入 @, 并 利用 bz3+ 
a' 吕 一 aib? 一 0, 化 简 即 得 所 求 的 加 方程 
a4D4a2 上 PP) 2b a? — brr+ a Ca 0 yay 

二 atp4(3z8 十 303 一 202 一 202) =0, 
四 D 2 Cs 

ae - 一 2(9 十 十 0 一 (0 

[说 上 GD 此 加 称 为 本 圆 -图 1 在 点 PCzo 级 ) 的 密切 圆 ( 曲 


率 圆 )， 本 题 的 另 一 解法 参见 第 732 题 ， 

(2) 当 w6o= 土 a, gp = 0 时 , 从 52x0 0080 一 a2yo sin0=0 可 得 cos 06=0, 
gin9==1. 因而 PQ 与 过 点 了 的 切线 千 合 , 则 点 @ 写 态 呈 重合 ,此 时 剖 方 程 
为 ?十 伊 干 2ae2w 十 a2《2e3? 一 1) 一 0。 贺 与 椭圆 的 四 个 交 所 分别 重合 于 把 
(a,0)、( 一 4, 0)， 同 理 , 当 mo 一 0 加 一 十 时 , sin 9=0, cos 0m=m1, PQ 与 过 


点 卫 的 切线 重合 ,此 时 加 方程 为 2+ 妨 士 22y a2(1+67) 一 0， 祷 加 与 
圆 的 四 个 交点 分 别 重合 于 (0, 5)、(0， 一 5b). 
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$7. 证 明 题 


656， 求证 椭圆 上 任意 一 点 的 两 条 焦 半 径 的 夹 角 被 该 点 的 法 


线 所 平分 . 
[分 析 ] 如 图 , 利用 角 平 分 线 判 定 定理 ,只 


| 已 机 | _ | P17 
要 证 明 FE 站 一 | 了 基 上 即 可 ， 


: 2 
[证 ] 设 精 圆 方程 为 写 + 区 -1 上 且 


(m4, 级 ) 为 椭圆 上 任 一 点 , Pi、 Bs 是 左右 焦点 ， 
则 15az 一 4 十 eg，|RF | 一 G 一 eol. 过 点 忆 的 法 线 方 程 为 a2y1x 一 5b2w1y 十 


bviyi 一 aq? 一 0。 令 y=0, 得 < 一 -与 m4, 故 法 线 和 zx 轴 交 点 卫 的 坐标 为 


了 
(gm 0) 


nL Cm CCa2 十 cxi) Cp Ca 一 CX1) 
| 


[PF1| _atem 可 十 co IFT| 92 十 czl 
[Ph,| 人 一 CO 02 一 CIT ” IT Fs| a2 ~— Crt” 
[PF':| _ {FT| 
IPFa| I\TF2|* 


所 以 过 点 了 的 法 线 PT 平分 点 卫 的 两 条 焦 半 径 的 夹 角 . 

[说 明 ] 椭 回 的 这 一 性 质 在 光学 、 声 学 上 均 有 应 用 . 

657， 自 椭 辑 上 一 点 引 椭圆 的 切线 交 焦 点 轴 于 ZT, 设 梢 图 
的 一 个 焦点 为 7s, 求证 ，cos FsPT ~ecos /FsTP (是 机 加 
的 离心 率 ). 

[证 ] 设 梯 回 方程 为 所 -+- 敌 -=1， 作 椭 轩 
焦点 Pa 关于 切线 PT 的 对 称 点 到, 丽 玛 交 
PT 于 4, 则 人 LPPA~ 人 4PF. 而 
LFsPA~ /FIPB, .. LAPFs= /FPB,. 
故 1 已、 Fa 三 态 共 线 。 PF=PR, ", {FiFs|=20. 
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LFaPT= /LTPRy = LF; LFoTP= 5 LPaPaT. 
从 再 推 得 
cos/ FPT=SINn 万 2， cos /AFoTP=8n/ FotoT=—sin /FSF 


,Fm sin/ FFoF 
， 而 [Fis _ 2 3 
六 ， 人 ze 人 1 ? 中 | 7 


24 _ cos /FoTP 
了 一 Bj eos/FPT=eco8/ FTP 


658， 已 知 PT、 PT’ 是 以 Fi、 Zs 为 焦点 的 权 圆 的 两 切线 ， 
T_T' 为 切 点 ， 求 证 (1) APF = LPFsT', /PPIT= 
LPFT', (2) LPPT= /FaPT'. 

[证 ] 《4) 作 椭 加 焦点 而 、za 关于 切线 


PZT、 PT 的 对 称 点 Fi、F2， 上 题 已 证 明 RC A > Rk 
! 1 1 后 ， x NAS 
i、 7 Fs 三 点 共 线 ， 下 3、 1、 EF] 二 点 批 线 ; TA 


且 | 一 | 了 35 一 20， 

故 APFsFi APFIF, 人 PHI 一 一 PH 

而 LPRoFI= LZPFoT, ». LAPFT= /PET 

同 理 可 证 ,ZLPRIT?T= PRIT' 可 
(2) ** APFiFsSAPRF, .. AFIPF= /FPR. z 

两 亡 同 时 减 去 ZFI1PF，, 得 人 人 FIiPRI= 人 FsPhy. 

又 LWPT=5 LPIPR, ZFPT'= 5 LPPP,, 


FIPT= AFoPT 


659. 求证: 在 椭圆 中 ， 一 条 动 切 线 介 于 两 条 定 切线 间 的 部 
分 ,在 一 个 焦点 的 视角 为 常量 


[分 析 ] 如 图 了 4、PB 是 椭圆 的 两 定 切 
线 , 一 动 切线 交 两 定 切 线 于 8 和 RR, 当 QR 
运动 到 与 P4 或 PB 重合 时 , 据 上 题 可 知 所 
得 视角 应 有 人 P824= 人 人 PFsB, 设 其 为 a 
因而 只 需 证 <QHzBR=a 即 可 . 

[证 ] ““ PA4、 PB 为 椭圆 的 两 定 切 线 ， 


$7. 证 明 题 401 
根据 上 题 (人 得 LPFs4d = 二 人 PFsB=a( 定 值 )， 同 理 , 94、Q8 为 两 切线 ， 
“1 二 人 2; 又 RS、RB 为 两 切线 ，.… 3= 人 4. 

LQFsR= /2 LA3=~ 豆 人 LAFyS + LSF,B) 


= AFyP+ PRB)=a( 定 值 》. 


660. 设 Pi(wi, Yj)、Pa(z3，VYys) 为 椭 圆 二 1 上 使 


AAS= AWiPaFs 的 两 点 , 其 中 人、 Fs 入 清国 的 机 人 后， 
0 为 原 操 ， 求证 |P:0| = |Pas0O|. : 

[证 ] ' PiFs 二 人 HI1P2Fs, 令 此 和 骨 为 
0, 则 Pi、 Ps 分别 在 以 FiF" 为 弦 、 所 含 贺 周 角 为 
a、 且 关于 坐标 轴 及 原点 对 称 的 两 段 加 弧 上 .。， 又 
杠 园 -25 二 -区 开 也 关于 原点 及 坐标 轴 对 称 ， 央 
而 它们 的 交点 Pi、 Pa 也 关于 原点 或 坐标 轴 对 
称 ， 当 站、 Pa 关于 原点 对 称 时 , 即 |Pi0| = 
|Fa0|; 当 Pi1、 Py 关于 zw 轴 对 称 时 ,z=x2 ji] 二 |y); 或 关于 y 轴 对 称 
时 , |zi|== |za|, 要 二 Jp， 这 两 种 情况 下 均 有 

[Pi0|=~V 到 二 迪 一 V 如 十 仍 = |P201， 

661， 求 证 椭圆 的 一 条 直径 长 为 通过 一 个 焦点 且 与 此 直径 平 
行 的 纺 和 长 轴 的 比例 中 项 . 

[分 析 ] 利用 直线 的 参数 方程 , 通过 计算 直 
径 和 该 平行 弦 的 长 来 证 明 ， 

[证 j 设 精 园 方程 为 所 十- 妆 - 一 1 -DD， 直 
径 的 倾角 为 0， 则 直径 的 参数 方程 为 : 

和 “为 参数 )…@. 

z 4 一 SO 
由 志 、 四 消去 2、4 得 妇 (b2 cos20 十 ax2sin207 一 a202 一 0 
故 直径 长 
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: - , da2b24 
dl-bl mV UT I pr dr aD 
_ z 9ab 
bicos 0+a? sin20 
r=c+teos0 
和 直径 平行 的 过 焦点 (2 0) 的 驴 方 程 为 ,sng “@, 由 @,@ 
消 志 zw、y, 得 如 (b?eos20 二 a?sin?0) 十 252ct cos0 一 只 一 0， 和 下 径 平行 的 
焦点 驼 长 
l= [tal =V (+ta) — dito 


V 47402c087 6 “464 


(bc0S20 +-a’ gin*0)? 526cos20 十 028D20 


加 | 4b‘(e? cos3 Ob2 cos2 0 assin20) 
(6b2 cos? 0 +a? sin? 0): 
| 4D40? 2020 
(pp2 co820 + a?gin? 95 b2 c082 0+ a 8in2 三 “ 


又 悄 圆 的 长 轴 长 24， 
352 da’b? 


TB BE 
即 2? 一 2a1， 命题 得 证 
662， 已 知 两 档 贺 的 离心 率 相同 ,长 . 短 轴 分 别 重合 , 求证 .(D) 与 
两 椭圆 相交 的 直线 夹 在 椭圆 间 的 两 线段 长 相等 ; (2) 大 椭圆 的 弦 
若 与 小 椭 癌 相 切 , 则 该 弱 被 切 点 平分 . 


[分 析 ] 1) 直线 ! 和 两 椭圆 交 于 4、B 
和 C0C、D， 大 证 得 线段 45B 与 0D 的 中 点 重 
合 , 则 |401=1DB1. 

《2) 证 明 过 小 构 圆 上 一 点 书 的 切线 被 大 
怖 圆 截 得 的 线段 的 中 点 即 切 点 卫 . 


[证 ] (1) 设 大 椭 贺 方程 为 Ft 小 椭圆 方程 为 于 + 入 -1 


因为 它们 的 离心 率 相等 。 所 以 一 一 一 一 一 ~ YE ， 即 w252 一 gq2a2?， 令 
功名 一 (0<h<D, 则 两 粮 加 方程 分 别 为 522+a 和 yi 二 a%b7.……@) 


47. 证 明 题 403 


Bo 二 qiy? habr.…@， 设 直线 的 参数 方程 为 人 +g *…@， 
其 中 (zo go) 为 上任 一 点 ,以 @ 分 别 代 入 中、 加, 得 
(p2 cos20 十 da sin?0)1? + (23020 008 0 + 222y0 sin 0)+ 
十 D205 十 a212 一 0202 一 0 由 ， 
(b?cos?0 + a? sin20)12+ (202%0 cos 0 + 242wy0 sin 0)t 
ow ta 一 122D2 一 0…G) . 
由 外、 @@ 易 见 4B 的 中 点 与 CD 的 中 点 对 应 的 参数 值 均 为 
_ bxo cos 0 + ayo sin 
bicos Oa sin20 ’ 
虽 48B 与 0D 的 两 中 点 重合 。 痢 此 中 点 为 8, 则 
149|1 -9=12g -2 ， 即 1406|=|1BD1. 

(2) 符 点 Plwo, 加 ) 是 椭圆 他 上 的 一 点 ， 则 co 二 ca 久 =)a322 于 是 国 
便 为 《六 cos 9 十 qa? sin’ 0) 六 十 (2b2zo cos 62a2yo sin 9)t 二 0,… 加 '， 湛 直 
线 加 与 懈 贺 @ 相 切 , 则 由 @' 可 得 刀 一 加 =0, 因而 222zo cos 0 +242yo sin 9 
0。 于 是 @ 便 为 (bc0s?0 二 a?ein?:0) 扣 上 52%2 十 a202 一 0202 一 0 人 而 
直线 @ 与 椭 贺 @ 相交 于 如 到 车 请 和 也 对 应 的 参数 值 分 别 为 妇 和 克 ， 
则 由 人 @' 可 知 龙 十 娩 =0。， 所 以 切 点 Plwo, go) 是 弦 BF 的 中 点 ， 

[说 明 ] 本题 中 C2) 的 结论 为 (I) 的 特殊 情况 ,此 时 小 椭 团 内 弦 的 两 端 授 
缩 为 一 点 ， 

.58.( 山 证 明 椭圆 上 任意 一 点 与 一 直径 的 两 端点 连接 而 得 的 
两 骇 平行 于 一 对 共 皂 直径 ; (2) 对 双 曲 线 作 同样 的 证 明 . 
[分 析 -] 根据 梓 圈 、 双 划 线 的 一 对 共 轿 直径 


的 射 率 (假定 存在 斜率 ) 之 积分 别 为 一 七、 宅 ， 


即 可 得 证 . 
【证 ] (I) 设 椭圆 各 + 如 =1 上 任 写 一 
点 为 Placosqp, bsing), 一 直径 的 两 端点 为 © (a cosa, b sin o)、 


Q'(—acosa,， 一 b 8ina)。 PQ@、P9' 的 斜率 分 草 为 ， 


7 _ DGsin p 一 Sin a) 1 D(Sin yy 十 Sin wy) 
(cos 人 一 CO08 oa) Qa(CoS g++ Cos o)“ 
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PQ. PQ’ ne pling ene) (sin p+sin a) yy 诈 家 的 


alcosg—cosa) atlcosg+eosa) 
一 对 共 轿 直径 ， 若 po 为 零 或 不 存在 ， 则 kpe 不 存在 或 为 零 ， 此 时 命题 显 
然 成 立 ， 


(2) 设 双 曲线 于-=1 上 任意 一 点 为 Pla sec p, 2 妈 9) 一 直径 的 


两 端 为 8(a sec ww b 志 g 2 9'( 一 a sec a, 一 b 霹 a)，P9Q、P0' 的 斜率 分 别 
为 kpo= EP -E00 p,m bE p+ 0) 


a(geCp—SeC0)” a(seec 9 + Sec a) " 


pCie? pt g) ie? peo) - 节 
02(8ec2D 一 8802 oa) 0 人 十 坨 ?0 一 二 te5oy 02， 


， P89、P8 平行 于 一 对 共 罗 直径 . : 
[说 明 j 分 别 与 椭圆 ( 双 曲 线 ) 的 一 对 共 斩 直径 平行 的 两 弦 称 为 棋 圆 ( 双 
曲线 ?的 和 纺 本 题 中 的 P8、P@ 即 为 补 弦 . 


664， 已 知 ，4、 分 别 是 椭 加 名- 十 -如 于 在 长 轴 、 短 轴 的 
一 个 端点 ，C 为 线段 4B 的 中 把 . 求证 ， 过 直线 00 与 椭圆 的 
交点 的 切线 平行 于 4B. : 

[iE] … 4 0), BC0, 5), “. 0($, 3) 设 直线 00 与 梯 贺 交 
于 P(ey 名 ，… 0、0、Pi 共 线 ，.， 从 一 上 过 书 的 切线 的 斜率 4 


wl 


* kpo'kpo’= 


一 D2x1 D2 a 5_0 b . 
和 sis ,0 __5b. BB Ee 是 三 又 
7 pa 4B 的 斜率 up: oa 过 Pi 的 
切线 与 4B 平行 ， 


665. 设 4、 已 、 为 椭 贺 上 具有 离心 角 成 等 差 数 列 的 任意 三 
点 ,0 为 椭圆 中 心 , 40、PD、BB 为 椭圆 的 切线 , 过 P 作 PRY 
AO, PRY BB, 分 别 交 04. 0B 于 QR, 试 证 QRJYPD,， 


[证 设 枉 贺 方程 为 握 十 -所 = 4、P、B 三 点 坐标 分 别 为 


$7. 证 明 题 405 


ACag cos (a + 让，DSsinfka + BY), PCa cosa, 
b an a), Bla cos(a—B), bin(a —B)), 则 切 
线 4C 的 方程 为 
一 cos(a+B) + 学 sin (x 十 有 ) 一 
直线 PQ 的 方程 为 
—cos(a+B) + 学 gin(g+B) =ceos B00, 


直线 04 的 方程 为 y 一 二 2 刀 (at+B)…@@， 由 四 与 回 解 得 
Zoo 一 4 Cos(g&+B)eos B, yo=b Bin(g+B)eos B, 
同 理 可 得 . 


ZR 一 4 Cos(a—B)cos B, yr=b Sin(a ~—B)eos B 


“。 QB 的 斜率 
,一 Docosp[sn(a 一 8) ~sin(a+B)] _ b(—2 00s a sin B) 
“* ‘acosBloos(a—-B) ~oosatB)] © aDsinasng™ 


b 
TE 


而 切线 PD 的 斜率 


beosa b 1 WR ) PD 
并 人 aa 和 
?7 a Sin a a 和 A * 


666. 求证 ， 自 椭圆 准 线 上 任意 一 点 了 所 作 椭 男 的 两 切线 的 
急 瓜 弦 生 下 于 所 an 


[证 ] 设 本 加 方程 为 区 + 疙 = 工 准 线 z= 上 上 一 点 P( 开办) 的 切 


; 0) 的 连 线 的 斜率 Kxp 


ou 
上 “下 放胆 为 + 


yi ey 一 一 -一 一 
Ce er 切 点 该 D 的 侠 率 . er 
. ee€ . 


b3 一 万 4 . ] 
AI) aa ~ 


… 凡 忆 的 切 点 弦 与 相应 焦点 和 卫 的 连 线 垂直 , 


*”" z Knp*k = 
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667， 过 点 丸 (- 庆 和 -75，0) 季 直 于 必 轴 的 直线 与 补 圆 br 
+ y 一 Q30” 交 于 了 P、Q@.， 求证 过 了 、Q@ 的 两 切线 互相 垂直 . 
[证 ] 过 点 及 55，0) 重 直 于 必 铺 


的 直线 与 精 圆 2222+a2y2=a222 的 两 交点 三 、 
4 的 坐标 为 


3 D3 
P(g 小 
Voto Va? b2 


(2 02 
OH ~ TE) 
过 了 、W8 的 两 切线 方程 为 : 


=1@， 


i Y DD Y 
Vt yd, yi TDI 
” no 
“。 过 P.@ 两 点 的 切线 互相 垂直 . 
688， 过 精 加 的 两 焦点 引 本 加 任 一 切线 的 两 委 线 ,求证 这 两 
线 长 的 积 为 定 值 . 
[分 析 ] 先 计算 两 焦点 到 椭圆 切线 的 距离 之 积 ,并 考察 其 是 否 与 切 点 位 
置 无 关 . 


[证 ] 设 精 图 的 参数 方程 为 | 
b sin 中 的 切线 方程 为 地 cos sa+ 疙 tmx= 了 两 焦点 的 仅 标 为 (c 0)、 


《一 2 0) 则 焦点 到 切线 的 垂 线 长 的 积 为 
|B eosa:c—ab||b cos af 一 人 一 GD| 
b? oo84 a 十 da Sin2 & 一 5《 定 值 )， 


[说 明 ] 本题 也 可 采用 普通 方程 , 设 切 点 坐标 为 (ct y4), 利用 名和 十 
2 入 =1 证 之 ， 解析 几何 中 的 定 值 问题 , 一 般 先 计算 出 所 要 证 明 的 量 , 利 
用 变量 应 满足 的 关系 式 , 从 中 消去 变量 就 可 得 证 。 


29008 过 本 加 上 任 一 点 Pa cosa, 


Y=b Sin w， 


$7. 证 明 题 407 


669.， 过 椭圆 Bw 十 cy? 一 e363 上 一 点 呈 的 切线 与 两 轴 交 于 
PQ@. 若 |PR=|14B8| ,求证 人 OPQ(O 为 中 心 ) 的 面积 为 2b. 
[证 ] 设 RCeo, yo) (zoyo 关 0) 为 棋 圆 上 一 点 , 则 过 辟 的 切线 方程 为 


2 2 
Cz0z 十 a23yoy 二 a203， 切线 交 两 轴 于 P(E 0)、 gu 2 “” |PR|= 
. ,1 1 b? ,1，:b. _1,  _1 a 
1QE|, .2 2 了 人， 从 而 得 如 = V3 且 2o LP 3 zo’ 
。 。 1 
得 “一 土 了 3. :A0PQ 的 面积 = 去 10P1.108|= 计 |zel* |%1= 


5 | 和 | 一 ob 面积 单位 》 


670， 过 椭圆 上 任意 一 点 人 Y 的 切线 ,与 过 这 椭圆 长 轴 端 点 4、 
4' 的 两 切线 分 别 交 于 和 N、N', 求证 AN，A'N’' 为 定 值 . 


[证 -」 设 椭圆 的 方程 为 和 + 如 =1 必 kxo， yo) 为 彬 圆 上 任 一 点 ,过 点 


ML 的 切线 方程 为 玉 - 十 如 =1, 过 椭圆 长 轴 端 点 4、4' 的 两 切线 方程 为 
2 一 性 一 0. 联 立 两 让 方程 河 二 %, 得 a2yoy 29°YyYy + ob 一 —b‘wo=0, 
而 4N 与 4'N' 的 乘积 即 此 方程 两 根 之 积 ， 

,» A 为 定 值 . 


671. 若 椭圆 邱 十 车 =1 上 任 一 点 以 (但 非 短 轴 端点 ) 与 短 


轴 两 端 态 B、B 的 连 线 交 4 轴 于 广 和 ,求证 ON.OK 为 定 
值 . 
上 证 设 点 履 . 和 .的 坐标 分 别 为 
(acosg, basinO)、 (ww, 0). (wr, 0)， 
人 五 分 别 为 再 线 石 玫 、B 与 z 轴 的 
交点 ， 


_ Qcosg acos0 


” i+sing’ <* 1-—sin0° 
. ON.OK=Zxy :TE = 9, 为 定 值 . 
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672， 椭 圆 方程 为 Yl 半 直 径 w 和 它 的 共 d 半 直 
径 2 的 夹 角 为 9， 求 证 . sin 0 —-907. 

[分 析 ] . 当 半 直径 a&' 端点 书 的 位 置 设 定 
后 , 则 共 思 半 直径 5 端点 的 位 置 随 之 而 定 . 
角 9 的 正弦 可 用 点 卫 的 坐标 表示 , 而 BP 长 
度 为 ,所 以 点 卫 的 坐标 又 可 由 a!' 表示 , 即 得 

[证 ] 设 半 直径 a' 的 端点 为 PCz1, 妇 ), 则 它 的 共 轿 半 直径 的 端点 为 


R (一 人 ys 上 x1 参见 第 623 题 )， 设 直线 OP、OR 的 倾角 分 别 为 a、B， 


。 多 ， bx1 QaY1 
则 sin wa 一- ， cos a BIN b= pr COS B= 一 上 证 . 
sin0O =8sin(B—a) =8in B cos a —o¢os Bsin oa 一 -2 .2 十 -0.2 


ab’ Qa’ 5D a 
, Da? + a2y’ a2p2 ab 


| 


abad abad ab 
678， 椭 圆 上 任 一 点 P 和 两 焦点 所 组 成 三 角形 的 内心 ， 将 法 
线 介 于 点 了 与 长 轴 间 部 分 分 成 定 比 . 


[分 析 ] 如 图 因 过 点 卫 的 法 线 平分 
LFIPF3， 故 和信 PF 的 内 心 在 法 线 PD 
上 ,利用 角 平 分 线性 质 定理 即 可 得 证 . 

[证 ] 设 梢 贺 方 程 为 -所 十 妙 一 二 棋 圆 上 
任 一 点 为 P(ro,94), 则 过 点 卫 的 椭圆 法 线 为 a?yor 一 brewy = (a? 一 Db?) vyo. 
根据 椭圆 的 光学 性 质 ,法 线 PD 平分 ZFiPFs, 故 PD 过 人 PF 的 内 心 


. PI _ |PF,| /eo 
1 IF 平分 <P 肪 丽 ，… -了 = 上 呈 |， 由 于 点 也 的 坐标 为 (全 mo 0)， 


0? c (0 — oro) 
|[ T es 中 
[DZ3| 一 6 pW 


2 
C a — cero 
pF -eS-s )=a-22 = 
又 [PF|=e( 亿 一 ao )=a 一 全 oo= 人 二， 
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[FD| c” 了 及 
674. 求证 ;椭圆 的 任意 两 共 斩 直 径 的 平方 和 为 定 值 . 
[分 析 ] 根据 提要 人.38)， 利 用 两 共 斩 直 径 端 点 之 一 的 坐标 分 别 为 
《2Z1，21)、 -2 Zn) 或 (acosgp, psinp) 《一 asinp, pcos9)， 即 可 得 证 . 
[证 一 设 椭 团 方程 为 - 手 - 十 妇 -=1, 椭 加 任 一 直径 端点 为 (zi 90)、 


(一 m1， 一 级 )， 其 中 寻 : 妇 中 0， 它 的 共 思 直径 方程 为 y= — er , 解 方程 
D223 十 Q2813 一 02D3 


D201 得 问 点 册 标 (yn nm) 和 【人 (yo -之 zh 则 
J yy 2 
共 斩 直径 的 平方 和 为 
[mi 一 《一 2)】 十 [ 锥 一 (一 给 )] 
| 
+[ 人 sa-(- 和 用 aa-( -二 
=—4xi+ yi + 4 -4| 二 二 一 和 二 n+ | 
-4 (bari t+ ay) =4(0 + 0). 
显然 , 这 结论 也 包含 六 思 直 任 为 炸 贺 长 烛 和 短 轴 的 情形 
【证 二 J 设 椭 加 握 + 如 =1 的 两 共 轿 直径 端点 分 别 为 


(c cos 9， D sin 9)、 (— 一 GCCO8S 9, —b sin 9); 


(~—a Bin gp, b eosg), (a Sin g, ~—b cos wp). 
则 两 共 罗 直径 的 平方 和 为 


4(a? os p+b?sin? g) +4(a? sin? +b? cosg) 一 4(02 十 b2)， 
[说 明 ] ”本 题 结 论 与 双 曲 线 相应 的 命题 统称 为 阿波 罗 尼 斯 (Apollonius) 
定理 . 
675. 求 证. 椭圆 -等 十 - 寻 二 一 中 ， 过 两 条 共 白 直径 端点 的 四 


条 切 各 所 国 成 的 平行 四 边 形 的 面积 等 于 4ab. 
[证 ] -过 直径 端点 的 切线 平行 于 它 的 共 轿 直径 , 故 过 两 条 共 辊 直径 的 端 
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点 引 椭 圆 的 切线 所 转 成 的 平行 四 边 形 相 邻 
两 边 长 分 别 为 两 共 斩 直 径 长 。 如 贺 , 设 两 直 
径 端 点 分 别 为 

M(a cos0, besin0), NC(—~asing, beost); 
长 分 别 为 2w 、22 ; 倾角 分 别 为 a、 8, 则 


aco8b 


设 两 直径 的 交角 9 一 B 一 a 
"， Sin p=8in Beosa—cos Balna 
_ beos0 acosO asinO \ /bsinO\_ ab 
Nr 
故 该 平行 四 边 形 面积 为 ; 


20' .2D sin p 一 20' .22/ . -9 一 402， 


676. 梢 贺 号 十- 入 一 1 的 两 半 直 径 04、OB 互相 午 直 ,求证 

1 ，1 ob 
OFT'OF™ a a 

[分 析 ] 因为 点 4 确定 以 后 , 点 了 了 随 之 而 > 
定 。 故 以 点 4 的 坐标 为 参数 ， 且 利用 极 坐标 
进行 计算 较为 方便 . 

[证 ] 以 原点 为 极点 , 0% 为 极 轴 建立 极 从 
标 系 , 则 椭 加 方程 可 化 为 ，52p?cos?9++a2p? sin?0 一 qb?， 设 点 4 的 极 坐标 
为 (pv 9), 点 卫 的 极 坐标 为 (px 6 十 要 ) 因为 点 4 了 3 均 在 构 加 上 ， 

bip? oos2 0 十 Ga2pi sin?’ 0 = ob3, 
b2p3 cos’ (6+ 村 ) 十 app gin? (6+ 人“) 一 a2032， 
即 532pg sin? 0 十 aapg cos? 0 =a2b?. 


3 p2 a2b2 


. 一 。 2 
"A1 bicos 0+asin?0 ’ 全 52 sin2 0 + a? cos2 0 * 
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1 IT_ 1 1 
04? OB pl p2 


b2 cos? 0-Ha2sin?30 十 bsin20+a2 cos0 Dp’ 
0C2D Q2D3 “ 


[说 阴 ] 用 解析 法 证 明定 值 问 题 ， 常常 把 变动 的 元 毗 以 参数 表示 ， 然 后 
计算 出 所 需 的 结果 与 参数 无 关 . 
677. 求证 ， 椭圆 中 心 到 互相 垂直 的 直径 两 端的 连 线 的 距离 
为 定 值 ， 
[分 析 一 ] 设 PP' 与 8& 是 椭圆 互相 垂直 的 两 直径 , |0 有 | 是 0 到 P@ 
的 距离 , 它 是 直角 三 角形 PO8 斜 边 上 的 高 ， 
108|= 1OP | ” 109 | — 10P| “ 1091| 


J20| VOP- O03 
=- OP2.092? 1 : 
OP3+005 Jil 
OP 0O@ 
故 只 需 证 py + To7 为 定 值 即 可 


[证 一 ] 设 椭 加 方程 为 气 十 - 杂 = 也 由 上 题 可 知 


1 1 1 1 
Om TO0™ a 


_ 1 _ Qab 
10H] | J 定 值 )， 
oa bi : 
[分 析 二 ] ”由 于 精 贺 中心 是 原点 , 再 利用 直线 PQ 与 椭 男 交点 和 原点 的 
连 线 OP、08 的 二 次 齐 次 方程 ,就 便于 运用 OO4 的 条 件 . 
[证 二 ] 设 直线 P@ 的 方程 为 2 6c080+y 8in9==p, 则 两 直线 OP、08 的 


; 2 
方程 为 D2w? 寺 a2y? 一 a2b2 ( % 608 ty sin 0 ) ， 
Bj (bp 一 Ga2D2cos?20)22 一 2030200 080 gin 0 + (02p2— ab?sin’0) y=0, 
” OP109，.… bp?— a2b? cos3 0 十 a202 一 0202 gin? 0=0, 
72 a2b2 


w+ 
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而 p=10 玉 |， 故 10H| 为 定 值 ， 
[说 明 ] 涉及 直线 与 二 次 曲线 的 交点 和 原点 的 两 连 线 的 问题 ,利用 二 次 
齐 次 方程 (提要 3.120), 往往 可 使 解法 简化 . 


678， 由 椭 回 外 一 点 了 (ww, yn) 向 精 贺 竺 十 - 妨 一 引 切线 


PR、 了 PR, QB 为 切 点 , 设 卫 为 椭圆 的 一 个 焦点 ， 求 证 ， 
PP _ 对 | 钥 
IFQIIFR| oo 06°° 
[分 析 ] 利用 点 卫 的 切 点 弦 方 程 和 椭圆 方 
程 求 出 切 点 坐标 满足 的 方程 , 然后 利用 韦 达 定 
理 计算 . 
[证 ] 点 PCwi, 级) 的 切 点 芒 RQ 的 方程 为 


如 YI 1 
Wt a b> 
1 + 于 ， 解 方程 组 
与 十 竹 = 
消去 多 得 方程 委 {1- 邱 )- 1 zp 】， 驻 理 成 关于 工 2 的 方程 


+ 其 四 -各 条 人- 其- 


此 方程 的 两 根 为 - 引 、 -至 ， 由 囊 达 定理 


| 1 i 

21 二 2 Er 0 | .2 _ b” 
& a Lt IL "a &a zi Wa ” 

0 @ bb 


2 把 是 点 R、9 的 横 坐 标 , 车 焦 点 及 坐标 为 (c， 0), 则 
[FQ|. FR|I= (G4~ erm)(a— ers) 


=o |1-e 人 (入 + 到 +e 各 .加 | 


a2 4/3 en 2 
一 号 二 1- 各)| 
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[FQ| .1FE,. (号 十 委 )=- 地 2 — 2aet1+ Qe 一 et 
= (m1—ae)2+ 如 e) 
Co ao tA ee) ty 
= 一 、 | 五 忆 | yy 
闻 IFP|? (wi 62 十 3 所 以 Te, 一 十 一 一 一 六 
l WT pp _ yi 、 
方法 相同 . 


_679. 求证 ， 从 不 在 椭圆 长 轴 上 的 一 点 最 多 可 作 椭 贺 的 四 条 
法 线 ， 且 四 法 线 尼 的 离心 角 之 和 为 的 奇数 售 . 


[分 析 ] 题 断 涉及 法 线 足 的 离心 角 9, 故 可 设法 线 足 为 (acosgp, bsing)， 
利用 法 线 过 不 在 长 轴 上 一 点 PCm1, ty) 这 一 条 件 进行 推 证 . 
法 线 足 


[证 ] 在 直角 坐标 系 中 ， 设 精 加 的 参数 方程 为 上 

y=0 Sin 9, 
( 即 切 点 ) 为 (acos p，Dsinyp)， 则 法 线 方程 为 azsing 一 bycosgp= 
(a2 一 52)gin qg cos p。 因 这 法 线 过 不 在 长 轴 上 的 点 了 (cz 妇 )，(Y1i 大 0)， 
故 azt8lin 9 一 —byic0s 9 一 6 sn 9 008 9 令 t= 记 坊 ， 代入 化 简 得 

bl 2am tO) H+ 2am ~ ~0)t—byi=0..0®. 
"…” 80，, -方程 四 为 四 次 方程 ， 最 多 有 四 个 实 根 i 二 二, 2, 3, 4), 因 
上 比 过 点 Pl, 纠 ) 最 多 可 作 椭 圆 的 四 条 法 线 ， 若 设 此 四 法 线 足 的 离心 角 为 
gsi=1, 2, 3, 4), 则 hi=tg -2 ,根据 书 达 定理 得 : 


2Kazi 十 2 
byi 
3 一 tits 十 tita 十 tita 十 tat3 十 tats 十 tatia = 0, 
D(axi—o? 》 
by!1 


831 一 如 十 妇 十 妇 十 如 一 一 


53 一 tlats 十 titatg 十 titsty 十 totota 一 一 
ss =titotsts= 一 


二 一 3S3 十 34 
S1™ #3 


ctg (pit pat pt pe) 一 =0, 
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(91+9atpst+9) = (2n+1)T, 


Bp 91 十 93 十 p3 十 9 一 (2 十) (WEY). 

[说 明 ] 有 关 椭 圆 离心 角 的 问题 , 一 般 应 用 椭圆 的 参数 方程 , 按 题 意 导 
出 离心 角 之 间 的 关系 ,利用 万 能 置换 公式 将 三 角 方程 变 为 半角 正切 的 代数 
方程 ,根据 韦 达 定理 与 三 角 公 式 推出 结论 ， 


”680. 设 04、 0s、 9。、9s 是 椭圆 与 任意 加 的 四 个 交点 的 离心 角 ， 
求证 : 山 十 ba 十 如 十 0 一 2 (nnEJ). 


[证 ] 设 椭 回 方程 为 - 十 茹 = 圆 方程 为 (2 一 20)?+ (yy 一 Yo)? 一 7 


~0. Mrz=acos0, y= _vsin 9 代入 因 广 各 ,和 
a? 60570 一 2azo cos O40 +b sn 0 ~ 2byo Sin 0+ — 72=0 


设 + 一 妈 可， 代 入 整理 得 


[Cgot- a)?4 9 — 3] — 4byot3+ 2(0d + a + 20 7) 
—4byot+ (Xo a)+ 2—7?=0, : 
它 的 四 个 根 为 刀 、to、ta、。， 由 韦 达 定理 得 . 
= ~ by 
$1=t1Tts+ts+h Co Tat 
2(28+y3— a +2b? 7?) 


S32—t1a +t ttst tbs ttots t+ tata t+ tets = (CT a 


z / 4byo / 
S83=t1tota titots t+ titats + 一 一 一 一 一 
S3= lilata tttatat titata + totata Ca 
《do 一 QG)2 十 90 一 9 
(Kot a)s+y— re 


馈 却 (O14+0s +03+04)= Ti- =0 


4 = t1totats = 


2 (01+0s+0s+04) =mr(n EJ) 即 b 十 的 十 9 十 9 一 2 

[说 明 ] 人 端点 (一 0 0) 
时 ,此 扩 的 离心 角 为 wm 则 记忆 ~ 不 存在 , 故 基 的 系数 为 零 。 此 时 方程 只 
有 妇 、 加 、 丰 三 个 实 根 , 而 tata ith 因此 
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党 (如 癌 十 霹 部 )= 1- 志 名 过 和， 


EB 怒 一 
i 大 +4+0s+0 二 +0,=2nm (WnET). 


好 一 中 主 (9s+0)，， 吾 (Oo+05+0) =Jmt 生 (hE) 


681。 设 Pl、Pa、…、P， 为 椭圆 写 十 竹 = 工 上 的 了 个 把 ， 


OPi.OPs、…、 OP 将 贺 周 角 O n 等 分 , 则 DBr 为 定 什 


[分 析 ] 椭圆 上 的 点 P, 到 中 心 距离 为 p， 人 xOP,=0,, 即 点 P, 的 坐标 
为 (prcos 9, msin 9)， 因 为 点 了 在 燃 回 上 , 故 可 求 出 去 - 的 信 ， 从 而 证 
得 结论 . 

[证 ] 设 OP,=piG= 2,…, 1)， Zw0P1=a, 则 

Lr0P,=at Sma, 
P, 的 坐标 为 
le COS (e+ ), pr S1n (ot )) Go=1, 2, +..., $2), 


将 BP 的 坐标 代入 椭圆 方程 ,得 


ad Ge Md Gu 7 |=1 (一 二 2, '»., 1), 


2 
as 
md 


] COS? 人 ) Sin? (c+ 人 2 ) 
分 


故 。 训 - 一 一 gz 一 + 3 
将 上 面 %* 个 等 式 相 加 得 . 
len 一 ar) | 
一 |1+oos (2o+ 人 | 


示 训 -a+ -和 二 


fm 


十 
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1/1 1 \ Cm) 
+ 了 ( 训 - 训 ) 这 oo (24+ , 


a 
其 中 z 
: D3 COS (24+ )= 1 > CO8 (24+ 人 ) Sin Eu 
二 多 02 nn 


2sin ~ 
~ 各 (20-3 各)-sin (20- 媒 )| 0 
. . 裤 寺 = 号 ( 广 + 广 )( 定 值 ) 
求证 ， 以 三 圆 的 任 一 焦 半 径 为 直径 之 圆 与 大 辅助 圆 相 


[分 析 ] ”只 需 证 明 焦 半 径 的 中 点 与 大 辅助 圆 
中 心 的 距离 等 于 两 圆 半径 之 差 即 可 


[证 ] 设 椭 回 方程 为 写 十 性 =1, P(zh 1) 


在 椭圆 上 ， 焦点 为 F(ae, 0)、 F'(—ae, 0). 
|PF|=a-ter, |PF |=a— exwi, 


又 … OM 是 AFF'P 的 中 位 线 ，，|02M|= 去 1PF'|= 志 (a+enm). 大 
辅助 加 与 以 PF 为 直径 的 圆 的 半径 之 差 
d=a— 坟 |PF| =a 一 二 (a—em) = 二 (+) = |0M |. 
以 PF 为 直径 的 贺 与 大 辅助 加 相 切 . 
683， 一 直线 的 斜率 等 于 一 梢 圆 的 离心 率 , 且 过 此 椭 同 的 准 线 
与 此 椭圆 焦点 轴 的 交点 , 求证 此 直线 与 椭圆 相 切 . 
[证 ] 设 椭 加 方程 为 邱 十 . 和 = 了 则 焦点 轴 与 准 线 的 交点 刀 的 坐标 
为 (和 ,0)， 斜率 为 离心 率 。 且 过 DD 的 直线 方程 为 y=e (zc- 生 ) 即 


87. 证 明 题 417 
cr 一 9 一 6 一 0， 以 yy 一 ez 一 4 代入 椭圆 方程 ,得 B23w? 十 a?(ex 一 a)?=a253, 即 
《2 十 a260 22 一 203e0 十 oa2 一 5 一 0， *,* +ale=b + =a, 


此 方程 为 2 一 2aex 二 ale? 二 0， 即 《ww 一 ae)? 一 0。 故此 直线 与 椭圆 相 
切 . 


684. 求证 ， 椭圆 62%3 十 a3y3=a353 与 图 (cz 一 26)2 十 妇 一 bae3 
相 切 , 其 中 8 为 椭圆 的 离心 率 . 
[分 析 ] 只 需 证 明 在 交点 处 椭圆 的 法 线 过 圆心 . 


[证 ] 从 加 方程 得 纺 =B?0? 一 (w 一 5e)?=2bes 一 z3, 代 入 椭 阅 方程 52w? 十 
a*(2ber 2 )==Q203， 得 (a2 一 Bb?2)z? 一 2a2bexw 十 q202 二 0， 但 2 一 0 二 0?= 


ci 《acs -ab)? 一 0, 解 得 一 守 ，.， 加 与 椭 贺 交点 坐标 为 P(2, y)， 
过 点 轧 的 柚 圆 法 线 方程 为 a2yiw 一 全- y=a?bey. ”图 心 (be, 0) 的 坐标 


适合 此 方程 ，..， 此 法 线 过 圆心 , 因此 过 卫 的 椭圆 切线 与 加 的 切线 重合 , 即 
园 与 椭圆 相 切 ， 


685. 精 加 各 + 入 二 1 对 中 心 张 直角 的 弦 伍 与 圆 
2 二 = 本 二 53 相 习 . 
[证 一 ] 设 椭 回 -入 -+ 入 一 对 中 心 张 直角 的 弦 的 问 点 PP、 的 极 坐 标 - 


为 (ps 0)、 (ps, a 则 其 直角 坐标 为 (or 0s 9, pi sin 9)、( 一 prsin 9， 


pa cos 0)， 进 而 直线 PQ 的 方程 为 
《pi Sin 0 ~ ps cos 0)7— (pl GOS 0 十 p3 Sin Oy 十 plp3 一 0， 


于 是 中 心 到 直线 Po 的 距离 
Dip3 
Vv (pl SIn Py cos 0)+ (p10s0+ po sin 5 -A 


点 忆 在 椭圆 上 ，.'".。 52p? cos?0 十 0 pi sin? 0 = 2b2, 


g2p2 2p92 
从 而 “Ai 一 Dom Taam 同 理 , 有 P= D7 on Ot+e co 0 


J PD oO "EE t 
， 一 po 所 以 椭圆 纺 P8 与 加 2 二 六 -和 相 切 


CC 
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[证 二 ] 设 在 椭 贺 中 心 0 张 直角 之 弦 的 方程 为 x cos 9 十 y sin9==p， 驴 
的 两 端点 为 了 、@. 根据 提要 (3.130), 两 直线 0P、09 的 方程 为 : 
reos0O+y sing ) ， 
DP 
即 pm + 2 ) = 0 (8 COs 0 4-2ry sin 0 cos 0 + gin20Y, 
OP [O09, .. pa?2-+602) ~— a 00s 0+ sin? 0)=0. 


a2b2 9 
入 一 pe 疏 Pe8 与 圆 2 95 相 切 . 


686. 设 TT' 是 椭圆 的 任 一 切线 介 于 长 轴 两 端 切线 47、 4 
间 的 线段 , 则 以 了 7" 为 直径 的 圆 必 过 焦点 了、 


[分 析 ] 可 先 求 出 以 TT 为 直径 的 圆 方 
程 ,然后 验证 了、F" 在 贺 上 ， 或 者 证 明 了 2 


的 中 点 0 到 两 焦点 距离 为 元 |77'|. 
[证 一 ] 设 粮 圆 在 直角 坐标 系 中 的 参数 


wa CO0S 了 


方程 为 ，_ sin 9 过 豁 加 上 任 一 点 


(a cos 9,b sin 9) 的 切线 方程 为 35 +& Sa4 ~ 了 因为 长 轴 两 端的 切 


线 方程 为 23 一 中 二 0, 故 T、T' 的 坐标 为 
: b(1 ~—eosO) _, b(+cos0) 
(0, Sin 让 ET 
以 TT' 为 直径 的 图 方程 为 
已 寺 一 cos 0) _ Lb(il+eos 0) 


sin 9 , Sin 1 
WG0 w+a ? 
即 CC 2 te §)(v-b tet 于 )=0. 


将 焦点 五 (c 0) 的 坐标 代入 方程 左 端 , 因为 
(c—a)(et+a) +o =0 —a +=0, 
故 卫 在 加 上 ， 同 理 , F' 也 在 圆 上 . : 


[证 一 ] 设 切 线 方程 2 Ye 一 1 写 y 轴 的 交点 为 0, 它 的 誉 标 … 


也 
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是 (0, 2 太 ) 故 点 0 又 是 线段 ZZ' 的 中 点 ， 


|GF'| = 2+( -了 ~VOTbrosD, 
ICF|=Y 2+ (= 三) 一 Ac 十 D2cso2O0 
下 本 11-M + ) VB 


一 人 Wa2 一 D2 十 b2csc30 一 Ac 十 D2csc20 
10F|~1CF'| = 二 |77'|, 即 也 、F" 在 以 TT' 为 直径 的 加 上 . 

下 说 明 ] ”证 四 点 共 圆 ， 可 证 四 点 坐标 满足 同一 圆 方程 ， 因 而 关键 是 求 出 
此 圆 方程 ， 除 此 之 外 , 有 时 可 利用 二 次 曲线 系 方程 , 与 一 般 二 次 方程 为 贺 
方程 的 充 要 条 件 推 求 . 另外 也 可 利用 四 边 形 对 角 互补 或 圆 等 定理 的 着 定 
理 来 证 明 耻 点 共 加 

”687， 设 了 为 椭 贺 上 任意 一 点 (但 非 顶点 ), 过 卫 引 梢 圆 的 切 
线 和 法 线 , 分 别 交 椭圆 短 轴 所 在 的 直线 于 了 和 5S.。 求证 ， 椭 圆 
的 两 个 焦 感 Fi、 Fs 及 卫 48、 了 五 点 共 圆 。 


[证 ] 设 椭圆 方程 为 所 + 所 一 也 过 精 加 


上 任 一 点 Pa cos0, bsin0) 的 切线 方程 为 
bx cos0tay sin 0 一 qb 二 0, 法 线 方程 为 


QT or 
cos sin@ | | 
政 它们 与 短 轴 交点 为 
zi 二 Da - 划 ) 
入 pp 一 (- 5) (< Sin 9 )~ 一 上 ， 


“. 焦点 Fa 和 点 卫 都 对 ST 张 直角 ， 同 理 ， 及 对 ST 也 张 直角 . 因此 
P、 i、 在 以 ST 为 直径 的 圆 上 , 即 fi、 Fo、P、S、T 五 点 共 贺 ， 
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688.， 如 图 , 4B 和 QD 是 椭圆 4 十 如 -1 的 两 弦 , 且 i= 
<2. 求证， 和 4、C、B、D 四 点 共 图 ， 


[分 析 ] 和 欲 证 妇 4、 B、C、 DD 四 点 共 圆 ， 只 需 
找到 过 这 四 点 的 一 个 圆 方程， 利用 4B、CD 
两 直线 方程 ,根据 提要 (8.72) 可 得 过 4、B,0.、 
D 的 二 次 曲线 系 方程 ,适当 选取 参数 入 , 即 可 
得 过 这 四 点 的 圆 方程 . 

[证 ] 人 l= 4L2, 故 4B 和 CD 的 倾角 之 和 为 wr, 斜率 jsp 一 kop。 
霹 设 直线 4B 的 方程 为 ww 十 1 十 1 一 0， 则 CDP 的 方程 为 mz 一 my 十 ==0， 
于 是 过 椭 图 bz +4ay 一 0D 一 0 与 两 直线 AB、0OD 的 四 个 交点 的 二 次 旧 
线 系 为 


(mz 二 + ng 二 + 有 1) (mg— ny ls) + ADID + ay? — ab?) =0, 
B QD tm A n+ mt rtnd y+ — Mb = 0, 
令 4 一 各 ,有 0 十 40 一 一 十 Ma? 古 0, 则 此 二 次 曲线 为 一 个 贺 , 帮 4、 
B、O、D 四 点 共 四 . 


689， 求 证 ， 条 加 全 十 名 -1 上 三 点 的 焦点 半径 成 等 基数 


列 的 充 要 条 件 是 这 三 反 的 模 坐 标 成 等 差 数列 


[证 ] 必要 性 ， 设 椭圆 上 三 点 为 Pw 级 )、@(22, Ya)、R(ze, Ye), 不 
妨 设 下 是 右 焦点 ， 则 |FP|=a~ewm, |FQ|=a 一 ero, [FR|=4~exs。 因 
为 1FP|、|FQ|、|FER| 成 等 差 数列 , 所 以 3791=1FPI+I5BR|， 即 
2(a 一 e023) 一 (4G 一 ew1) 十 (4 一 ext3)， 得 3222 一 01 十 X39, 故 轴 、zo、 Xs 成 等 差 数 
列 . 

充分 性 : 因 XL、 za、 zs 成 等 差 数 列 , 故 2 一 和 十 Za. 

则 IFP|+|IFR|I=a—erit+a~ ers=24— e(r+ 0) 
一 2 一 2623 一 (0 一 223) 一 3 
即 三 焦点 半径 |1FP|、|F@|、| FR| 成 等 差 数 列 . 


690， 若 椭圆 之 两 切线 平行 ,求证 这 两 切 点 与 中 心 共 线 ， 


i 


| 好 .到了 


." 本 向 最 星相 


837. 证 明 题 421 


[证 ] 设 椭圆 方程 为 竹 -+- 比 =1, 有 两 切 点 (zu g) 和 (ma, go)， 过 这 


% 


+ 名 -~1， 已 知 两 切线 平行 ， 


号 2 
om br ye 健一 -此 一 为 亦 即 (zi g) 与 (22, yo) 在 直线 y=hr 


gy Q2011 ” Ta 


上 .而 直线 y==kz 过 椭圆 中 心 , 故 中 心 与 两 切 点 共 线 ， 


691。 求 证. 过 椭圆 系 一 7 十 和 一 1(a 为 定 什 2 为 参数 ) 通 
逢 上 端的 切线 必 过 -定点 


[证 ] 因为 通 径 上 端点 卫 的 坐标 为 (o 过-), 椭 加 过 点 的 切线 为 
pb2 


zy 
-> pr ™ , 即 cx 二 ay 一 2=0， 等 式 V 42 一 27 十 ay 一 4 一 0， 对 于 一 


os 


、 z=D t=0 、 
切 允 许 的 5 值 都 成 立 ; 令 { 6s_0 即 1 _。 故 切 点 得 过 点 (0, 0). 


同样 ， 过 另 一 通 径 上 端 ( -<，-- ) 的 切线 也 恒 过 点 (0, o). 
692. 已 知 一 把 Polwo, Yo) 与 精 圆 - 写 十 - 拓 -| 求证 : 
(1) 当 Po 在 棋 圆 外 时 ，- 轰 如-1>0 
(2) 当 Po。 在 椭 加 内 时 ，- 人 ~1<0. 


[证 一 j Ev 当 忆 在 椭圆 外 时 , 洛 |zol > 
00 ZX0 , Yo 
风 | > 十 > 治 |zo| <w， 
则 直线 zx 一 zo 与 精 圆 有 交点 ， 设 为 已 4zoy )， 
于 是 19% | > ly 1, 


x0 ， V6 
+ - -1>—0- 名 + 区 -1= 一 0. 


故 当 点 Po 在 补 圆 所 + 入 -1 外 时 ， 加 + 如 1>0. 


b’ 
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(3) 当 点 Pokzo，%o) 企 椭 图 + 如 1 内 有 时, 则 |zo| <a, 直线 Y= 二 
与 椭圆 有 交 后 ，1 设 为 P' (wo, y'), 则 [yo = |y |， 


“ 号 + 妇 -1< 呈 + 儿 -1=0 
[证 二 ] 连接 0、 Po 与 椭圆 交 于 点 书 设 点 书 的 坐标 为 人 ，y )。 
GD Po 在 椭圆 外 ， .|zo1>> 2， [yol> |y1。 
故 号 + 和 攻 -1> 瑟 + 打 一 10 
(3) ‘. Po 在 精 国内 | zol 天 ji {yol < |y 
故 区 + 如 -1< 乒 + 信 ~1=0. 


693， 试 证 ， 椭 圆 的 两 共 轿 直 和 色 与 一 准 线 所 成 的 三 角形 的 垂 
心 必 为 与 该 准 线 对 应 的 焦 抬 ， 

[证 ] 设 椭圆 方程 为 与 十 与 所 1 ,对 于 任 
一 直径 y=z， 居 扩 开 要 (5. 38) 它 的 共 轿 直 

径 方程 为 y= 一 一 


ee ) 过 与 共 
冰雪 径 垂直 的 直 = So) + 


直径 与 准 线 所 成 的 三 角形 OP4 中 , x 轴 是 垂直 于 准 线 的 高 , 故 垂 心 即 i 与 
7 负 的 交感 《c, 0), 即 右 焦点 。 对 于 左 准 线 , 则 垂 心 为 左 焦 点 (一 c, 0). 


694， 求 证 ， 椭 贺 两 准 线 上 任意 一 点 的 切 点 弘 各 过 一 定点 . 


[证 ] 设 椭 罗 方程 为 -等 十- 如 -==1, 准 线 5= -和 上任 一 点 为 (全 ,yo) 
过 此 点 向 精 国 引 雪线, 所 得 切 点 号 方程 


Y= LT | Yo _ 


(bz 一 be) 十 yy 二 0， 和 欲 使 其 对 任何 % 均 成 立 , 只 要 
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{00 到 | ,0 


故 准 线 上 任 一 点 的 切 点 弦 均 过 焦点 (c, 0)， 同 样 , 对 于 左 准 线 上 任 一 点 的 
切 点 弱者 过 左 焦点 (一 6, 0). 

695. 求证 ， 椭 圆 的 任 一 内 接 或 外 切 正三 角形 的 中 心 不 可 能 
与 椭 阅 中 心 重合 . 

[分 析 ] 命题 结论 以 否定 形式 出 现 , 故 可 用 反 证 法 证 明 ， 椭 圆 中 心 是 互 
相 垂 直 的 两 对 称 轴 的 交点 , 而 正三 角形 的 中 心 则 不 是 ， 如 果 假 定 两 中 心 重 
合 ,必然 与 对 称 性 有 矛盾 . 

[证 ] (1) 设 椭 贺 内 接 正 三 角形 的 中 心 与 裙 圆 中 心 重合 , 则 正三 角形 的 
外 接 圆 与 椭 回 同心, 并 且 它 们 有 四 个 交点 ， 根 据 对 称 性 , 这 四 个 交点 是 抵 
形 的 项 点, 但 正三 角形 三 个 顶点 不 可 能 都 是 矩形 顶点 , 因此 两 中 心 不 能 重 


-~ 
上 ， 


《3) 若 椭 图 和 + 杂 了 一 的 中 心 与 其 外 切 三 角形 的 中 心 重合 , 则 中 心 到 
三 边 的 距离 相等 . 没 三 边 的 世 尽 为 (%, Y) =1, 2， 则 三 边 方 程 为 
2262 二 02 一 0 ， 精 圆 中心 到 三 边 的 距离 为 一 一 一 一 一 一 - a 于 是 得 

bz yg? bm2 | og = bm2 aly? 
” ap=D(0— ot), bin? taiy? = ba cp2) 
因此 代 二 %3 二 293， 但 椭 加 上 横 坐 标 绝对 值 相等 的 三 点 中 , 必 有 两 点 是 关于 
中 心 对 称 的 , 它们 的 切线 互相 平行 ; 但 三 角形 中 不 可 能 有 两 边 互 相 平 行 , 所 
以 两 中 心 不 可 能 重合 . 

[说 明 ] 在 (34) 的 证 明 中 ,并 未 用 到 “正三 角形 ”的 条 件 , 这 实际 上 证 明了 

更 广泛 的 命题 ,“ 椭 图 任 一 外 切 三 角形 的 内 心 不 可 能 与 椭圆 中 心 恒 合 ”. 


8S8. 轨迹 题 


696. 一动 点 到 两 相交 定 直 线 的 距离 的 平方 和 为 定 值 , 求 此 动 
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[ 分析] 两 直线 的 交角 平分 线 是 互相 垂下 
的 , 用 来 作为 坐标 轴 , 能 使 两 条 直线 方程 易于 
表达 , 求 轨迹 方程 就 较 方便 . 

[ 解 ] 取 两 定 直 线 交 点 0 为 原点 ;以 它们 的 
角 平 分 线 为 两 坐标 轴 建 立 直角 坐标 系 。 于 是 
可 设 两 定 直 线 方 程 为 Y= 土 hz,，(%>>0)， 若 


Pls, ) 为 轨迹 上 任意 一 点 , 则 (\ 计 入 的 】 十 (- 才思 ) 一 op (mp 为 


定 值 )， 化 简 得 3t2z? 十 2%2 一 om2(1 十 i2)、 故 所 求 轨迹 为 酉 圆 ， 特 别 地 ， 当 
k= 时， 轨迹 为 圆 ， 

637， 求 与 已 知 圆 相 切 , 且 过 圆 0 内 一 定点 4 的 圆 的 圆心 轨 
迹 . 

[ 解 ] 以 0 为 原点 , 04 所 在 直线 为 “ 轴 建 立 
贺 己 过 点 4(a, 0) 与 圆 0 相 切 于 9， 圆 0 的 广 
程 为 2 十 纺 =7? (7 >>0). 

IOPI+ 1P41= 10P| 二 1P@1=* 为 定 值 ， 
由 桶 加 定义 可 知 , 点 卫 轨 迹 为 椭 贺 ， 它 的 
中 心 在 04 申 点 (号,0), 焦 距 为 a, 长 轴 为 +。 故 所 求 轨迹 方程 为 
3 
3) vv 
7 3 7 \2 3 
(3) (9) -(® 


2 2 


698， 八 4BO 三 边 a>>8>6o 成 等 差 
数列 ，4、O 坐标 分 别 是 (一 1，0)、 
(1, 0), 求 顶 点 B 的 轨迹 . 

[ 解 ] 设 BCw, 为 轨迹 上 任意 一 点 ，…… 
a、b、C 成 等 差 数 列 ，,. 4a+c 二 25, 期 |BC| 
+184|=2|4C|=4， 由 杭 圆 定 义 可 知 , 点 
8 在 焦距 为 3, 长 轴 为 4, 以 4、C 为 焦点 的 
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椭圆 上 ， 其 方程 为 守 + 妇 =l. “a>b>e, .a>6, 即 1BC|>|AB|, 
亦 即 (2 一 1)2 寺 2>> (zx 十 1)24+tR， 解 得 zx<0，。 .点 BB 轨迹 是 左 半 李 


圆 ， 代 十 区 -1 《zw<0), 其 中 应 除去 点 (一 2, 0)， 


699. 求 椭 圆 上 一 把 和 过 这 反 的 法 线 与 长 轴 交 点 间 的 线段 被 
分 成 入 红 一 入 的 点 的 轨迹 (0< 和 < 了 D， 


[分 析 ] 一 条 线段 的 定 比 分 点 决定 于 这 条 
线段 的 两 个 端点 及 定 比 的 比值 。 现 比值 已 给 
出 ， 和 


[ 解 ] 设 椭 加 的 方程 为 ” 乌 -+ 舅 =1, 


M (ao go) 为 精 贺 上 的 点 , 则 -加 -二 .多 ~ 二.@,， 过 点 了 椭圆 的 法 线 方程 为 
Gyor ~— broYy = (a — pa 当 y= 时 ,qiyox 二 (a? 一 5”)zoyo， 显 然 Yo 寺 0 
(否则 法 线 与 + 轴 重 合 ), 收 2 一 《一 名 ， 可 法纪 与 长 由 的 交点 允 的 人 
标 为 (< 各，0)， 设 分 线段 WN 成 定 比 了 二 的 点 为 Pz, 切 )， 


MP 和 
一 一 一 一 一 ~ 上 员 
py “Tx 则 
> 《a? ~ pb?) wo 
_ wo 十 1] 一 mw3 (a2 一 PAN mo 
人 a ? 
Y= 全 = (1—A)yo 
1+—7 / 
， “> b>, J 00 一 DA 人 十 0 
由 以 上 两 式 解 得 2% 二 - -2 yo= 一 一 ， 代 入 @, 得 
2 / 


(= 避 到 1 


u 


故 所 求 的 轨迹 为 一 椭圆 ，. 
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[说 明 ] 求 一 动 线 段 的 定 比 分 点 的 轨迹 方程 , 一 般 均 可 如 本 题 一 样 , 选 
取 适 当 的 参数 后 , 将 动 线段 的 两 端点 的 坐标 用 参数 表示 , 然后 利用 线段 的 
定 比 分 所 坐标 的 公 TN 得 所 求 轨 迹 的 参数 方程 消去 参数 ， 了 即 得 轨迹 的 普 
进 方 程 . 


700. 过 椭圆 -上 5 十 -= 工 上 任意 一 点 ML, 作 # 轴 的 垂 线 , 生 
足 为 入 .、 求 线段 MN 中 后 的 轨迹 方程 . 
[ 解 ] 设 点 了 L 的 泽 标 为 《zo, 4), 则 点 对 的 坐标 为 (zo, 0), 且 
加 二 1…Q@， 又 设 线段 MN 习 的 中 点 坐标 (人 幼 , 则 xz 一 oo Y=- 名 代入 
0 即 得 所 求 的 轨迹 方程 -区 -二 tl. 
(3) 
701， 求 过 梢 圆 -所 十 -多 =- 工 一 焦点 的 疙 的 中 点 轨迹 方程 


[ 解 ] 设 靖 园 一 所 + 妇 =1 的 一 焦点 的 坐标 为 (c, 0), 过 此 焦点 的 弦 所 

在 的 直线 方程 为 y==k(% 一 0)…@，@ 代 入 椭圆 方程 ,并 整理 得 
《2 十 02827223 一 2020127 十 Q2132c2 一 0202 一 0 
其 判别 式 大 于 符 ， 故 方 和 有 两 实 要 oo, 且 mut 225， 设 过 
此 焦 扩 的 弦 的 中 点 坐标 为 人 2, 力 , 则 “一 5 四 ， 当 zc 时 ,由 人 @ 
可 得 4 一 一 一 代入 四 , 并 化 简 为 
(£2—0c) Vir? ap — bor) =0 
”Zz 一 Cc 大 0, 即 得 502? ay 一 53c4 一 0.…@). 

当 过 焦点 (c, 0) 的 弦 所 在 的 直线 方程 为 x=c 时 ,此 弦 的 中 点 即 为 (6, 0)， 

其 坐标 仍 满足 方程 @, 故 方程 @ 即 为 所 求 的 轨迹 方程. 


?02. 0D 是 和 椭圆 长 轴 4'4 垂直 的 弦 , 求 两 直线 4'0 与 4D 
交点 了 的 轨迹 . 


[ 解 」 黄 椭圆 方程 为 入 + 如 =1. 囊 线 0D 的 方程 为 4=wo, 点 0、D 
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的 坐标 分 别 为 (Xo, yo) 和 (xo， 一 yo)。 则 
名 + 如 1 0. 
直线 4C 和 4D 的 方程 分 别 为 


(zo a)Yy=yolr+ 0)…, 
和 (ac — xX0)Y = J —0).…(8. 
2 


从 人 @、 @@ 解 得 ，m=- 思 ，%= 时 代入 ,并 化 简 得 每 一 牛 一 1， 所 求 
轨迹 为 双 曲 线 


703. 椭圆 和 + 如-1 上 一 动 点 @ 的 切线 交 长 、 短 轴 于 &、 


S 点 ,过 RS 分别 作 长 、 短 轴 的 垂 线 ， 求 此 两 垂 线 交点 卫 的 轨 
迹 方程 ， 
[ 解 ] 设 点 8@ 的 坐标 为 (xmo, Yo), 则 


2 pb? 

过 @ 的 切线 方程 为 

+ tb 

0 Yo 

(显然 ,coyo 守 0)， .… a 08=- -六 ， 设 点 书 的 坐标 为 (2, 9), 则 

Q2 2 0 0 . 4 2 \ 
TT yo’ 即 Vo rm Yo g . 代入 也 ， 得 m3 十 2 1, 即 为 
所 求 的 轨迹 方程 

704、 从 椭圆 25 十- = 的 焦点 向 它 的 动 切线 引 重 线 ,求生 
足 的 轨迹 


[分 析 ] 取 离 心 角 9 为 参数 , 设 切 点 坐标 为 (a cos pg， 5 sin p), 容易 写 出 
动 切线 方程 和 相应 的 垂 线 方程 ， 从 这 两 方程 中 消去 参数 儿 即 得 夸 足 的 轨 
迹 。 或 利用 椭圆 的 性 质 , 借助 平面 几何 有 关 知 识 也 易 求 得 轨迹 . 

[ 解 一 ] 设 切 点 为 8Ca cos 9, bsin p), 则 椭圆 的 切线 9P 的 方程 为 
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bx eos 9 十 ay sin pp 一 0D… 人 个 ; 过 右 焦点 本 (ec, 0), 垂直 于 切线 9P 的 直线 
五 3 疡 的 方程 为 az sin p 一 By cos pg 二 a0 SINn pp…， 人 由 ?十 人 得 
D2x2 cos’ g 十 5202 cos? p+ a sin? g -a2y? sin? p= a2b? + a2c? sin? gy, 
即 (22 + 2) (0 cos p+ osin2g) =a2[b? (a?— b?)sin? gp] 
一 0Q2(D2 00s g++ a?sin? 9). 
但 b2cos? ga?sin?g 和 天 0，.， 又 十 急 二 0 即 
恒 足 轨迹 为 大 辅助 圆 
[ 解 二 ] 如 图 , 已 是 焦点 加 在 切线 QP 上 
的 射影 , 其 中 @ 为 切 点 , 延长 EP 与 P10 的 延 
长 线 交 于 放 ， 由 椭 贺 的 性 质 ， 人 M9OP= 
LHP, x FoP LQP, .. IOM|=|Q9F,|. 
[FIQI+ |FR|=24, .. IFIM|=2a. 
义 “. DP、0 分 别 是 22M 与 iFs 的 中 点 ，."，10P|=a。 故 点 PP 轨迹 是 
以 0 为 圆心 ，a 为 半径 的 圆 ， 22? 十 包 一 03. : 
[说 明 ] 同样 的 结论 对 双 曲 线 也 成 立 ， 


705， 求 椭圆 3az2- 二 ay 一 a253 的 焦点 Fa(e，0) 关于 动 切线 对 
称 的 点 的 轨迹 方程 

[ 解 一 ] 设 橱 圆 j2z2-+aa2=a203 的 焦 
点 玛 (6, 0) 关于 点 QCa cos p,，b sing) 处 
的 切线 二 2 和 十 -8 多 一 】 的 对 称 点 为 
Pls,). | 


FsP 的 中 点 (人 3, 参 ) 在 切线 上 


b+ Tosp+ae sin P=40:…0); 


六“” Fo3 忆 与 切线 垂直 ，,… (一 b eos py 二 asin g(x 一 c) 一 0, 即 
~ a(x+o)sin pg —by cos g=2ac8in ppG) 
由 @、@ 得 
ro 一 2204- cos p+ac Sn2o) 一 20(pcsSimp cos gp —ab sin P) 
5 eos 站 十 az Sin2m ? 52 cos’ pg +a? Sin2 om 
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。 ($+ce) + = 4 .。 轨迹 是 以 Fi(—o, 0) 为 中 心 ， aa 为 半径 的 
图. 

[ 解 二 ] 延长 了 1@ 交 过 垂直 于 过 的 切线 的 直线 于 了，“.”@@ 的 切 
线 一 等 分 ZF20P，."，P 了 为 为 关于 切线 的 对 称 点 ， 而 |F1P|= 2ag| 
+ 18P|=|F18| 圭 18|=24，.“. 轨迹 为 以 有 为 中 心 , 36 为 半径 的 图 

(z+0)? + =407. 


706. 求 杠 圆 - 写 十 寻 = 工 的 一 个 焦点 了 3(6，0) 关于 动 法 线 


的 对 称 氮 的 轨迹 方程 . 

[分 析 ] 因 过 9 的 法 线 平 分 CFan9Fs， 故 
Fa 关于 法 线 的 对 称 点 己 必 在 Ti 上 ,过 后 且 
垂直 于 法 线 的 直线 与 了 18 交点 的 轨迹 即 为 点 


Br 
-二 
me 《| 
[ 解 ] 设 点 Q 的 坐标 为 (a cos 9, 5b sin gp)， 


则 直线 F1Q 的 方程 为 BC2 十 c)sin pgp 一 ay cos 9 一 20 人; 过 了 与 法 线 垂直 
的 直线 为 bx cos p 十 ay sin p=bc eos pp… 思 .从 凶 人 得 


Sinp _ Cosgp _ 1 0 
bc—7) ay /Boa C0, yO). 
代入 人 心 , 得 


53(c3 一 23) 一 a202 一 土 cyADICZ 一 2)5 十 02y2 ， 
即 (top — ben)? = 0 [os—0)? + oy ].® 
当 动 法 线 过 焦点 了 2Cc, 0) 时 , 为 轨迹 上 的 一 点 ,，《c, 0) 满足 方程 @, 故 
方程 @ 即 为 所 求 的 轨迹 方程 . 

707， 设 也 是 椭 贺 bw2+a2y? 一 020? 上 的 动 点 ,Q 是 椭圆 的 畏 
助 圆 o2 十 妇 = 3 上 关于 了 的 对 应 点 , 求 过 P、@ 分 别 引 所 在 曲 
线 的 法 线 的 交点 轨迹 . 

[ 解 ] 设 点 卫 的 坐标 为 (wa cos 9, bein 96), 则 点 @ 为 (a cos9, asinb0)。 
梢 加 过 点 P 的 法 线 方程 为 ax sinO — by co80= (a —b)sin 0 cos0...0. 


圆 的 过 点 8 的 法 线 方程 为 yc080=xsin9.…@，。 回 代入 @， 得 
(a—b)rsin0=(q?—b?)sin0 cos0; 当 sing 关 0 时 ,z= (二 0) co0s 0.. ©. 
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国 代入 @, 得 ycos6=(a+5)cos0sin0; 当 cos 0 到 0 时, y=(atDb)sing 
由. 由 国 、 引得 丸 二 即 =(c 二 D)2. 当 sin9=0 时 , 两 法 线 重合 于 zx 轴 ; 
当 cos 0 一 0 时 ,两 法 线 重 合 于 gy 轴 。 故 所 求 的 轨迹 为 圆心 在 原点 、 半径 为 
a+b 的 圆 , 以 及 两 坐标 轴 . 


?08， 过 椭 贺 上 动 点 卫 作 切 线 , 求 过 中 心 垂 直 于 切线 的 直线 
写 过 点 了 平行 于 短 轴 的 直线 的 交点 Q@ 的 轨迹 . 


、 | 
[ 解 ] 设 裙 加 方程 为 他 十 妇 一 1 点 忆 


的 坐标 为 (a cos 9, b sin 0)， 则 过 点 书 的 切 
线 1 的 方程 为 bx cos0-ay sin90=ab，、 因 
为 0 5 下 直线 08 的 方程 为 az sin 6 一 
by eos 6 一 0.…(D。 又 过 点 卫 目 平行 于 短 轴 
的 直线 方程 为 z=a oos 9.…. 四 代入 四， 


得 y~ 了 sin 6, 或 cos9=0， 故 所 求 的 轨 


r= C0080 
六 和 为 2 
: Y 一 一 sin 0 
迹 为 一 椭圆 和 短 轴 所 在 的 直线 ， 
[说 朋 ] 当 点 卫 运 动 到 短 轴 的 两 端点 时 , 两 直线 重合 于 短 轴 所 在 的 直 


线 2Z 一 4 改 把 整 条 直线 奢 作 两 直线 的 交点 的 集合 . 


709， 设 @ 为 椭圆 气 - 十 -5 -= 工 上 的 动 点 ,但 非 短 轴 端 点 ,过 
@ 的 切线 与 过 点 了 (0, 5) 的 切线 交 于 有 求人 BQR 的 垂 心 且 的 
轨迹 方程 


[ 解 一 ] 设 动 点 纺 的 坐标 为 (zt 4)， 则 
91 十 02Yy1 二 0262.…….( 了 DD)， 过 9 的 切线 方程 为 
otayy 一 00202, 与 yy 二 0b 联 立 , 解 得 交点 


的 坐标 为 (全 ?一 9， 5)， 没 H(z, 幼 
21 
为 人 BQR 的 重心 ，… 五 区 LB9 


(9 为 参数 )， 即 CE 其 轨 
2 
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又 z 一 mr， 四 代入 @, 化 简 得 办 0 一 入 @， 把 @、@ 
代入 @, 整理 得 oz 十 2(y 一 D)2 一 吧 ， 即 为 重心 瑟 的 轨迹 方程 . 
[ 解 二 ] 设 点 9 坐标 为 (a cos p, bsin g), 过 点 日 的 切线 方程 为 地 cos 
6 


+ 这 sing 一 1， 过 人 BOR 顶点 BB 的 高 为 二 sin 一 立 c0s8 一 一 一 Cosg 


…G; 过 顶点 @ 的 高 为 =a cos p… 公 ， 直 线 四 与 回 的 交点 即 人 BQB 的 
垂 心 号 .从 田 与 @ 消去 参数 wo 并 注意 到 2Z 关 0， 即 得 垂 心 豆 的 轨迹 方程 
Q373 十 bp3a(Cy _ D)3 一 Q4 


710. 设 P、Q 是 椭圆 入 + 如 =1 的 两 共 生 直径 的 端点 , O 


为 椭圆 中 心 , 试 求 AOPQ 的 垂 心 的 轨迹 方程 . 


[ 解 ] 设 点 书 坐 标 为 (a cos o, b sin pg), 则 
所 人 坐标 为 -asin gp, Dcos 9p)。OP、09 的 
斜率 分 别 为 

bsinpg _ bceosg 

acosg” gsing’ 
故 过 已.4 引 0O8、OP 的 重 线 PAH、 五 的 方程 
分 别 为 : 


ax sin 9 ~ bYy cos 0 一 《0 一 D2)8in 9 co08 pp 人， 
ax cos p+ by Sin 9 一 一 (9a2 一 DJ)8in gy cos 9..@, 
由 十 包 , 得 (az ~ by)cos p+ (ar+ by)sin 2 一 0， 
当 p 寺 -本 时， 
cosg _ sing VV cos’ p+ sin2 0 
bytar by~ar ~ V2(Ca2w?t by2) 


Wtar ginp—. ortoy 
士 V3(a2z2 + biy?) + V3(air’ + 0)" 


COS P= 


代入 加 , 得 
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azx(ar + by) by(by —ar) 
V32(a272 + by?) V2(a2w? + b2y3) 
加 加 D202 一 Q222 
一 干 《aQ“ b ) er pray’ 
化 简 得 30 0 + 60) = (0 ~— 0b) 0? 一 0272)2， 
此 即 所 求 的 轨迹 方程 。 当 95- 时 (mn€J)，P、@ 分 别 位 于 zy 轴 上 ， 
改 人 0PQ 的 垂 心 为 原点 , 也 满足 轨迹 方程 . 


?11. 设 椭圆 的 外 切 矩 形 CDD'O’' 的 边 与 椭圆 的 对 称 轴 平 行 
将 半 长 轴 04.、 半 短 轴 0B 分 别 分 成 相同 的 等 分 ，04 的 等 分 点 
在 BO 上 的 射影 为 P, 0B 上 对 应 的 等 分 点 为 @, (0OB 上 和 自 0 
算 起 , BC 上 的 和 自 C 算 起 ), 则 4P 与 48 的 交点 在 椭圆 上 . 

[证 ] 建立 坐标 系 如 图 , 设 104|=a， 
10B| =b. 点 Pi 的 誉 标 为 (4 一 Ma, 5), 点 @ 
的 坐标 为 0, hb), 其 中 和 == 二 《04、0B 雹 
分 成 等 分 , i 一 0, 1，…, n)，4P, 的 方程 
为 8(z 一 @) 十 Aay 二 0… @，40, 的 方程 为 
Ab(z+a) -ay==0.… 回 从, 回 消去 参 
数 和 得 多 = 一 襄 0-0， 即 往 + 妇 =lL 

[说 明 ] “本题 结论 为 画 椭圆 的 一 种 方法 . 

Y12， 求 证 两 动 直线 -过 一 攻 上 + 一 0 和 也 十 蕉 一 1=0 交点 


的 轨迹 为 椭圆， 并 证 胃 化 一 直 匀 这 点 的 离心 角 为 4mr+ 
2arco 怒 1 (neEy). 


[证 ] 两 动 直线 字 - 一 分 +t=0 和 之 + 牙 一 1=~0 的 交点 坐标 为 


_ a(l]—#) 
全 1 十 如 
201 

4 一 Ti? 
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此 即 轨迹 的 参数 方程 ， 令 t 志 思 , 即 p=2nx +2are 霹 t 《neJ), 则 


到 
{ 一 ? 消去 参数 9 即 得 轨迹 的 普通 方程 2 -其 =1 轨 这 为 
y=0b sing, 
椭圆, 且 两 动 直线 交点 的 离心 角 p=24r ++2arctgt (nEJ). 
718. 椭圆 的 长 轴 为 44,, 忆 是 椭圆 上 的 任 一 点 , 引 4Q 1 4P， 


4AQ1L4'P, AQ@ 与 4Q@ 的 交点 为 @, 求 点 @ 的 轨迹 . 


[ 解 ] 设 精 贺 方程 为 人 5 十 妇 -一 1, 则 点 4 


和 4 的 坐标 分 别 是 (4, 0) 和 (一 4, 0)。 又 俊 
护卫 的 坐标 为 (a cos 9, bsing), 40 上 AP， 
44L4P，.… 49 的 方程 为 


_ atcos0—~i),, 、， 
一 D Sin (2—a); z 
A'0 的 方程 为 y= ~ e084) (w+a). 两 式 相 乘 ,得 


凡 一 开光 过 (2 一 a2) 即 护 一 一 -入 (wa 羡 即 区 十 - 妇 -~1. 
Ea 
克 所 求 轨迹 仍 为 一 椭 团 ， 当 0~nm (lnéJ) 时 , 与 4 或 妈 重 合 ,点 


4 、4 为 轨迹 的 极限 点 . 
4. 设 4B 为 圆 O 内 长 度 不 变 之 动 弦 , 过 弦 两 端 分 别 作 直 
线 与 两 已 知 方向 平行 , 试 求 此 两 直线 交点 卫 的 轨迹 . 


[ 解 ] 取 圆 心 0 为 原点 ,以 过 0 且 平 行 于 已 
知 方 同 的 两 直线 夹 角 的 内 外 角 平 分 线 为 坐标 
轴 , 建立 直角 坐标 系 . 设 动 弦 4B 在 中 心 0 
张 的 角 为 2%， 作 4B 的 弦 心 距 00; 再 设 
《Oz, 00) 一 p, 圆 0 半径 为 R, 则 4.B 两 点 的 
坐标 分 别 为 44R cos(gp 一 0)，R sin (一 只)、 
B(R cos (p+a), Rsin(m+a))， 若 第 一 个 已 
知 方 同 的 斜率 为 m, 则 第 二 个 已 知 方向 的 斜率 为 ~m。 故 4P、BP 的 直线 
方程 分 别 为 ; 
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y—BRsin(g—a)=m[z— Rcos(p—a)j:.0, 
y—Rsin(g+a)=—m[z~—Rcos(p+a)]'®, 
从 加、 钙 消 去 参数 pg: 四 二 名, 得 
y=Rsin of 一 和 Sin g++ cos a)...®, 
(中 一 锯 , 得 mir= Cos gsin a+m cos a) (yg; 
是 由 得 
ME 
FR(sna+meosa) Ri(cosa—m sin a)? 


故 所 求 点 了 P 卫 的 轨迹 为 椭圆 . 
715， 设 椭 司 邱 十 姓 =1 的 两 共 斩 直 径 的 端点 为 @ BR， 当 


以 忆 在 椭圆 上 运动 时 , 求 椭 圆 中 心 在 QB 上 的 射影 的 轨迹 方 
程 . 

[分 析 ] ”者 直径 的 一 端 为 @(c cos p, 5 sin 9g)， 则 与 它 相应 的 共 斩 直 径 
的 一 端 坐 标 为 RR( 一 a gin gp, 5 cos 2)， 从 而 可 
得 直线 BRg 的 方程 ， 又 设 轨迹 上 任意 一 点 P 
的 极 坐 标 为 4o, 90)， 则 直线 x cos0+y sin9=p 
与 OP 垂直 ， 与 BQ 重合 ， 由 两 直线 重合 的 
条 件 可 得 两 个 方程 ， 消 去 参数 p， 即 得 所 求 轨 
迹 方程 . 

[ 解 一 ] 设 @(Gc cosp，Dsin 9) 为 精 疼 上 动 直径 的 端点 ， 则 其 共 配 直径 
的 交点 坐标 为 BR( 一 a sin p，D cos 2)，( 参 见 第 633 题 )， 故 8B 的 直线 方 
程 为 


OB8in 人 一 Co8D) /. 
4(cos 0 十 Sin p) (~—a cos 9), 


C2 TY on Ya3 
BT 4 cos( 9+ I)+ p sin( p+ 人 ) 3. 


又 设 轨迹 上 任意 一 点 卫 的 极 坐 标 为 (p, 9), 则 过 点 P 且 与 OP 垂直 的 直 
线 方程 为 2 cos 9-+y sin g 一 p…@@， 因 直线 中、 加 重合 , 故 


4 一 D8n 0 一 


ee 
必 
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即 ‘os (p49)=E; 0 S1n (CO 9. 

两 式 平方 相 加 ,得 20?= a2 cos? 0 十 D2? sin2 9。 此 即 所 求 轨迹 的 极 坐 标 方程 ， 
化 为 直角 坐标 方程 即 2(0z2 二 0) 一 022 十 020， 因 化 直角 党 标 方程 时 ,方程 
现 巡 同 乘 以 六 故 需 拉夫 0， 亦 即 原点 (0 0) 不 在 轨迹 上 . 


?16. 求 椭圆 往 - 十 如 1 的 中 心 0 在 它 的 动 切 线 上 射影 的 


轨迹 方程 . 


[ 解 一 ] 设 Pa cos9, 5sin 引 为 炳 加 上 任 一 点 , 则 枉 辆 在 点 了 的 切线 
方程 为 bx cos 6 二 ay sin 0 二 ab.…@; 过 原点 人 


程 为 ar8in0 一 By cos06 二 0 四 ， 由 人 外, 句 解 得 81in 0= 


co8 0 一 


7 32 
了 “sin? 0+cos?9=1，.， 所 求 轨迹 方程 为 5 二 5 一 1 即 
(PTY =am roy, 但 222+. 

[ 解 二 ] 设 (p, 多 为 轨迹 上 任意 一 点 的 极 坐 标 , 则 过 这 点 的 切线 为 
jc0s 6+Y sin gg=p… 四 ; 若 该 切线 的 切 点 为 《4 cos p, 5 gin 9), 则 切线 方程 


为 一 一 人 十 给 人 一] @， 直线 轩 与 因应 重合 … 00s 0p 一 全 …@， 


sin 0= pe. “…@， 从 鲜 、 四 消去 参数 9, 得 p=q? cos?9-+b?sin?9， 此 
即 所 求 毅 迹 的 家 是 标 方程 
?717， 求 覃 圆 中 心 在 其 动 法 线 上 射影 的 轨迹 方程 . 


[ 解 ] 设 椭圆 - 往 - 十 -入 =1 在 动 点 (a cosg， 


b sin 9) 的 法 线 方 程 为 


Or by 2 了 9 
一 一 一 一 -~- 一 :以 —b ne 
cosm Slng 山 


其 中 p#- 又 Py) 为 轨迹 上 任意 一 点 , 因 
OP 垂直 法 线 , 故 OP 的 方程 为 十 os5 
一 0…@@， 从 四 与 四 解 出 
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1 _w(a?—b?) 1 一 %(a2 — 02) 


Cosp a(si-y)’ sing bls +9) 
03 十 9 和 \ 2 p2 
"08 9 十 sn 9 一 -攻打 (全 Zz pa 一 
即 点 忆 的 轨迹 方程 为 
(2 二 2200203 二 bz 人 = (0 — 6) T2207, 


当 9 一 -本 (26J) 时 ,法 线 过 原点 , 故 原点 (0，0) 也 在 轨迹 上 。 


?18. 椭圆 上 两 点 的 离心 角 之 差 w 一 8 一 定 ， 求 过 这 两 点 的 两 
切线 交 反 的 轨迹 《cx 一 B 关 (2n 十 切 m n€J). 


[ 解 ] 设 椭圆 方程 为 等 二 -每 =1 椭圆 上 两 点 的 离心 角 分 别 为 a、 B6， 


且 a 一 8 二 9。 则 过 这 两 点 的 切线 方程 分 别 为 bz cos wa 十 ay sin a=ab:…(@D, 
bx cos Bt+ay sin B=ab..@, OXcosB—®xXcosar, 得 
ay (sn a eos B— eos a sin B) 一 02(cos B— oos oo), 


即 y sin(a— HY) = 2b sin £3 sin 2 


显然 , sin < 直 0, 否则 两 点 重合 ， 又 a 一 B 生 (2% 十 1)n， 
0 .atpB 
5 3). 


Yo08 可 一 Sn 


b 
DxsinB—-@xsina, 得 bx(sin B cosa—sina cosB)=ab(sin B—sin a), 
即 28inka 一 6 一 20 sin 2 COS 号 


0 a+pB 
可 ‘(4). 


. 多 
a 2 


@'+@’ 得 1 


a2 soc? 5 z b? seoc? 可 
故 所 求 的 轨迹 为 一 椭 罗 . 
719， 设 椭 加 竹 - 十 -入 的 两 共 亏 直径 的 端点 分 别 为 P.Q， 


椭圆 中 心 为 0, 当 P、Q@ 在 椭圆 上 运动 时 , 求 以 OP、 0@ 为 直径 
的 圆 的 另 一 交 氮 的 轨迹 方程 . 


38. 轨迹 题 437 


[分 析 ] 取 点 卫 的 离心 角 9 为 参数 , 求 出 以 OP、09 为 直径 的 两 圆 系 
方程 ,然后 消去 参数 ， 
[ 解 ] 设 椭 贺 上 两 共 恩 直径 的 端点 分 别 为， P(a cos p，D Sin p 小 
Q( 一 a sin g, 6 cos 9p), 以 OP、08 为 直径 的 加 方程 为 : 
rr—acosp) YY —b sn 9g)=0..0), 
r+a sin mg) FYyY—b cos 9) =0.…®. 
从 人 @ 与 加 分 别 得 ， 2 十 六 ==ax cos 9 十 DY sin y…@@， 
2 十 纺 一 一 00 Sin g+by cos 9… 志 ， 
地 ?十 直 ?， 得 2(xz2 十 9%2)2 一 a272 十 D272 
此 即 所 求 的 轨迹 方程 ， 按 题 意 原点 0 不 在 轨迹 上 . 


420.， 求 椭圆 的 相互 垂直 的 两 切线 的 交 反 的 轨迹 . 


[分 析 ] 如 果 椭圆 外 一 点 确定 后 , 则 过 此 点 所 引 的 椭 加 两 切线 的 斜率 也 
被 确定 , 从 而 可 判定 此 点 是 否 在 轨迹 上 ， 因此 , 可 先 假设 动 点 坐标 , 并 用 其 
表示 两 切线 的 斜率 , 然后 利用 斜率 的 乘积 等 于 一 1 解 之 . 


[ 解 ] 设 楷 图 方程 为 等 -十 -和 -一 1 两 切线 的 交点 为 了 (xu go), 则 当 过 


点 书 的 切线 不 垂直 于 z 轴 时 ,其 方程 为 y 一 J 二 k(2 一 20),% 为 其 斜率 ， 以 
y==k(z 一 20) 十 gp 代入 杭 圆 方程 , 整理 得 
(a + 02) r+ Da yo — Rr) T+at Yo — Ero — b= 0., 
” 直线 和 椭圆 相 切 , 故 判别 式 等 于 零 ， 
好 asx’ (go — Kro)?— (oR ba (yo — kt) —0° 1=0, 
化 简 成 关于 天 的 二 次 方程 , (0@? 一 20) 避 十 2x0yok 十 如 一 奶 二 0, 由 于 点 了 在 李 
图 外 , 且 过 点 卫 的 切线 不 垂直 于 x 轴 , 故 方程 全 有 了 两 根 加、bo, 此 即 两 切线 


的 斜率 ， 因 两 切线 互相 垂直 ,所 以 加 "加 一 一 了 即 与 = 作 = 一 1 以 mg 


02 一 23 
代 换 Xo、 Yo 并 化 简 , 即 得 2 十 仿 二 0 十 下 又 当 过 点 卫 的 一 条 切线 垂直 于 
z 轴 时 ， 则 和 它 垂直 的 另 一 切线 必 牌 直 于 y 轴 , 它们 的 交点 为 (4, 5)、 
(ga, b)、(4，-b)、( 一 a， 一 50), 其 坐标 仍 适合 方程 2 十 奶 二 2 十 53, 故 所 
求 的 轨迹 是 以 原点 为 圆心 , 半径 为 V az 十 刀 的 圆 . 

[说 上 明 ” (1) 本 题 也 可 利用 已 知 斜率 的 切线 方程 (实际 上 与 上 述 解法 一 
样 )， 或 从 过 点 (a cos a, 5 sin a)、(% cos B,， 5 sin 8B) 的 两 切线 方程 与 它们 
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互相 垂直 的 条 件 -22cPeS 十 25 和信 一 0 中 消去 o.B 得 解 ，(2) 此 
轨迹 称 为 椭圆 的 准 贺 , 也 称 蒙 日 (Monge) 回 . 
?21， 已 知 椭圆 的 两 动 切线 的 交角 为 8 或 + 一 B (B 关于), 求 


此 两 动 切线 交点 的 轨迹 方程 . 

[分 析 ] ”两 切线 的 交角 由 它们 的 斜率 决定 ， 如 果 两 切线 的 交角 为 定 值 ， 
则 它们 的 斜率 必 有 某 种 关系 , 利用 这 一 关系 即 可 得 适合 条 件 的 点 的 轨迹 方 
程 . 

[ 解 ] 设 梯 贺 的 方程 为 扎 - 十 妇 = 了 两 动 切线 四 ,的 交点 为 (co， g)， 
它们 的 斜率 分 别 为 如、， 因 已 知 斜率 为 的 邮 贺 切线 方程 为 yg 一 加 二 
Vo:12 十 b2， 故 允 、 态 是 方程 (yo 一 hwo)? 一 2 如 十 b? 的 两 根 ， 亦 即 方程 
(8 一 0) 忆 -22oyoh 十 姐 - 习 一 0 的 两 根 。 及 十 入 一 区 和 一 多 二 所。 
又 切线 本 的 交角 为 B 或 一 8( 8 多 ) 


.tg28= (Ki1— ka)* _ (Ki+ ha) — Anka 
(1+hk)? (+i) 
— droyo— 4(m0— 97) (1 — b?) 
(0+ —0 6) 7? 
上 日] (t+ yi— 0 — Db)? te? B= 4140+ 4a%y 一 40203 人， 
若 两 动 切线 中 有 一 条 斜率 不 存在 ， 则 可 验证 它们 的 交点 坐标 仍 适合 方程 
QD， 故 以 x、y 代 换 @ 中 的 wo、 角 , 即 得 所 求 的 轨迹 方程 
(22+P a mb te? B=4022 4 492%2 — 4a2b? 

4 刀 .， 如 果 椭 圆 两 切线 恒 平 行 于 两 共 辑 直径 , 求 此 两 切线 交点 
的 轨迹 ， 

[ 解 」 届 椭 圆 方程 为 和 + 如 = 其 两 共 斩 直 径 的 类 率 为 如、 略 ， 则 
心 , 妨 = -- 蕊 ， 因 椭圆 两 切线 全 平行 于 两 共 部 直径, 故 两 切线 方程 应 是 
y= 二 bz 土 Va21 十 闻 (= 2), 即 (yy 一 hm)? 二 a2%? 十 53， 化 简 得 (0? 一 a?) 2 
一 20yh+P~b9 一 0， 故 有 ha 一 记 二 05. 


88. 轨迹 题 439 


Yo TL 
”was 03 印 a2 Tt 2b2 


当 两 共 孝 直径 的 斜率 有 一 为 零 ( 或 有 一 不 存在 ) 时 ,两 切线 的 交点 坐标 仍 适 


小 了 


合 此 方程, 故 所 求 轨迹 为 捕 贺 - 世 了 十 -区 ~ 

723， 已 知 方程 0，j (w, 9) = 428 十 久 二 16zsina0 一 8ycos0 一 
4sin 20=0， 人 也 求证 ， 无 论 8 为 何 实数 , 方程 0 所 确定 的 椭圆 
的 长 、 短 轴 为 定 长 ; (2) 如 以 9 为 参数 , 求 椭圆 的 中 心 的 轨 迹 ; 
(3) 方 程 4 所 确定 的 椭圆 集合 能 否 盖 住 原 反 ? 试 证 明之 ， 

[分 析 ] “为 了 确定 杠 圆 的 长 、 短 轴 与 中 心 坐标 ， 可 先行 配方 。 要 判断 方 
程 0 所 确定 的 椭 贺 集合 能 否 盖 住 原点 , 可 检验 (0, 0) 的 符号 . 


[ 解 」 《1) 将 方程 0 配方 得 4(z 十 2 8in?0)?+(y 一 和 4608 0)“ 二 16, 基 
(z+2sin’ 0)” , (y—4 cosO)” 1 
4 16 


故 无 论 9 为 何 实数 ,方程 0 所 确定 的 椭 贺 的 长 轴 恒 为 8, 短 轴 恒 为 入 

(2) 设 本 加 中 心 为 Ptz, 殷 , 则 { 人 一“ “消去 6 

y=4cos0. 

得 中 心 卫 的 轨迹 方程 为 =8(z+2) (z<0)， 故 轨迹 
为 以 (~2, 0 为 顶点 , 通 径 长 为 8, 在 9 轴 左 方 的 一 段 抛 
物 线 继 . 

(3) 把 原点 坐标 (0, 0) 代 入 椭 加 0 的 方程 ,得 (0, 0) 
~ 一 4 sin? 29<0， 所 以 原点 在 椭圆 C 的 内 部 或 档 贺 0 
.上 , 即 方程 0 所 确定 的 梢 圆 集 合 能 盖 住 原点 . 

[说 明 ] 求 二 次 曲线 系 中 心 的 轨迹 , 若 求 出 中 心 的 坐标 , 即 为 轨迹 的 参 
数 方程 ， 消 去 参数 时 , 应 注意 参数 的 允许 值 范围 对 轨迹 存在 范围 的 限制 . 

724， 已 知 方程 x? 十 9y2 一 8z co0s 0 一 18y sin 0=32 一 6 sin’”0. 
当 9 固定 时 ,方程 表示 什么 曲线 ? 当 9 变化 时 , 求 此 曲线 系 的 中 
心 轨迹 . 

[ 解 ] 将 原 方程 配方 得 4(% 一 cos 9)?++9(y ~sin 6)?=36, 即 

人 O)3 4 yen 0? =1. 
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它 表示 中 心 在 cos sin 9)， 长 轴 与 2 轴 平 行 的 椭圆. 
一 cos 6 
当 昌 变化 时 ， 柑 贺 中 心 PCz, y) 应 满足 参数 方程 ，{ ，_ hg 《9 为 参 
数 )， 消 去 0, 得 民 + 奶 一 1。 履 椭 加 中 心 轨迹 是 一 单位 加 


?25， 求 共 焦 点 、 共 准 线 的 椭圆 短 轴 端 点 的 轨迹 . 


[分 析 ] 取 桶 圆 的 离心 率 e 为 参数 解 之 . 

L 解 ] 取 左 焦点 0 为 原点 , 过 焦点 O 而 与 准 线 垂直 的 直线 为 2 轴 ， 建 

立 百 角 坐 标 系 ， 设 焦点 O 到 准 线 的 距离 为 2 
离心 率 。 为 参数 , 则 椭圆 方程 为 
X24 =e(r+p), 


。 短 轴 两 端点 B、B' 的 坐标 分 别 为 : 


[一 | 
~ 所 1 
V] 一 6 
消去 参数 e, 得 多 =2z， 所 求 轨迹 为 抛物 线 ， 

726. 从 赚 加 所 十 - 儿 g =1 上 一 定点 用 (wi, yj) 引 同心 相 贺 


系 邱 二 + AOD 的 切线 , 求 切 点 的 轨迹 . 


[ 解 ] 设 切 点 坐标 为 (zu go)， 为 … 它 过 
定点 用 2 到 二 区 办 一 0; 又 到 十 芭 一 四. 由 四 .加 消去 


得 a _ oo 0 


88. 轨迹 题 441 


EEC 
故 所 求 切 点 轨迹 为 中 心 在 ( 全 -给 ) 长 、 短 灿 为 原 精 贺 长 .二 灿 之 半 的 本 
加 


421 半径 为 定 值 了 的 图 过 棋 贺 - 握 - 十 -和 1 的 动 直 色 的 两 


端点 , 求 这 些 圆 的 中 心 的 轨迹 方程 。 其 中 0 <C<7， 
[ 解 】 设 @kacos9p， bsing) 为 棋 圆 要 六 十 ao 
一 4 2 动 直径 的 一 器 , P(c 2) 为 轨迹 上 任意 一 点 ， 
则 PQ|=7, 且 z 
(w~—~acosg) t+ (y—bsing)=r2...0., 
XxX I0Pl?+ 1081 2 一 7 
,X00082 p+ Db? sin? p= 73. 
@ 代 入 中 ,得 az cos gbysingp 一 0 车 cos p 关 0， 
2 3 
得 te =- 。。 oon p= mrp; 
若 cosp=0， 点 加 的 坐标 为 (0， 土 仿 ，… 点 P 在 z 轴 上 , 即 y=0， 且 


324 1 
23 一 72 一 D2>0，. cos p= 的 5 也 成 立 将 为 代入 名 ,得 


H+ 0D) 
整理 即 得 所 求 轨迹 方程 
(22 -+02) aa 十 OY 十 02D2) =7 (a + Dy), 
728. 设 4B 为 椭 加 往 - 十 - 熏 -=1 在 中 心 张 直角 之 纺 , 求 分 
别 过 4、8B 现 点 的 切线 交点 的 加 迹 方程 
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[ 解 ] 设 PCzo, yo) 为 轨迹 上 任 一 点 , 则 点 了 关于 椭圆 的 切 点 弦 方 程 为 
Damoz 十 g2gog=a203， 当 加 关 0 时 ,得 oy= 一 2 代入 椭 圈 方程 ， 


并 整理 得 (Cay 十 0263)z? 一 24253vor 十 a4(b? 一 坊 ) 二 0， 这 方程 的 两 实 根 由、 
mo 即 为 两 切 点 的 横 坐 标 , 上 且 办 ,四 = 中 一 69， 同 理 , 当 mm 类 0 时， 两 切 


0Q2415 十 已 222 
点 的 雏 坐 标 久 、 妇 满足 加 的 一 < 下 纯 8 二，“。 这 两 切 点 对 精 加 中心 ( 即 
。 4 (D 一 多 ) bam) np 和 
原点 ) 张 直角 ， .8 To + mr 以 4、 y 代 换 wo Yos 并 


化 简 得 : 
2 J -1... 
BT PT 
Ba 
当 mo 一 0 或 加 =0 时 ,不 难 验证 动 点 的 坐标 即 为 
bV a2 十 D3 DAW a +02 
BE). -2 
(2 + , 0)、 (- aV a+b’ ， 0) 
b b 


其 坐标 也 适合 方程 @, 故 方程 即 为 所 求 的 轨迹 方程. 
4129. 求 过 椭圆 和 十- 入 一 1 的 动 法 线 弦 两 端的 切线 的 交点 


的 轨迹 方程 . 


[ 解 ] 人 (a cos 9, b sin 0)， 则 过 此 点 的 法 线 


方程 为 -gy* 一 证 y 一 一 DY.…@D， 又 设 过 此 动 法 线 弦 两 端的 切线 的 


交点 坐标 为 (zo, go), 利用 切 点 弦 方 程 (5.36), 此 动 法 线 方程 又 可 表示 为 
bwor 十 Qiyoy = 二 4207,,.@、 因 为 @、 句 表示 同一 直线 , 故 


2 


co _ sinb _ a—b? 
bro CQ241 0Q20: 
由 此 可 得 : 
加 os b 
Cos 0 = Cb sin0 CoP 


883. 轨迹 题 443 


| ， 万? P| a 2 _ 
sinr0+ e080=1, [~ tp) + Lr 
以 和 2 代 换 zo、yo 化 饮 即 得 所 求 的 轨迹 方程 
88z2 十 asb2 一 (02 一 02)2029g2， (vy+0). 


480. 过 椭圆 1 的 长 为 24 的 弦 的 两 端 反 作 切线 ， 


未 证 此 两 切线 的 交点 轨 壕 
.2 oh 2 加 a20? Dar2 3 0 加 
P(t) (和 玲 二 三 儿 末 + 复 - 功 
[证 ] 设 枉 贺 纪 十 -给 一 工 ， -Q@ 的 长 为 24 的 弦 的 两 端点 坐标 分 别 为 
(zt 妇 ) 和 (zo, ys), 过 此 两 端点 所 作 的 两 切线 交点 的 坐标 为 (xo, %)， 则 此 
沪 所 在 直线 的 方程 为 一 + 必 3 5 =1.… 回 ， 由 外 回 消 去 得 
(a Dana) grbrp atch yi) =0.…@®@. 
又 由 @, 加 消去 zx, 得 


(a2ys + br2) 9 — 202 byoy 十 六 (Ca2 一 2 一 0… 人 二， 


20a2D320 | 2 
pA 


4 (2 m2 
5 
人 2) (1 — ya) = 40%, 
即 (2Z1 十 0 十 (0 十 go 六 一 人 123 填 Wi) = dd, 
,asbi(w? +y2) — [Lab ~y0) +b (a — 00) (ayo+ bo) 
~d?(g2ye + bro)?. 
两 边 除 以 at454, 并 以 x、y 代 换 zo、%， 即 得 


TC 
731.， 求 椭圆 02w? 十 a3y? = a253 在 中 心 O 张 直 角 之 弱 的 中 点 的 


轨迹 方程 


[分 析 ] 可 取 弦 的 端点 的 离心 角 为 参数 ,也 可 利用 弦 的 参数 方程 求解 
( 见 [ 解 一 ]、[ 解 二 」), 但 运算 较 肝 烦 。 如 用 已 知 中 点 的 弦 方 程 和 提要 


故 ZI 十 Z3 一 


幼 十 护 王 
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二 
(3.120), 则 较为 简捷 ( 见 [ 解 三 ]). 由 

[ 解 一 ] 设 在 中 心 0O 张 直 角 之 弦 两 端点 分 别 | 为 Wila COS 9 Db sin a)、 
Qala cos B, b sin B8), Qi1@2 的 中 点 卫 的 坐标 Cz、 细则 


z= (cosat eos 6B)…Q@ y= (sin atsin B)…®. 


,  b?sinagsngp 
OQ 40,, » NoosadosB —1...@, 


从 @、@ 得 
和 E08 二 atB)oos 二 a-B), 交 ~sin 寺 (e+6)o0s (8) 


1 To 二 人 
起 可 (Ge+ 有 = 让 1 


从 图 得 
ao[eos(c 十 B) +eos(a 一 5)] 十 太 [oos(c 一 6) 一 cos(c 十 D)] 一 0， 
四 1—teg’ 二 (at) 
即 (ort)[2008 8) -1 + -有 一 一 -一 一 一 一 0 
1+tg’ 可 (ac 十 甩 ) 


以 全 、 和 代入 思 : 
人 2+ 区 [2( 瑟 + 笋 -| + CO 
化 简 整 理 得 
(a2 十 b2)(b222 十 0202)3 一 02b2(D402 十 04 C+ 0). 

[ 解 二 ] 设 PCvo, %) 为 轨迹 上 任意 一 氮 ， 直 线 gies 的 参数 方程 为 

和 (6 为 倾角 ), 代入 椭圆 方程 得 / 
y=Yyot+tSing : 
(b? cos? 0 + a? sin? 0)#2+2C0%0 cos 0+a2yo sin 0)1 
+ Dag3 + ony ab =0...0, 

。 也 为 Q10s 的 中 点 ，.… 方程 全 的 两 根 妇 ,国之 和 为 零 : 姓 十 妇 一 0 四， 


即 bwo oos 0 +a2yo sin 0=0...@. 

_ bam- oy ob ,my, ttsinO) (yotts sinO) 
Xs tia b2cos0+a*sin?0 <0%@; (zo ti Cos 的 (2Zo 十 妇 eos 0) 二 
即 x2+ motitt) cos 0 this cos? O04 YtYoltitta)nn 0 


+tity Sin? 0 =0,..(©, 


$3S. 轨迹 题 445 


B®, 由 代入 加: 
2 十 y2 十 bro tay — ab? | brott axyo—ab” 0 
bd a * 
中 人 器 | 心 2 
0 ta Qsys 0 be ta 


z、y 代 换 Xo、 yo， 整理 成 
C2D2 (《D2x2 十 Q24/2) 《%2 十 y?) 十 (Case? 十 bm?) (b2%2 十 a ~ Q2D3 7 一 : 0， 
有 (Ka3 十 D3) (D272 十 Qa2y2) 2 — oy202 (bmg2 十 Q40/3、》， 《23 十 oy? 十 0) , 
[ 解 三 ] 设 忆 (zo, go) 为 轨迹 上 任意 一 点 ， 以 为 中 点 的 椭圆 的 弦 方 
程 为 b?zo(72 一 720) 十 a2yo(y 一 yo) 二 0， 即 
bwor + oYyoy = bo + yo. 
据 提 要 (3.120), 直线 0Q1、0Qs 的 方程 为 
2 /brortaYyy VY .. 
+t). 0Lo0, 
加 1 D220 2 i _ G2yo 4 
2 二 -人 D272 + a2yo ) tp ( D222 十 G2010 0. 
yy rv、Y 代 换 LZo、 Yo, 整理 成 
02 十 D2 bw?+atoy? 
bi (52Z3 十 Q28/2)3 ? 
有 (a? 十 22) 《D37z2 十 Q2412 3 = 一 03D32 (bsw? 十 asy?) ， 《2Z2 十 4 二 0) , 

[说 明 ] 这 类 较 复 杂 的 轨迹 题 , 往往 可 用 多 参数 , 根据 题 意 列 出 轨迹 上 
任意 一 点 P(z, 9 所 满足 的 方程 组 (方程 个 数 比 参数 多 一 个 )， 再 消去 参数 
求解 。 有 时 也 可 先 设 Pkxzo，%o) 为 轨迹 上 任意 一 点 ， 按 照 轨 迹 条 件 求 出 
(zo, Yo) 所 满足 的 方程 ,在 以 2、Y 代 换 zo、 go 得 解 ， 

?82. 设 P(a cos D， b sing) 为 椭圆 + y =1] 上 任 一 尽 ， 
求 过 点 卫 且 与 椭圆 至 少 有 三 个 交点 重合 于 卫 的 贺 的 贺 心 轨 述 
方程 ,其 中 9 为 参数 . | 

[分 析 ] 要求 图 心 的 轨迹, 可 先 求 出 适合 条 件 的 贺 系 方程 ， 设 团 与 椭 贺 


生 +- 估 一 1 的 四 个 交点 为 P、8、R、8， 则 PS、QR 与 椭圆 的 长 轴 的 夹 
角 互 补 (参见 第 1112 十 ), 即 PS 与 QR 的 斜率 互 为 相反 数 ， 若 9、 与 


P 重合 , 则 WR 与 过 点 己 的 情 贺 切线 重合 . 因而 , 从 过 点 卫 的 切线 方程 可 
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求 PS 的 方程 . 情 利 站 加 锥 曲 线 系 的 方程 ,可 求 出 这 虞 图 的 方程 
[ 解 ] 椭 园 一; 十 和 一 1 过 点 PCacosyp, 5 sin g) 的 切线 方程 为 之 cosp 
+ 娄 sing 一 1 没 与 该 本 加 的 第 四 个 交点 为 S.， ”PS 的 斜率 与 此 切线 


的 斜率 互 为 相反 数 ，..，P8 的 方程 为 


TT—acosg y—bsing 
0 b 


COSPD ~ sing==0, 


邵 一 cosg 一 立 Sin 9 一 008 29=0, 
这 些 加 的 方程 为 
(2 Cosg 二 六 sin @ COS9 - 池 Sin 9 — CO8 2p ) 
y 
其 中 入 满足 条 件 
入 _Cop NA Ag 
0 0 D2 5 
+ a b cos 0 十 0 sn 9 
a 


此 贺 系 方程 为 
sy (ob) (~ PS) 
十 aa(cos30 一 28in2 9g) ~ 0(2 com pg — sin g)=0, 


3 73 
r= oo0g3 9 


a i 号 - 
圆心 坐标 为 消去 参数 9, 得 
9. 


Q43 一 已 3 。_ 
4 一 SIn 


(ao (by) d= (a? ~ bs. 
其 图 象 如 图 中 粗 线 所 示 . 
[说 阴 ] 本 题 中 所 求 的 圆 称 为 梢 圆 在 点 Pla cos 2，pD sin g) 的 密切 加， 
又 称 曲率 加 密切 圆 中 心 的 轨迹 为 渐 届 线 . 
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1. 双 曲 线 的 标准 方程. 


9 
和 一生 =1 (ge>0, 5>0). (6.10) 


中 心 ，0(0, 0); 顶 捅 : 4 0), 4 (一 &, 0); 
实 轴 : 144"| 一 2c; 虚 轴 . 1BB'| = 20; 


B(0, 5b), B’'(0, -5b). 》 psy 
(1) 焦点 Fi( 一 ce, 0), Fs(o, 0); 1 
I 
焦距 | P,Ps| = 20， Nosed -= 
5 一 V aai+i (6.11) A 
《2) 离心 率 ; : z= 
0= 一 一 1+(2) (e>1) (6 .12) 
(3) 准 线 . 
a a” C oo 
VD oT (6 .18) 


(4) 焦 半 径 ， 当 wz 之 4 时 ， 

IPF| =er-a, |PFs|=er—a; 
当 w<a 时 |PFj|=— (ewta), |PFs|=— (er—o). (6.14) 
(5) 通 径 ， 


7 20” 3 时 
IHH [= 一 一 焦 参 数 2= 一 一 (6 ,15) 
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(6) 渐 近 线 ; g = 二 z 
by 一 一 一 (6.16) 
(7) 辅助 圆 ; V+ = 
V+ = 02. (6 .17) 
(8) 参数 方程 . 
{0 Sec 9 
y=—b tg y 
2. 其 它 形式 的 双 曲 线 方 程 
(1) 中 心 在 原点 , 实 轴 在 9 轴 上 的 标准 方程 . 
-所 + 姑 一 1 (ga>0, 8>0). (6 .21) 
(2) 中 心 在 (wo, ye), 实 轴 与 2 轴 平 行 的 标准 方程 : 


-S01 (a>0, 8>0). (6.22) 


(3) 中 心 在 (wo, yo), 实 轴 与 y 轴 平 行 的 标准 方程 . 
-et YY 1 (a>0, b>0). (6.23) 


(9 为 离心 角 ) 。 (6.18) 


3， 双 曲线 分 一 - 妇 - 一 1 与 直线 的 关系 
(1) 过 切 点 (wu 妇 ) 的 切线 方程 ， 


1. (6.31) 
(2) 过 切 点 (aseo gp,5 馈 g) 的 切线 方程 ( 见 第 750 题 ). 
一 一 六 singp~co0sg. (6.32) 


(3) 已 知 斜率 为 m 的 切线 方程 . 
、 =g 土 aa 一 的， (6.33) 
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“(和 4) 过 双 曲 线 上 点 (zx 91) 的 法 线 方程 . 
ayw tb wy = (0 十 六 ) wi. (6.34) 
"(5) 过 双 曲 线 上 点 (esec g,，5 始 2) 的 法 线 方程 ( 见 第 751 
题 ). 


z as sin p+ bY = (e+0)tg yg. (6.35) 
“(6) 点 (wo, go) 关 于 双 曲 线 的 切 点 总 方程 ( 见 第 760 题 )， 
Lo _ Yoy _ 
-一 一 (6.36) 
“(7) 成 (wo, Yo) 关于 双 曲 线 的 极 线 方程 ( 见 第 761 题 ). 
1. (6.37) 


“(8) 斜率 为 和 的 双 曲 线 直径 y=mw， 其 共 罗 直径 为 bap-- 
aanib = 0( 见 第 763 题 )， 双 曲 线 直径 与 双 曲 线 的 交点 ， 其 共 斩 
直径 与 共 思 双 上 曲线 的 交点 为 两 共 示 直径 的 端点 ， 它 们 的 坐标 分 
别 为 : QCwy 41), Q (~ 一 的 | 

nS Sm), F (Sm, 5). (6.39) 

4， 以 坐标 轴 为 渐 近 线 的 等 轴 ( 或 称 等 边 ) 双 曲线 方程 ， 


021 一 0 (6 .40) 
z z y 
(1) 参数 方程 . R 
2 一 ct 机 PS 
t 汶 妖 6.41 A \ XX 


(2) 过 切 点 (wi, 妇 ) 的 切线 方程 ， 
Yt + VY = 20°. (6 .42) 
“(8) 过 双 曲 线 上 后 (wi, 9 的 法 线 方程 : 
wm YY MY 、 (6.43) 
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(4) 过 切 点 (ot, 全 ) 的 切线 方程 ( 见 第 773 题 ) 
地 十 一 20. (6.44) 
“(5) 过 双 曲 线 上 点 (of, 全 ) 的 法 线 方程 
pz 一 9 一 0 如 一 一 (6.45) 


共 斩 双 曲线 系 ( 共 渐 近 线 双 曲线 系 ) 方程 ， 
(TD) 和 一生 ( 为 任意 常数 )， 


其 渐 近 线 为 写 -和 姑 0 


a 
mp 
号 信 
2 一 信 . 一 一 入 互 为 共 办 双 曲线 . (6.51) 


人 3 
(2) (02 十 10 十 9) (0 十 Ia 十 0a) = 和 ”(W 为 任意 肖 数 )， 
其 渐 近 线 为 nz 十 Id40 十 人 一 0 

利 [az +may + ns=0. (6 .52) 
6， 共 焦点 的 有 心 锥 线 系 方程 ( 见 第 770 题 ). 


从 -1 (a?> 扣 ,入 为 任意 常数 )。 


Ep 
当 六 < 和 < 时 ， 为 共 焦 双 曲 线 系 ; 
当 和 < 关 < 时 ,为 共 焦 椭圆 系 ; 
当 入 >a >>0 时 ， 无 轨迹 , 
焦点 .Fi (一 Ma 一 03,0), Fa(V 0 一 后 0). (6.60) 


一 
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$1. 双 曲 线 的 方程 


?933. 己 知 双 曲 线 的 离心 率 是 2, 准 线 方程 是 22 二 y= 二 0, 焦点 
坐标 为 (1, 0), 求 此 双 曲 线 的 方程 . 
[ 解 ] 设 PCz， 作 为 双 曲 线 上 任意 一 点 ,根据 双 曲线 的 定义 ， 有 
VG- Dry :2 化 简 即 得 所 求 双 曲 线 的 方程 / 
了 1122? 十 T6xy 一 办 十 10z 一 5 一 0. 


494， 已 知 对 称 轴 分 别 平 行 于 坐标 轴 的 有 心 二 次 曲线 过 


P( 寺 ,9)、@( 吉 ,5 一 V 了 ) 两 点 其 中 心 坐 标 为 (一 8, 5, 求 


此 曲线 方程 


[ 解 ] 据 已 知 条 件 ， 可 设 此 有 心 二 次 曲线 方程 为 -如 二 省 -也 -5 


~1， 因 曲线 过 点 也、@, 故 有 了 了 + 小 一 1"D， 人 十 石 =1…@， 解 


方程 组 (D、 @, 得 B= 一 9, 4=16. 故 所 求 曲线 是 双 曲 线 , 其 方程 为 


z+? -5)2 1 
16 9 “ 


785， 已 知 酉 圆 各 -+ 和 ~1 的 两 个 顶点 在 双 曲 线 的 焦点 上 ， 
而 双 曲 线 的 两 个 顶 扣 又 在 椭圆 的 焦点 上 , 求 此 双 曲 线 的 方程 . 
[ 解 ] 设 所 求 的 双 上 曲线 方程 为 等 一 -每 -=1， 则 它 的 顶点 为 ( 土 o 0)， 
焦点 为 ( 士 o，0)， 而 梯 贺 的 顶点 为 ( 士 和 4 0), 焦点 为 (V7 了 ，0)， 于 是 
a=VT， c= 各 因此 8=~ VS- 王 =3。 故 所 求 双 曲线 方程 为 
好 4 7 1 


7 


786， 一 椭圆 和 一 双 曲 线 有 公共 的 焦点 , 它们 的 离心 率 之 和 为 
2, 车 精 圆 方程 为 25w* 十 9y? 一 1， 求 此 双 曲 线 的 方程 
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[分 析 ] 大 椭 园 25-+9y? 一 1 的 焦点 在 Y 轴 上 ， 双 曲线 同 它 有 公共 的 
焦点 , 故此 双 曲线 的 方程 为 - 瑟 - 十 - 刀 = 工 


m2 2 1 1 
: (yy os BT Vorb 
4 c 4 5 3 
“了 了 5， 2 一 了 一 言 。 葬 设 双 曲线 的 方程 为 ~ + 
0 
5 


/0 04.6_.2 ， /5 =-V ( 奋 ) -() 
* ° 6! e 15°5 Vo 15 9 


岗 


J ， 生 
-二 一直， 则 e 一 2 一 三 


891y? — 2025¢? 二 44. 


737. 已 知 椭 图 中心 在 原点 , 焦点 在 坐标 轴 上 ， 焦距 为 2MV13; 
” 舅 一 双 曲 线 和 椭圆 有 公共 焦 态 ， 且 椭圆 的 半 长 轴 比 双 上 曲线 的 半 
实 轴 大 4, 椭圆 离心 率 和 双 曲 线 离心 率 之 比 为 8:7. 求 椭圆 和 双 
曲线 的 方程 

[ 解 ] 设 焦点 在 横 灿 上 ， 则 可 方程 为 气 十 - 疙 ~ 了 ， 双 曲线 方程 为 
< ~ -的 -一 1， 根 据 条 件 有 : 


eo 


由 c=MV13, a=7, 得 pv 一 =6. 由 c= M1i3,m=3, 得 n~V1i3 一 9 

“. 椭 加 方程 为 4 十 - 姑 一 双 昌 线 访 为 和 一 和 ~ 
设 焦点 在 纵 轴 上 ， 则 椭 因 方程 为 -和 +- 她 一 1， 双 曲 线 方程 为 ~- 握 + 
入 一 1， 同 理 可 得 4a=7, m 一 3, 8 一 6, n 一 2 此 时 椭圆 方 程 为 -和 二 


妇 一 J; 双 曲 线 方程 为 一人 -+ 东 -==l 


738， 等 轴 双 曲线 的 中 心 在 原点 ， 焦 点 在 % 轴 上 ,与 直线 < 一 
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2g~ 0 交 于 两 点 4、B， 且 |4B| =2V15。， 求 此 等 轴 双 曲线 的 


方程. 
[ 解 ] 设 等 轴 双 曲线 方程 为 吧 一 %=o(a>0)， 由 |。 3 _o 解 得 
0 2a a 
交点 4、 BB 的 坐标 为 (入, ~ 往 ( 一 寺 ， 由 已 知 , 14B| 
(EN ET NE _ 于 
-人 (六 ) + 三 ) = -a=2 Vi, .a=3. 即 所 求 双 曲 线 方 
程 为 x 一 y 二 9. 
139. 求 以 直线 2 十 y= 2 在 坐标 轴 间 的 线 有 段 为 实名 的 党 者 双 
曲线 方程 . 


| 分析] 直线 4-+y=2 与 两 坐标 轴 成 等 历 直 角 三 角形 ， 故 所 求 双 曲 线 
以 此 直 和 三 角形 贫 边 中 点 性 为 中 心 ， 并 以 过 点 
以 且 平 行 于 了 轴 和 2% 轴 的 两 直线 为 渐 近 线 . 

[ 解 ] 直线 x+y==2 与 z 轴 、y 输 的 交点 分 
别 为 4(2 0)、4'(0, 2)，44' 的 中 点 到 人 L, 1) 
古 所 求 等 轴 双 曲线 的 中 心 ， 等 轴 双 曲线 的 两 渐 
近 线 方程 为 2 一 1 一 0 y 一 1=0.。 设 所 求 等 轴 
双 曲 线 方程 为 (zx-TJG 一 已 一 X， 因 双 曲 线 经 过 
4(42 0)， 改 人 一 (人 3- 了 (~ 了 一 一 上， 所 求 等 轴 双 曲线 方程 为 

(2—1)(y~1)= —1. 

[说 明 ] 车 已 知 直线 在 两 轴 上 截 距 的 绝对 值 不 相等 , 则 不 能 直接 写 出 等 
胃 双 曲线 渐 近 线 方 程 , 但 可 先 求 出 过 双 山 线 中 心 且 与 已 知 直 线 垂直 的 直线 
方程 , 它们 之 间 的 角 平 分 线 方 程 即 为 两 渐 近 线 方程 


740. 已 知 双 曲线 的 两 条 浙 近 线 方程 为 zy=0 与 4 一 y=0， 
两 项 乓 间距 离 为 2, 试 求 此 双 曲 线 的 方程 . 

[分 析 ]” 因 双 上 曲线 两 渐 近 线 方程 为 zy=0, 故此 双 曲 线 是 等 轴 双 曲 
线 ， 


[ 解 ] 设 汉 曲线 方程 为 2 一 急 二 土 w2。 两 顶点 间距 离 24=2，.. a=] 
代入 即 得 所 求 双 曲线 方程 为 慌 一 =1 或 人 一 让 二 一 1. 
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Ce 加 


L 说 明 ] ”本题 有 互 成 共 恩 双 有 曲线 的 两 解 , 


741， 求 与 双 蝴 线 全 一 乱 - 工 有 共同 渐 近 线 ， 并 且 经 过 点 
(一 8, 2V 3 ) 的 双 曲线 方程 


[分 析 ] ” 因 双 曲线 -所 --- 多 -=1 的 两 浙 近 线 方 和 为 生 ~ 拘 ~0 故 同 


共 浙 近 线 的 双 曲 线 方程 可 表示 为 去 -9 -= 40). 


[ 解 ] 没 所 求 汉 曲线 方程 为 年- 如 ~h “经 过 点 (-3,2V3)， 


_( _ (2Vv 3)? 1 
4 一 一 一 子 ， 故 所 求 双 曲 线 方程 为 人 -一 -外 一 十， 即 
16z? ~ 9 = 36., 

4 型 求 与 双 曲 线 (% 十 2y 一 1) (24 一 3y 一 申 一 t+ 有 公共 浙 近 线 ， 
且 过 乓 (1, 4) 的 双 曲 线 方程 ， 

[ 解 」 设 与 双 有 曲线 (z+2y 一 了] (2x 一 3y 一) 二 1 有 公共 渐 近 线 的 双 曲 线 
方程 为 (w+2y 一 1) (2xz 一 3g 一 下 一 人 ， 过 点 Gd 1)，..%=(1+2-])， 
(2 一 3 一 6) 一 一 123， 故 所 求 双 曲 线 方程 为 (x 二 2y 一 了) (2% 一 3y 一 5) = 一 12. 

?43. 已 知 双 曲线 的 两 条 浙 近 线 方程 为 32 一 和 yg 一 2=0 和 
3 十 4y 一 10 一 0， 一 条 准 线 方程 为 5y 十 4=0。 求 此 双 曲 线 的 方 
程 以 及 顶 反 和 焦点 的 坐标 . 


[分 析 」 因 双 曲线 两 浙 近 线 的 交点 为 双 曲 线 中 心 (4, 7])， 它 的 一 条 准 线 
平行 于 2 轴 , 它 的 实 轴 必 平 行 于 yy 轴 ， 于 是 双 曲 


线 的 方程 可 表示 为 -人 -和 -+ 人 -这 -1 


[ 解 ] ” 因 准 线 方程 为 y~ 一 也 故 准 线 平行 于 ”一 一 6 


ZX 轴 ,， 所 求 双 曲 线 的 实 轴 平行 于 y 输 ， 由 两 渐 近 
线 方程 


| 


3x+4dy—10=0 解 得 交点 (2, 1). 
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放流 所 习 双 贞 线 方术 -站 -一 -2 二 29- 一 1 利用 举 标 轴 平 移 公式 


人 _， 则 双 曲 线 方程 为 姑 一 生 一 1…Q@, 渐 近 线 方程 为 gz 土 仙 一 
0, 准 线 方程 为 y= 一 .人 Eo .C=3,5=4,c=5 代 
入 @@ 得 好 -加 故 所 求 双 曲 线 方程 为 -他 一- 他 一 2 一 1 


在 20'y 坐标 系 中 ,顶点 坐标 为 (0, 土 3), 焦点 坐标 为 0， 十 及， 在 原 坐 标 
系 中 的 顶点 坐标 为 (2， 4)、 (2, —2); 焦点 坐标 为 《3， 6)、 (2, ~ 和 4). 

744. 求 渐 近 线 为 9 一 土 计 必 且 与 直线 5 一 6y 一 8 一 0 相 切 的 
双 上 曲线 方程 . 

[分 析 ] ” 因 所 求 双 曲线 的 两 渐 近 线 为 y= 土 二 故 双 曲线 方程 可 表示 
为 于 ?一 纺 =t GO) 

[ 解 一 ] 设 双 曲线 于 民 一 纺 =t 《六 0) 同 直线 5 一 6y 一 8 一 0 相 切 . 由 
Tt 
| 8 一 0 
(一 24)? 一 4.16(265; 一 16) 一 0, 解 得 :一 1。 故 所 求 双 曲 线 方程 为 子 ?一 扩 

一 二 BI 2 — d=4. 


[ 解 二 ] 因为 双 曲 线 的 渐 近 线 方程 为 < 土 W=0， 故 可 设 双 曲线 方程 为 
x?~4y? 一 和 (A 天 0), 它 与 直线 56 一 6y 一 8 一 0.…@ 切 于 点 (zb 妇 )， 又 切线 


方程 为 a 一 4yiy 一 A 一 0…@， 因 直线 与 回 重合, 故 仁和 创 一 入， 
解 得 一 吝 为 妇 一 二 和、 代入 29 一 4 一 入 得 和 -407 入 一 
” A 夫 9，… 和 ==4. 故 所 求 双 曲线 方 程 为 到 一 4 一 4 

4 弗 . 双 曲 线 的 实 轴 、 胡 铀 分 别 在 和 2 轴 上 , 双 曲线 上 一 点 卫 
到 两 焦点 的 距离 分 别 为 所 -和 沁 ， 过 反 芝 的 切线 与 2 轴 的 交 


点 为 Q( -车 ，0)， 求 双 曲 线 的 方程 


消去 2% 整理 得 16% - 34% 二 235 一 16=0。 它 的 判别 式 4= 
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[分 析 ] ”可 利用 “过 双 曲 线 上 一 点 的 切线 平分 这 点 和 两 焦点 连 线 所 成 的 
角 这 一 性 质 来 解 . 
[ 解 ] 因 所 求 双 曲 线 的 实 轴 、 碟 轴 分 别 在 


焦点 为 本 (一 c, 0)、Fz(e, 0)，*… 点 也 在 


双 曲 线 上 ， .|]PF| 一 |PF,]| = 24, 

即 | 村 -本 |-2a。， -oo 和 又 PQ 是 切线 ，.， PQ 平分 
IQml| _ iPr,| 12, \./, 12\_ 37.13 

2 2 改 [om TBF 攻 (B+):(e 村) 3"37 


人 25 br 一 O01 一 qi 一 5 ~ 如 =9， 帮 所 求 的 汉 曲 线 方程 为 后 一- 如 一 1 


$ 2， 直线 与 双 曲 线 的 位 置 关 系 


746. 求 圆 必 十 P=303 与 双 有 曲线 3 一 =a3(g>>0) 的 公共 芒 
所 在 直线 的 方程 . 
02 十 2 = 303 


[ 解 ] 方程 组 | ?一 解 得 已 知 圆 与 已 知 双 曲 线 的 交点 为 


( 土 V 3ou, 士 o),( 土 WV 3a, 干 %)，、 因 每 两 交点 的 
连 线 均 构成 公共 弦 , 故 所 求 公共 弦 方程 为 


4 一 土 V 2a, y= 二 4, Y= + 


[说 了 明 ] 曲线 上 任意 两 点 所 连 线段 称 为 驴 , 故 
本 题 应 有 六 解 , 不 能 遗漏. 

747. 直线 1 在 双 曲 线 223 一 3y?=6 上 截 得 的 弦 长 为 4， 其 人 
座 为 2, 求 直 线 1 的 方程 . 

[ 解 ] 设 直 线 1 的 方程 为 y=2z+m.…@, 将 
@ 代入 双 曲 线 方程 得 32 一 3(2z 十 m)?~=6， 即 
10z2 二 12mz- 二 3m? 十 2) 二 0， ” 设 直 线 1 与 双 曲 
线 的 交点 为 4(m %、B(xzs ya)， 由 事 达 定理 
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得 1 十 Vs 二 -5 7 ， ziza 一 二 (2 十 2)， ~. (X11 一 03)3 一 (21 十 Za) 一 42Z109 

6 oo -了 又 "“ 4、B 在 直线 1 上 ，., 人 争 一 2241 十 久久 一 302 十 和 1， 

“yo) =4(v1 一 2X2)?。 已 知 1481 = 和 4 故 (C 一 2o) 十 (一 bo) 一 

5( 丰 0 二 )-16， 解 得 m= 土 人 2 .直线 1 的 方程 为 
,VD 


[说 阴 ] 若 直 线 同 zx 轴 焉 直 , 着 双 曲 线 上 截 得 的 弱 长 为 4 此 直线 方程 
可 用 x 一 m 表示 , 代入 2X? 一 3y?=6, 得 g 一 土 亏 VB 二 33 6m?-18>0, 
故 办 >3 或 m< 一 3. … 与 V6m 一 13 一 和解 得 m== 土 3, 故此 时 直线 方程 
为 X= 土 3. 

?48、 双 有 曲线 0303 一 a 一 03653 的 一 弦 中 点 坐标 为 (24, 5), 求 
此 弱 两 端点 的 坐标 . 

[分 析 ] 因为 双 曲 线 上 平行 弦 (斜率 为 f) 的 中 点 轨迹 为 双 曲 线 的 直径 ， 
其 方程 为 5 一 ?hy 一 0，。 利用 直径 方程 , 求 出 以 P(24, 5) 为 中 点 的 弦 方 
程 , 即 可 求 得 暗 和 双 有 曲线 的 交点 坐标 ， 

[ 解 】 设 以 PC(24, 0) 为 中 点 的 弦 的 斜率 为 为 则 据 提要 (6,38), 和 此 弦 


相应 的 直径 的 斜率 一 -9--， 直径 方程 为 2% 一 ?hy 一 0。 因 直径 通过 点 
P24, 5)， 故 2a? 一 qhb 一 0，k 一 字 . 以 点 了 为 中 点 的 纺 方 程 为 y 一 b= 
2p p22? — qa2y? — a2b? 
一 2 一 40). | 9p 解 得 

9 一 0 一 一 一 320) 


站 人 


n= 3+2V5), |y,— (3-2V 0) 


所 以 此 纺 和 双 曲 线 两 交点 的 坐标 为 (5+ a，3+3V 6 b) 和 和 
(SV -V6 3- 3—2V 6 中 


他 ， 
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749、 求 双 曲 线 - 写 - -和 -= 工 的 以 Po (za，g) 为 中 点 的 弦 所 
在 直线 的 方程 
[分 析 ] 因 以 Po 为 中 点 的 弦 的 两 个 端点 和 Po 的 距离 相等 ， 故 此 弦 的 


r=Tot+t cos0 


方程 宜 用 参数 式 ， 代入 汉 上 曲线 方程 所 得 t 的 二 次 方程 的 
~Yyo+t sin 人 
两 根 必 互 为 相反 数 , 妈 + 的 一 次 项 系数 等 于 堆 , 从 而 得 角 
[ 解 ] 设 双 曲 线 每 一- 先 =1 的 以 Pzo，go) 为 中 点 的 弦 所 在 直线 的 


倾角 为 0 其 方程 为 “(为 参数 )、 代 入 双 曲 线 方程, 整理 得 
y=tpt+tsing 
(b?c0s20 ~ a?sin20)12+2(00 co0s0 —ayo sin Ot 
+0°%0— oy — ab? =0...0, 

方程 @ 的 判别 式 为 
4A=4(b*zo0 cos 0 — awyosin 0)? 

一 么 2 cos" 0 一 aagsin20)(D222 — a2y? 一 02D2) 。 
… Po 为 弦 的 中 点 ，., 方程 @ 两 根 刀 加 等 
值 而 异 号 , 即 


wy 


dl 


i+ta=0, bro cos0O —a?yosinO=0 
可 令 cos =AM2yo, sin0=MAb2ro 《1 关 0)， 
4 一 一 和 -a2D2(a2o3 一 D203) (bs — a2y? — a2b’) 
一 GD — gy?) (D2 — a2y? 一 02D2) 
bm? — a >0 bam — a’yi <0 
| D222 一 021 —ab >0 或 | D“20 一 40210 一 4202<0 
即 上 Po(Xo，g) 在 阴影 以 外 的 区 域内 时 , 弦 与 双 曲 线 有 两 个 实 交点 ， 蓄 所 
在 直线 的 方程 为 


了 时， 4>0, 


Doo(2 一 20) ~ayoly — yo) 一 0. 
bam — ay2<0 

“名 或 | br? — a — a2b?>0 

由 于 乌 的 解 为 图 中 的 阴影 区 域 , 而 @ 无 解 , … 当 Po 在 阴影 区 域内 了 时, 驴 

与 双 曲 线 无 实 交点 ， 以 Po 为 中 点 的 弦 不 存在 . 


bp2 — yg > 0 
当 ] 0 0 ..@ 时 ，4<0. 


biwo — oi — 4b 0 
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?1750. 设 双 曲线 一 一 攻 -1 二 任意 两 点 Pilaseca, 5 tg 0)、 


Palgsecp, btg B), 路 两 点 的 连 线 不 过 中 心 (1) 求 连接 Pi Ps 
的 直线 方程 ，(2) 若 Pi、 Ps 重合 于 双 曲 线 上 另 一 所 (4secy,， 
域内 ， 则 PPs 转化 为 过 点 已 的 切线 ， 试 求 过 点 一 的 双 曲 线 
切线 方程 . 


[ 解 ] (1》 当 sec a#secB 时 ,直线 PiPs 的 方程 为 


btea—bteB 
ig a eon-amog S00 


当 seca=seeB, 但 培 c## 霹 6 有 时， 直线 PiPs 的 方程 应 为 < 二 aseca， 亦 满 
足 @， 改 @@ 式 即 为 直线 PiPs 的 方程 ， 化 简 得 a -< 二 059 (ybitga) 


COS acos B 
十 避 a+b 
好 | 生 


bh) 0z- 0 Sec a), 即 一 cos 一 一 C -让 gin 二 COS 


cosa cosB 


(2) 令 a=B= Vy 得 二 一 关 sinp= 一 508 9, 此 即 双 曲 线 在 避 卫 的 切线 
往 . 


?51. 求 过 双 曲 线 - 握 一 - 傣 一 1 上 一 点 (aseog，5 霹 9g) 的 法 
线 方程 


[分 析 ] ”过 双 曲 线 上 一 点 的 法 线 , 即 过 此 点 且 与 过 此 点 的 双 曲 线 的 切线 
互相 垂直 的 直线 ， 
[ 解 ] 由 上 题 可 知 , 过 切 点 (cseey，0 霹 内 的 双 曲 线 的 切线 方程 为 


地 -~ 半 sing=cosp， 故 法 线 方程 为 azsing+by~ 和 。 “… 法 线 过 点 
(asecg, btgyg), .. A=aisingsec gi+b tgg= (a +0)tgp. 改 所 求法 线 
方程 为 gpsin og+ by= (a2+b’)te ov. 

752%、 双 有 曲线 燥 一 =4 的 一 切线 夹 在 两 坐标 轴 之 间 的 线段 
长 为 V15, 求 此 切线 的 方程 . 

[ 解 一 ] 设 切 线 的 斜率 为 为 则 双 曲 线 的 切线 方程 为 y=z 土 2V 局 一 1 
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…@D、 它 与 4 办、y 四 的 交点 分 别 为 (二 2 一 ,0).(0, 十 2VB-T). 
由 已 知 + 1) ~ VIs, BD 4%s— 15k2—4=0, (k?- 4) 


(4? 十 1) = 二 0, 大 一 汕 8 一 土 2， 代 入 @， 得 所 求 切线 方程 为 
y=2x+2V 3, y=—2r 上 2V3. 
[ 解 二 」 设 切 点 坐标 为 (2sec pg,，2t 启 9)， 则 切线 方程 为 x -ysing 
2c0sp. 它 导 两 坐标 轴 的 交点 为 (3cos p，0)、(0， 一 2 ctg 9). 
4cos2p 十 4ctg2p = 15, BH 4(1 - sin2o)(L + sin?g) = 15sin?g, 
(4sin’g—1)(sin2gp+4)=0,. .., sing 二 土方. 名 得 2 一 全， 守 ， 和 


一 ， 故 所 求 切线 方程 为 2r-y 干 2 了 =0 与 25+oL2V 了 -0 
753. 已 知 直线 y= (一 2) 霹 9 与 双 曲 线 一 23 十 Yc0983 0 一 1 
ov NT _n 
相 切 ( -至 <g< 至 )， 求 切 点 坐标 。 


[ 解 一 ] 4% 一 竺 一 切 放 0 和 四， 一 好 十 久 cos20 一 1 和 国 ， 将 四 代入 @， 
整理 得 (sin?0 一 1)x? 一 2xsin?0++sin20 一 1 二 0. 因 直 线 与 双 曲 线 相 切 , 故 判 
别 式 4 一 4sin40 一 4(sin?9 一 1)?=0, 化 简 得 sin?0= 尘 ,，. .Sin 0 一 +Y2. 
0 0= 土 堪 . 当 0 一 元 时 ， 代 入 @、@, 解 得 切 点 坐标 


为 (一 1, 2); 当 6= 一 工时， 代入 @、@, 解 得 切 点 坐标 为 (一 1， 一 2). 
『F 解 二 ] 设 切 点 为 (zo, yo), 则 双 曲 线 一 到 十 久 oos :0 一 工 的 切线 为 一 Zo7 


+yoy os”0 二 1。 又 人 vtg0+y=tg9 也 是 过 切 点 (x0， 奶 ) 的 切线 ， 
320 


。 Xo __ Yocos 上 L 
日 I 。 -一 Pe 一 /2 
在 双 曲 线 上 ， .… i) cos? 0=—1, 2 


,0 一 土豆 , 即 如 一 士 2， 故 切 点 坐标 为 (一 1, 2) 和 (一 1，-2)， 


754. 已 知 双 曲线 作 一 和" =16 的 一 条 切线 在 两 坐标 轴 上 的 截 
距 相 等 。 求 切 后 的 坐标 . 
[分 析 ] 可 先 从 切线 方程 求 出 切线 在 坐标 轴 上 的 截 距 , 根据 题 设 两 截 距 
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相等 , 以 及 切 点 在 双 曲 线 上 的 条 件 , 列 出 方程 求解 . 
[ 解 ] 设 切 点 卫 的 坐标 为 (tl, 级), 则 红 一 的 ?一 16…(D. 过 点 卫 的 切线 


方程 是 4z 一 移 1y=16… 回 , 在 @ 式 中 令 %=0, 得 y= -元 令 y=0, 得 
c= 根据 条 件 有 - 订 一 证 ， .= 一 4y1… 国 ， 国 代入 DD， 得 


Ll 


16y:— 4yi1=16, .. $= 5 名 一 + 由 仓 式 即 得 相应 的 好 一 F- 广 * 
_ 8 2 8 2 
二 P 机 和 A es, ey TE i 


755、 求 两 双 曲 线 2 一 =84? 和 wy 二 24? 的 公 切 线 方程 及 切 


点 坐标 . 
[ 解 一 ] 设 公 切 线 在 双 曲 线 妈 一 久 =3c? 上 的 
切 点 为 (z1, 纺 )， 则 公 切 线 方程 为 NAN 已 
TT ~ YY = 3a™ Di A NN ~ 


义 设 公 切 线 在 汉 曲 线 zy==34? 上 的 切 点 为 
(x2，yo)， 则 公 切 线 方 程 为 x2y 十 yox==4a%.…@@， 


TY 
入 扩 代 人 轨 3... 加 
因 由、 重合 , 故 太 2 一 至 全 .由 方程 组 x?— 3a 
Ty2 = 24° 
zav6a mC 
解 得 6 
i 一 w, (y=V 6 
或 z /6 
fi—Ma, bo 一 一 V 6a. 
即 两 切 点 为 (一 a, -Ya。 与 (ME Qi Va) 的 公 切 线 方 程 为 


3c+y~2V 5a; 两 切 点 为 (3 0a, ) 与 (Co -VGa) 
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的 公 切 线 方程 为 35+y= 二 -2V6 a. 

[ 解 二 ] 设 双 曲线 一 纪 二 3q? 的 斜率 为 的 切线 方程 为 yz 十 
W 3a5 丰 一 80 人， 其 中 |X| 之 1。 又 设 双 曲线 zy = 2a2 的 切线 方程 为 
yy 一 5 十 名 四, 代 回 原 方程 得 zC8Z 二 MD) 一 20” 即 jz2 二 720 一 2a2-=0. 因 为 
相 切 , 故 判别 式 4 二 mm? 十 8a2%==0, 解 得 w= 二 土 V 一 8o 台 因此 切线 方程 
@ 即 为 y=kx 土 V 一 8a2%…@@， 其 中 Xx<0。 因为 切线 四 、 图 重合 ， 故 


V3 一 50D~MV 一 Ba 殉 , 即 3WY+8k 一 3 一 0， 解 得 ~ 一 3, 或 4 工人 ( 合 
去 )， 故 所 求 公 切线 方程 为 y= 一 34 土 2V 6 oa. 
将 公 切 线 方程 分 别 和 两 双 曲 线 方程 联 立 , 即 可 解 得 切 点 坐标 (了 0， 


Ea E(t) 


756， 求 双 曲 线 妇 一 内 = 2c2 与 圆 2 十 仿 =@ 的 公 切 线 方程 ， 

[ 解 ] 设 公 切线 的 斜率 为 Xx， 则 圆 于 十 多 一 0 的 切线 方程 为 y= 二 hf 土 
4aVI 十 更,…@@; 双 曲 线 的 切线 方程 为 y= 二 ht 土 4V2( 如 一 了 ) … 国 ， ”切线 
图 与 团 重 合 ，… VI 二 + 友 一 V3(F 一 1), 解 得 X= 土 V3， 代 入 @， 即 
得 所 求 公 切线 方程 ，y 二 V 3x+t24, y= ~ M32+24. 

m5 求证 椭 癌 bw + oy = 30 与 双 曲 线 323 一 03g13 一 C303 
的 公 切 线 与 9 轴 平 行 . 

[证 ] 设 椭圆 52x?+a2y? 一 a2b2、 双 曲线 52W? 一 qay? 一 a2b? 两 公 切 线 的 切 
点 分 别 为 (acosa, bsina)、(4 sec B，b 霹 8)， 则 椭 贺 的 切线 二 cos Qt 六 
.sin a=1…@, 与 双 曲 线 的 切线 一 一 号 sin 8 一 cos 8… 因 重合.… Cosa 一 


gina= 一 入 Sin 8， 入 cos 8B=T，( 和 二 0 消去 入、B 得 . secia 圭 tg?a=1， 
te a=0，..Q 二 17， 入 二 C0S8 0 二 G08NN 二 土 1 ,Cos B= 二 土 L， 故 公 切 线 方 程 为 
ZX 二 a4, 2 一 一 4。 即 公 切 线 与 4 轴 平 行 . 


758， 中心 在 原点 , 焦点 在 2 轴 的 双 曲 线 , 其 实 轴 长 2V15, 且 
双 曲 线 与 椭圆 和 十 - 纪 一 工 相 交 于 四 个 交点 ， 在 每 一 交点 处 机 
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圆 的 切线 与 双 曲 线 的 切线 互相 垂直 ， 站 


[分 析 ] 中 心 在 原点 ， 焦 点 在 zx 辅 的 双 曲 线 方程 为 - 1 由 实 
轴 长 2V15， 就 可 确定 c。 过 双 曲 线 与 椭圆 
公共 点 的 两 切线 互相 垂直 , 故 两 切线 的 斜率 
之 积 等 于 -1 从 而 可 确定 双 曲 线 的 方程 . 


[ 解 一 ] 设 所 求 双 曲 线 方程 为 瑟 一 - 妃 
1。 … 24=2V1B，.， qf 一 15, 故 所 求 双 曲线 方程 为 三-~- 委 一 1， 设 
公共 切 点 坐标 为 (z1, 1), 机 加 切线 方程 为 - 遍 十 如 全 一 志 双 曲 线 切 线 方 
程 为 四 … ”在 交点 处 棋 圆 切线 与 双 曲 线 切线 互相 垂直 ， 


p2 
». 9521 _ Db* TX1 Yy1 —1]... 
”D5 15w 人 器 + 涩 =1@， 瑟 -总 ®. 


由 加 @、 轩 解 得 态 =1， 故 所 求 双 曲 线 方程 为 -和 一 久 = 
[ 解 二 ] 设 椭 加 与 汉 曲 线 的 交点 坐标 为 (5cosp，3sin pg)， 则 椭圆 在 交 
点 处 的 切线 方程 为 一 … 酉 贺 切线 斜率 为 = 


ycosPp ..， 一 本 
5 和 . “两 切线 互相 垂直 ， …， 双 曲线 切线 斜率 和 = 又 双 


5 2 2 cos 
曲线 切线 方程 为 一 定名 祁 一 E29 一]， 其 斜率 为 略 = -全 2 全 
5sing _ ba cos 2 0002 p15 in? AT 25 cos'p 9sing 
”3cosp “9sng’ ”08 9 一 8 9 X 15 07 


1 加 从 @、@ 解 得 cos2g= 卫 ，sin?g= 下，.… 22=1， 故 所 求 双 曲 
线 方程 为 -后 一 妨 = 工 

759. 已 知 双 曲线 一 ?=o3， 如 果 它 与 直线 Zcosg 二 ysing 
一 一 0《p0) 相 切 , 求 &、pP、g 之 间 的 关系 ， 

[ 解 」 若 sin gq 半 0， 则 由 直线 方程 xcosp+ysing 一 p=0，,， 得 y= 
上 一 一 代入 双 曲 线 方程 , 得 


sing 
rsin gp — eos g) + aprcosg—p— a sin go=0 
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… 直线 和 双 曲 线 相 切 , … 判别 式 
4 一 4LDp2 cos2p 十 (Sin20p —~cos gp) (p+ osin?p)]=0. 
化 简 , 即 p=a? cos29. 
各 Sngp=0 可 得 疼 =w， 仍 适合 上 述 关系 .故此 直线 和 双 曲 线 相 切 时 ， 
&、pP、9 间 的 关系 为 到 一 0 cos210. 


760， 自 Po(wo,yo) 引 双 曲线 每 -一 - 拓 - 工 的 两 切线 ， 求 切 点 


弦 押 在 直线 的 方程 . 


[分 析 ] 根据 两 切 点 @i、9s 的 坐标 《zi，9)、(za，9%)， 可 写 出 两 切线 
方程 ; 运用 两 切线 均 过 点 Po 的 条 件 , 即 可 得 解 . 
[ 解 ] 设 两 切 点 的 坐标 分 别 为 Q(z1, 妇 )、8o(%2，, yo)。 .两 切线 方程 


为 了 -加 -4 各 -加 1 … 两 切线 均 过 Polzo, yo) 2 旭 


pp? 
-1 1…@， 从 四.@ 可 知 直线 -一 好 一 1 
过 @i(zb 1)、Qa(z2, ya)， 政 切 点 弦 所 在 直线 方程 为 -一 了 和 一 1 


761， 过 定点 Lokzo，g%o) 的 动 直 线 与 双 曲 线 各 -一 -于 - 一 1 的 
两 交点 为 急 、Qs, 试 求 过 色 、 他 两 点 的 切线 交点 的 轨迹 . 
[分 析 ] 根据 切 点 孩 通 过 定点 Po 的 条 件 ， 即 可 得 所 求 轨 迹 的 方程 
[ 解 ] 设 Pla，B) 为 轨迹 上 任意 一 点 ，@ag。 为 点 卫 关 于 双 有 曲线 ~ 
妇 -1 的 切 点 弦 , 其 方程 为 吃 一 如 = -@. … 919: 通 过 点 PCzo yo)， 
各 一 Wl. Le y 代 换 a、 B, 即 7 
_ YY 
1. 兴 


[说 明 ] ”由 于 双 曲 线 两 切线 的 交点 不 可 人 
能 在 双 曲 线 外 部 (图 中 阴影 部 分 ), 故 轨迹 为 


直线 -一 如 和 =1 在 双 曲 线 内 部 的 一 段 。 此 直线 称 为 P。 关 于 双 曲 线 
的 极 线 , Po 为 此 直线 的 极 。 当 Po 在 双 曲 线 外 部 时 ,Po 的 极 线 在 双 曲 线 内 
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-一 


部 ; 当 Po 在 双 曲 线 内 部 时 , Po 的 极 线 与 人 0 的 切 点 驴 重 合 , 但 Po 不 与 双 曲 
线 中 心 重 合 . 


762. 求证 ， 双 曲线 所 一 - 估 =1 的 准 线 上 任意 一 点 关于 双 
曲线 的 极 线 过 焦点 ; 焦点 的 极 线 为 准 线 . 
[证 ] 习 上 本 为 和 二 全 上 作 章 -点 其 坐 标 为 (上 ， 如 )， 它 关 


于 双 曲 线 的 极 线 方程 为 他 一 如 -=1， 即 训 一 蔷 =1，:。 过 右 焦点 


Flae, 0). 同 理 可 证 左 准 线 上 点 的 极 线 过 左 焦点 
右 焦 点 Flae, 0) 关 于 双 曲 线 的 极 线 方程 为 


2 -= 即 为 右 准 线 “= 二 . 同 理 可 证 左 焦点 的 极 线 为 左 准 线 . 


763. 求 双 曲线 - 写 -- -全 = 工 的 方向 一 定 的 弦 的 中 点 轨迹 


[分 析 ] “ 因 弦 的 方向 一 定 , 故 其 倾角 6 为 定 值 , 落 设 P(zo, go) 为 轨迹 上 
一 9 
任意 一 点 , 则 平行 驴 系 的 方程 可 用 直线 参数 方程 | ”1g 表示 , 利 
1 一 加 二 tiSnO 
用 弦 与 汉 曲 线 的 两 交点 的 中 点 为 (zo,t) 的 条 件 , 即 可 得 轨迹 方程 


[ 解 ] 设 弦 的 倾角 为 6, PCzo, %) 为 轨迹 上 任意 一 点 ， 则 平行 弦 系 的 方 


-xz 十 tcos6 
程 为 |“ ，， GD， 代 入 双 曲 线 方程, 整理 得 
y=Yyot+tsing 


(52cos20 一 a2sin26) 记 十 2(p2zo 0o0s0 — qiyo sin 0)t 
+ (br? 一 02013 一 0202) 一 0 多)， 
(1) 当 9=are 二 二 或 mw 一 arc 悦 二 时 ，bacos20 一 a2sin20 一 0, 方程 @ 
只 有 一 个 实 根 , 即 弦 与 双 曲 线 只 有 一 个 交点 , 故 无 轨迹 可 言 。 
(2) 当 9e (are 翅 二, marotg 卫 ) 时 ,方程 加 有 两 实 根 的 条 件 为 
4A=4(b?ro cos0 —ayo sin 0)’ 
—4(b?c0s20— a?sin? 0) (bm — ayo — 2°b°)>0. 


“。 (wo, Yo) 为 驼 的 中 局 ， ，。 方程 @ 的 两 根 红 、 t 满足 条 件 +2=0, 即 
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bi?xo Cos 0 ~ a sin 0=0; 
， ge (ar te 一 pe T—arcte 二 小 ,, D2cos20 一 02sin20 一 0， 


而 4>0， 政 5°w0 一 a3y3 一 g20?>0， 即 (m0, yo) 在 双 曲 线 外 部 〈 参 见 第 844 
题 )， 思 迹 方程 为 bzocos0--a?xyosing=0 基 8 总， te0 一 各， 则 轨迹 


方程 为 03xo 一 a3yom 二 0。， 以 xy 代 换 zo.yo， 即 得 22z -at 一 0， 轨 迹 为 
此 直线 在 双 曲 线 外 部 的 两 射线 . 


(3) 当 OE (9, a7C 二 过) U (mare te 了 二， ) 
时 , 2 “cos20 -aa2sin20>0，… (zo，g%o) 为 驴 的 
中 点 ，,…。 去 十 如 一 0, 即 

pxocos9 一 aosing0 一 0， 
而 4>0, 故 b2z6 一 a 一 4b?<0, 即 已 (xmo，%) 在 双 曲 线 内 部 , 轨迹 为 直 
线 bwcos0 一 a2ysin9=0， 若 0 和 * 三 ， m= 二 t 夫 0， 轨迹 方程 可 化 为 


bz — omy=0. 
[说 明 ] (人 一 站 名 下行 驴 系 (不 与 渐 近 方向 有 平行) 中 点 的 轨迹 称 为 
二 次 曲线 的 直径 . 双 曲 线 | 平分 斜率 为 m 的 平行 弦 的 直径 方 


程 为 b's 一 a2my=0， 如 过 中 心 的 纺 当 直 径 通 过 双 曲 线 外 部 时 , 它 与 双 曲 
线 两 交点 间 的 距离 1@:9s| 称 为 直径 长 ; 当 直 径 在 双 曲 线 内 部 时 , 它 与 双 曲 
线 的 共 斩 双 曲线 的 两 交点 闻 的 距离 |B1Bs| 称 为 直径 长 , 

(2) 平分 与 直径 biz 一 a2my=0 了 行 的 禾 的 直径 称 为 DZ 一 0210 一 0 的 


共 斩 直 径 ，“ ”bzz 一 opogy=0 的 斜率 为 一 一，.-， 其 共 二 直径 方程 为 
bz— 2 0， 即 y 一 ma 履 丙 其 罚 直 公 的 斜率 w' 满足 关系 
kK So 2 ‘7 = > 

CC34717 Ga， 


764， 试 求 双 曲 线 - 写 一- 攻 -= 工 过 点 (secp，5 志 9) 的 直径 
的 共 轩 直径 方程 及 其 端点 举 标 ， 


$ 3， 直线 与 双 巾 线 的 位 置 关系 407 


[分 析 ] “根据 共 示 直径 针 率 所 满足 的 关系 ;7 及 一 - 邱 ， 即 可 得 解 . 


[ 解 | 过 点 (asecg, 已 地 9) 的 直径 的 斜率 = = ~ ~ Sin 9, 故 其 
共 斩 直径 的 斜率 妨 = -2 _ -= D ， 共 罗 直 径 的 方程 为 bx 一 aysin pg 一 0. 


GCCSDG 


bX — ysing=0 
解 方程 组 | sw? 妨 。_， 得 共 因 直径 的 端点 坐标 为 
a b2 7 
(atg wy, bsecg)、 (~—atg p, —Db sec yp), 
[说 阴 ] 如 果 一 直径 的 两 器 为 (x1, 1)、82《 一 zw4， 一 YY) 则 共 斩 直径 


的 两 端点 坐标 为 (立志 富 人 【一 公 加 一 全 全 ) 政 两 共 声 直径 相应 的 
端点 必 在 辐 一 象限 内 . 

46b， 已 知 双 曲 线 一 久 = 寺 的 两 共 斩 直 径 之 间 的 夹 角 为 
45", 求 两 共 轿 直径 的 方程 . 

[分 析 ] 双 曲 线 等 一- 徊 -=1 的 两 共 声 直径 的 斜率 与 r 满足 大 /一 


| 一 如 45* 一 1 从 而 解 出 与 刀 即 得 


珊 共 恩 直径 方程 
[ 解 」 忆 双 有 曲线 一 y=1 的 两 共 轿 直径 斜率 为 与 1。 ”4 一 2 一 耳 


.W100; 又 | 了 FE | 一 1…@， 以 @ 代 入 @, 得 方程 组 
Ep’'=1 a | 8 一 2 二 1I [ 生 一 (V 2 +1) 
op_p a 解 p= 2 (KF=~(V ?1), 
故 所 求 两 共 斩 直 径 方程 为 g= (V 2 土 1)x，y 二 (V2 干 ])w; 或 
y= — (V2 +1)s, y=— (V2 Fz 

?66. 试 证 ; 等 轴 双 曲线 2 一 久 一 两 共 绝 直径 与 2 办 的 夹 角 
互 余 . 

[分 析 ] ” 欲 证 两 共 辆 直径 与 2 轴 的 夹攻 互 余 , 可 从 两 共 斩 直 径 斜 率 之 间 
的 关系 推 求 ， 
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[证 ] 等 轴 双 曲线 人 一 洛 二 2 中 , 设 两 共 斩 直 径 的 倾角 分 别 为 2、0， 当 
0+ 吉 时 ， 志 0， 属 0 = 一 即 霹 9 一 otg0，., 9+l 一 并 。 当 0 一 避 
时 , 两 共 斩 直 径 分 别 为 举 标 轴 , 故 它们 的 夹 角 互 余 . 

?67， 求 双 曲 线 信 一 wy 十 2 十 2y 一 7=0 的 浙 近 线 方 程 ， 

[分 析 ] 因 直 线 与 双 曲 线 最 多 有 两 个 交点 ， 涯 两 个 交点 重合 于 无 穷 远 ， 

7 一 2 十 fcoSs 昌 
此 直线 便 是 双 曲线 的 浙 近 线 . 故 设 所 求 源 近 线 方程 为 |， 
yt 十 tsin0, 


中 (gi, 妇 ) 为 浙 近 线 上 的 点 ,9 为 渐 近 线 的 倾角 .代入 双 曲 比方 程 可 得 二 的 
二 次 方程 。 此 直线 与 双 曲 线 两 个 交点 重合 于 无 穷 远 的 条 件 是 的 二 次 项 、 
一 次 项 系数 均 趋 近 于 零 ， 从 而 可 得 丸 的 值 和 渐 近 线 上 的 点 (21，%) 所 满足 
的 方程 。 以 xz、y 代 换 z1、 级 即 得 渐 近 线 方程 . 


% a 和 一 十 上 0 
[ 解 ] 设 浙 近 线 的 参数 方程 为 | ””，，，。 代入 双 曲 线 方程 得 
y=Yit+tsind, 
(Zi 二 ioos 的 2 一 (2 十 cos 0) (y+tsin 0) 


十 《21 十 fcos 办 十 20 二 Sin 0) 一 一 0， 
整理 成 
cos 0(cos0 一 Sin 0 + [2x —yt+1)eos 0 ~ (v1— 2)sin 0]t 
十 Z1 一 2101 二 21 十 2 一 7 一 0… 作 . 
… 渐 近 线 与 双 曲 线 的 两 个 交点 重合 于 无 穷 远 ， 
cos (cos 0 —sin0) =0..:®, 
~ 0— (x1— 2)sin 0=0...®. 


由 名 得 60s9==0,，09= 二 ; 及 cos 0 一 gin 0 二 0， 9=~ 子 - 分 别 代 入 团 , 得 
m1 一 2=0 和 %1i 一 级 十 3 二 -0 以 z、y 代 换 zw1、y1， 即 得 浙 近 线 方程 2 一 2==0 


和 Tyt+3=0. 
[说 明 ] Ts 也 适用 于 高 次 代数 曲线 . 
468. 设 双 曲 绕 呆 1 两 浙 近 线 的 包含 焦点 的 夹 角 为 


20, 求证 . sg- 工 人 AN 
[证 ] 双 曲 线 写 -你 -1 的 渐 近 线 方程 为 y= 之 y= 之 则 


8 2， 直线 与 双 了 曲线 的 位 置 关 系 469 
tg0=2 Sec 9 VITBD Vit (2) = 上 -。 BD] cos0= 上 上 
a 4a a 7 2 


769、 已 知 双 曲线 - 气 一 -她 -1 求证 ， (1 当 双 曲线 的 渐 近 
线 y 一 一 上 的 点 的 模 华 标 绝对 信 无 限 增 大 时 ， 它 到 两 个 名 
距离 之 差 的 绝对 值 的 极限 是 20， (2) 当 双 曲线 与 -~ - 姑 - 一 1 上 


的 点 的 模 坐 标 绝对 值 无 限 增 大 时 , 它 的 纵横 坐标 之 比 的 极 腿 是 


一 、 
[证 ] 《1) 在 双 曲线 渐 近 线 y~ 二 2 上 任 取 一 点 PCzb 9%0， 设 点 了 在 
第 一 象限 (不 失 一 般 性 )， 有 及、 为 两 焦点 , 则 
IPFil ~ PE) = Vt) TR VG 0) + 
4cw1 
VOT AVG 
4c21 


一 
V 0 十 2c04 十 C2 十 轨 十 W 对 一 20x1 十 C2 十 地 
_ cr1 
ml+ 2 -二 区 吧 ta- 到 + 和 + + 如 
4c 


2 
1 杀生 TAI- 电 


Xi 2 
4c 4 
lIim (|PR|I- IPF DD) 20. 
Tio 2 /1+ 2 一 了 
a a 


(2) 设 gza，%) 是 双 曲 线 上 在 第 一 象限 的 任 一 上 后 (不 失 一 般 性 )， 则 


a2 
% -4 “ x bo 
Ta Xo a ra” 
jim .2 
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共 焦 点 的 有 心 锥 线 系 

770，(D 证 明 一 5 十 -1 (< 2>5， 24 为 任意 

有 (2) 共 焦点 的 椭圆 二 一、 十- 
AC (~—o0, 0), NE (63, 0. 

[证 ] GD … 2%<o 4a>5, 为 任意 常数 方程 -到 +- 
表示 以 原点 为 中 心 , 坐标 轴 为 对 称 轴 的 椭圆 ,此 时 入 E (一 co，252); 或 表示 
双 曲 线 , 此 时 Xe (52, a?)， 即 为 有 心 锥 线 系 ，… CO=0? 一 一 (D2 一) ==a? 
一 2 ，… 有 心 锥 线 系 共 焦 点 . 焦点 为 (V g 一 多 ， 0)、(-V 到 一 六 ，0)， 

(3) 议 此 椭 贺 与 双 曲 线 的 交点 为 C51, 1)， 


2 2 
十 一 一) ~1...0), 
2 -n= 中 一 妆 
Er 克 他 
万 ， oo or 2 十 D 一 入 ) 
人 


| 


入 


—1 


人 了 


CT 


2 2 
TD 一 0， 此 即 过 交点 (ct %0) 的 本 加 
与 汉 曲 线 的 两 切线 二 十 志和 一 1， 坟 一 一 1 互相 垂直 的 
充 要 条 件 , 故此 椭 加 与 到 蝎 上 互相 直 交 


a 
771. 求 与 椭圆 全 -十 妇 一 1 共 焦点 ， 且 过 点 @(2，J) 的 有 
心 锥 线 ， 
[ 解 ] 与 本 园 二 -十 攻 -~1 共 焦点 的 有 心 锥 线 系 为 < 宅 _ 十 多-1， 


8 4. 以 坐标 轴 为 渐 近 线 的 等 办 双 曲线 471 


… 曲线 过 点 8@(2 了 D，.. 二 十 了 二 二 一 1 解 此 方程 得 A 一 十 4。 故 所 


求 的 有 心 锥 线 为 : 


2 = a 
可 -1 或 -3 


772. 试 求 所 有 焦点 均 为 (0， 土 3) 的 椭圆 方程 ， 在 什么 情况 
下 , 其 方程 可 代表 与 李 圆 有 相同 焦 操 的 所 有 双 曲 线 ? 

[ 解 ] “… 所 求 的 本 加 焦点 在 轴 上 ,上 且 关 于 过 成 加 对 称 , 故 可 设 其 方 
程 为 和 + 后 一， 其 中 >>m?， 又 粮 贺 的 半 焦 距 为 3，,.. mw? 一 2 一 9. 
故 所 有 焦点 为 (0， 土 3) 的 椭圆 方 程 为 天 5+ 妇 - 一 I， 其 中 -9>0， 
jw 二 3, 或 % 二 一 3 

当 一 3<n<3 时 , 上述 方 程 可 改写 成 - 


表示 和 上 述 椭圆 有 相 焦点 的 所 有 观 曲线 ， 


了 二 全- 此 方程 即 可 


$4. 以 坐标 轴 为 渐 近 线 的 等 轴 双 曲线 


443，(d) 已 知 等 轴 双 曲线 zy = os(ce 关 0) 上 两 点 Pi、Ps 的 横 
尝 标 分 别 为 zz、zs，、 试 求 过 Pi Pa 的 直线 方程 ; (2) 求 过 等 轴 双 
曲线 oy 一 上 任意 两 点 P (ols， 这)、Ps (ets, 庆 ) 的 直线 方程 
若 Pi、 Ps 都 重合 于 (ct, 了)， 此 直线 转化 为 过 点 P 的 切线 ， 
试 求 此 切线 方程 . 

{和解 ] (1) 妈 已 知 等 轴 双 曲线 上 两 点 忆 、 己 的 纵 尝 标 分 别 为 4、o%o， 
“21 于 X29，.。 过 了 让、Ps 的 直线 方程 为 Ym)) Bl 


(Ci 一 Z3) (Y—) = Yo) (FC—m1), 
£1Y1 Ce”, way 二 0 


am -=( 人 人). 


你 
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即 所 求 直线 方程 为 cz 十 ogg 一 cot 二 20 0， 
(2) 利用 @, 过 Pilet 字 人 Pa 人 cba 全) 的 直线 方程 为 cz 十 opty 
C 《六 十 cfta)， 即 z+ titoy =ce(it+to)@. 
若 点 Pi、Ps 都 重合 于 点 P( ob 卫 ), 利用 @ 式 即 得 过 点 乙 的 切线 方程 
十 1 一 2cf 
?74. 求 等 轴 双 曲线 22y 一 oO 上 以 点 (2 8o) 为 中 点 的 弦 所 在 
的 直线 方程 
[ 解 ] 设 所 求 弦 的 斜率 为 攻关 0, 因 等 轴 双 曲线 无 倾角 为 0 或 号 的 
纺 ), 弦 所 在 直线 方程 为 -34~=k(% 一 20)…@D; 把 @ 代 入 方程 20y=a3 
消去 乡 得 38z2 一 2(2ak 一 3a)z 一 @2 一 0， 设 msza 为 纺 的 两 端点 的 横 坐 标 ， 


208 一 30 2ak 一 3a 
Ek 


则 i+ 一 ， 又 “… (2a, 3q) 是 驴 的 中 点 空 二 于 一 


~24, 解 得 b 二 一 守 ， 代 入 @, 即 得 所 求 直线 方程 3+2y 一 124 一 0. 
775， 过 等 轴 双 曲线 oy=0” 上 一 点 (ct, 作 ) 的 法 线 与 此 双 
曲线 再 交 于 点 Q(of ， 妇 ), 求证 26 一 一 1 
[证 ] 据 第 773 题 ， 过 点 P 的 切线 方程 是 2+ty==2ct。 从 而 得 过 点 
P 的 法 线 方程 jp- 妃 +e 一 ok=0， 因 为 法 线 和 双 曲 线 另 一 交点 为 
@ (cf 子 ) 所 以 
ct tte— ot =0, 
即 tt+t t=0, 
( 一 办 (让 十 二 一 0. 
”VF t= 1. 
776，PP 是 等 轴 双 曲线 wy=4MV 3 上 的 任 一 点 ， 从 点 了 引 贺 
wg 十 人 二 和 4 的 切线 PT, 了 为 切 点 ， 试 确定 适合 不 等 式 2V 3 去 
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1PT|<~vV156 的 点 了 坐标 的 取 值 范围 . 
[ 解 ] 设 点 己 的 坐标 为 (zuo, go), 则 1PT1?=zt 十 奶 -4， 由 条 件 2V 3 
<<1PT|<M15, 得 12<|P7T|?<15,，.… { .0 又 '“ 点 PP 


wii>16 

_4 Xs—19z0+483<0 

在 双 曲 线 y=4V 3 上 ,… V3 . 全 入 岂 , 得 得 { 16nz 48>0 
解 此 不 等 式 组 ,得 3 和 ms 去 4 或 ias16. .@. 当 xz>0 时 , 由 包 得 
V 了 <m<2, 或 3V3<zm<s4 于 是 相应 的 有 2V3< 加 < 由 或 V3 
<W<2 当 zw<0 时 ,由 加 得 一 4<xzo 和 -3V3, 或 ~-2<zo<-V3. 
于 是 相应 的 有 一 2<gp 志 V3, 或 -4<g<~2V 3 ， 综 上 所 述 , 符 
合 题 意 的 点 卫 的 坐标 取 值 范围 为 : 


V3 <ro<2 2\/ 3 <zo<4 
acoet 本 
royo=4V 3 zoyo=4\/ 3 
-4<z0< -2V3 {-2<%<~-V3 
-2<y<- V3 —4<y<—2V3 
zogo 一 4V 3， zogo 一 4V 3. 


这 种 点 位 于 双 则 线 夹 在 两 同心 圆 ， 巡 十 妇 一 19 和 巡 十 汉王 16 之 尊 的 四 段 
弧 上 (如 图 ). 


5. 图 象 与 区 


777. 设 直 线 9 -ma 与 曲线 y 一 -2 二 无 交点 , 求 m 的 取 什 


范围 . 
[ 解 ] 曲线 方程 =- 二 当 => 工 时 ,为 9- "GO 当 0<s<1 时 ， 
为 y= -1…@;” 当 so<0 时 , 为 双 曲 线 y=1+ 王 了“…@， 曲线 图 象 如 


图 所 示 。， 直线 y=”mz 过 原点 , 当 %< 一 1 或 % 之 0 时 ， 从 图 象 上 可 见 必 
曲线 相交 ， 当 一 1<%*<0 时 , 则 直线 ym2 与 曲线 @: y 一 上 二 元 一 -是否 
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交 ， 确 定 于 方程 mc=1 十 一 二 即 me? 一 《m 十 1)z 一 1 一 0 的 判别 式 


4 一 (2 十) 十 4 和 2 一 2 十 6 和 十 工 
`“ 它们 无 交点 ，.… 4<0， 办 
已 们 无 交点 2 


—3-2V2<m<~3-4+2V3. 

一 1<M < 一 3- 上 3V 2. 
[说明 j 对 于 含有 绝对 值 记号 的 问题 ,应 
以 绝对 值 记 号 内 的 解析 式 为 零 的 值 作为 划 
分 区 间 的 分 界 点 ,分 定义 域 为 若干 区 间 进 行 研究 ， 如 本 题 中 , |x 一 4|、 |z] 
分 别 在 x 二 1, 0 时 为 零 ， 因此 分 三 段 ( 一 2， 人 、 [0, 雹 、《1, 十) 进行 讨 


论 ， ps 
778， 作 方程 zly| =1 的 图 象 . \ 
[ 解 ] |yj>0, 有 zly| =1, .x>0, y+*0. | 
当 y>0 时 ,方程 为 中 =1(z>0)， 图 象 是 双 曲 
线 zy=1 在 第 一 象限 内 的 一 支 ; 当 y<0 时 , 方程 六 
为 28 一 一 AZ>0)， 图 象 为 双 有 昌 线 xy= ~1 在 第 


四 象限 内 的 一 支 ， 
?99， 作 方程 y|z| =2z|z| 一 1 的 图 象 . 
[ 解 」 当 zZ>0 时 ， 原 方程 为 zy=22?~-l， 即 
27* 一 wy 一 1 二 0， 图 象 是 此 双 曲 线 的 右边 一 支 ， 
当 Z<0 有 时, 原 方 程 为 一 xy 二 一 22? 一 1， 即 
2 一 2 十 上 一 0. 
图 象 是 此 双 曲 线 的 左边 一 支 . 
780. 作 方 程 y=~V 十 2 和 M3 一 1 十 MVM 92 一 2 2 一 1 的 图 象 ， 
[ 解 ] `. 妇 一 上 >0， 
。， TE(— co， ~1]jULl, 十 ce). 
\W xz2 十 2 Wz2 开 十 Woz -23\/ 态 一 了 
VR-1Ta RT 
十 Vxz2-T 一 23\/T 1T 1 
=|V2-1i+1l|+|Vr -1 —1i. 
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Vri~1>0, .. Ve-I+1l>0. 
当 w= 土 V3 时 , V2 一 了 ~1=0, 可 分 (-~- oo， -V2], [-V2，--1j、 
2Vr?—1, 即 2 一 一]; zeL—-V2,—-1H, y=2, rE€[l,vV2] 
时 ，y 一 2 当 zeE [V3, +%) 时 , y~2VDT, 即 避 ~- 寻 一 1 


481， 作 点 集 
D={(2, 9) 14z3 十 902 一 36， wy>1} 
的 图 象 . 


[ 解 ] 满足 42 十 98<36 的 点 (2 9 纺 在 椭圆 
作 十 9 一 36 的 内 部 。 满足 zyg> 工 的 点 (z， 幼 
在 双 曲 线 zy=1 的 外 部 。 DD 为 此 两 点 集 的 交集 (图 中 阴影 部 分 ). 


182， 设 为 任意 实数 , 求 满足 直线 方程 (3 一 了 Dw+ (m3 十 Dy 
一 2m 的 反 集 . 


[ 解 ] 将 直线 方程 写成 mw 的 二 次 式 wa(z 二 的 一 2m 上 (一 ao =0…0)， 
当 z+g%=0 时，2m 一 g 一 2， 故 为 实数 ，… 直线 x 十 y==0 上 的 点 均 满 足 
条 件 ; 当 z+y 于 0 时 ,方程 @ 有 实 根 的 充 村 条件 为 y 

4=4[1— (s+Y)(y -7)]>0, 加 
即 -xz2<1。 .满足 直线 方程 (mw? 一 1)zx++ 由 mf 
Cm? 十 1)y 二 2m 的 点 集 如 图 中 阴影 部 分 , 包括 边 ‖ Wl 
界 妃 一 2 二 1 上 的 点 ， Wy || 
[说 明 ] ”过 平面 上 阴影 部 分 内 的 一 点 (2 切 , 方 ” 少 

程 有 ”w 的 两 实数 解 ， 当 且 仅 当 点 Cz 护 在 加 一 = -1 上 时 ,对 应 的 mm 
的 两 实数 解 相等 ， 此 时 直线 与 双 曲 线 好 -多 = - 工 相 切 。 因 而 双 曲 线 是 直 
线 (m? 一 1)zx 十 C92 十 1)y 一 2m 的 包 络 (参见 第 1203 题 ). 


| 


$6. 平移、 旋转、 对称 变换 
783. 将 曲线 loga% 十 logay =3 沿 wx、y 畏 分 别 向 右 平移 两 个 
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ui 


单位 , 向 上 平移 一 个 单位 , 此 时 与 直线 z 十 y=& 相 切 , 试 求 & 的 


值 . 
[分 析 ] ” 先 求 平移 后 曲线 logaz-logsy 一 2 的 方程 , 再 利用 与 直线 z 十 g 
=a 相 切 的 条 件 , 求 4 的 值 . ) 


[ 解 ] 曲线 logs X 二 logs y 二 2…(D 按 题 意 平 
移 后 ,方程 四 变 为 log2(7X 一 2) 十 logs(y 一 1) 一 2， 
即 (z 一 2) Cy-1)=4 (2>2,y>])…@， 这 时 3) 
曲线 @ 与 直线 Xx 十 y==a 相 切 , 故 

(¢—2)(a—2z—1)=4, 

即 当 一 (a 十 1 z+ 二 24 填 2 二 0 的 判别 式 4 二 (g++1)?~8Ca+1)=0， 解 得 a 
一 上 《此 时 x%=0, 不 合 题 意 ), 4=7，.. a=7. 

[说 明 ] 求 变 换 后 的 曲线 方程 ， 可 当 作 轨迹 题 来 解 ， 设 8(z1, 轨 ) 是 变 
换 前 已 知 曲 线 了 F(z, 幼 一 4 上任 一 点 ， 经 变换 后 到 达 PKz, 分 。 根据 变换 

7 一 0... 

的 条 件 建立 方程 | 大 Go 六 三 的) 0. 国 ， “(en 向 在昌 线 Pa 内 
0 上,“.F(V1 9) 一 0… 国 。 从 四、 四、 国 消去 参数 ft1、 yy 即 得 变换 后 
曲线 的 方程 


784， 曲 线 2y=1 绕 原 点 旋转 过 多 少 角度 时 ,曲线 与 直线 z 一 
y==2 相 切 . 

[ 解 」 人 设 曲 线 2y=1 上 任 一 点 8(《z1, 纺 ) 绕 原 点 旋转 角 0 到 达 P(x,%)， 

214 一 CoS 0+Yy sing 
则 二 ~728ing+y eoso. ”es 妇 ) 在 曲线 y= 上， mg 
即 (tecos0+YysinO)(—zsind+y cos0) =1...0). 
… 曲线 由 与 直线 Z 一 59 一 2 相 切 ， 
[(y 十 2)cos 0+y sin [~ (y+2)sin 9 二 9 cos 0]=1, 

即 cos 20+2(c0s 20— gin 20)y—28in 20—1=0 


有 等 根 ， .。 4=4(cos 20 一 sin 29)?-H4cos 30(2sin 29+1) 二 0, 


即 cos 9 一 一 1。.…. 6 一 站 或 王 。 旋转 变换 后 双 曲 线 方程 为 oy 一 一 1 


与 直线 X 和 ~4%=3 相 切 于 点 代 ， 一 十 )。 


Fa 
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785. 方程 ?一 M3 (a 十 1)v9 一 8y* 一 1 表示 的 曲线 在 坐标 轴 
按 逆 时 针 方 向 旋转 去 后, 可 用 方程 bo? 二 cg” 一 表示 . 求 06、6. 


[ 解 一 ] 当 坐标 轴 按 逆 时 针 方向 旋转 万 后 ， 同 一 点 在 两 个 不 同 的 坐标 
系 中 的 坐标 关系 为 


。 37'— 
VW=%' GCOS 一 由 Bin MEA 


> F 
po M1 mT _V+V3Yy 
y= Sn Ty C08 百 oT 
代入 方程 2 一 V3 (a+1)wy 一 by 二 1,， 整理 得 
-30~b 3 2V 3 (atb+2) gy 3 30+4 31 


和 方程 ?+ay"'? 一 1 比较 , 得 -34~b 一 4b, 即 3g 十 5 一 0…GD; a+b+2 
一 0…@; 34 一 35 二 4 二 4a, 即 a 十 3 一 4… 四 由 四 .四 可 得 ga= 一 5, 5=3, 
且 满 足 个 式 ，… a= 一 5 D 一 3. 


_ 工 一 六 一 4 十 b 
[包机 所 转轴 后 方程 系数 的 不 变 式 有 { op-acaylyss 妈 钥 
得 { -3 或 { -| 由 题 意 可 知 ,a 一 la 一 ~5, 5b~3 


786. 设 双 曲线 ?一 六 一 关于 直线 4 一 y=2 对 称 的 曲线 与 直 
线 亏 十 分 -1 相 切 , 求 和 的 值 


[分 析 ] 先 求 双 曲 线 ?一 纺 = 入 关于 直线 x 一 y=2 对 称 的 曲线 方程 ， 根 
据 相 切 条 件 , 可 得 和 的 值 . 

[ 解 ] 设 双 曲线 民 一 弛 = 入 上 任意 一 点 @(zi， 幼 ) 关于 直线 -5%=23 的 
对 称 的 点 为 Pz 纺 ， 则 五) 一 于 外 + 一 2…@ 妇 才 -1 
即 Zi 十 儿 一 X 二 四国 ， 《v1 切 ) 在 双 曲 线 党 一 好 一 上，.… XI 一 扫 一 
1 图， 从 @、@、@ 消去 以 yy 得 双 曲 线 允 一 包 一 关于 直线 了 一 g 一 2 


对 称 的 曲线 方程 你 十 2 六 一 人 一 2) 一 人 由 .曲线 由 与 直线 于 十 攻 一 工 
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的 判别 式 4= 28: 一 20(4X 一 12)=0 A 一 下- 


$7. 最 大 值 、 最 小 值 


?87.， 求 双 曲 线 x9y =1 在 第 一 象限 内 一 支 上 的 一 定点 (a, 5) 
己 它 在 第 三 象限 内 一 支 上 的 一 动 点 Pl(w，9) 之 间 的 最 短 距 离 
(以 & 的 解析 式 表 示 ). / 

[ 解 ] 当 以 点 8 为 中心, 18P| 为 半径 的 圆 与 双 曲 线 zy=1(z<0, y<0) 
相 切 时 ，|%2| 达到 最 小 值 ， 此 时 过 点 卫 的 双 曲 线 Xy=1Cz%<0, y<0) 的 
切线 与 8P 垂直 . 设 切 点 己 的 坐标 为 (zl 级 )， 过 Plwy, 0) 双 曲 线 的 切线 
方程 为 yt 十 zy 二 2 族 扫 (一 耻 一 一 上 
目 my 一 二 ， ab=1, 


1 1 1 
BG 
Xia ga " 
_1 1 
即 azni=—1, .. t=~g 3 = 一 a3, 


1QP|?= C01—a)?+ (yi—b)? 
ee Ee 
QPlam= (as+a i)E 
788. 以 曲线 wy =a 与 曲线 yg= 刀 十 zz 一 cg 的 三 交点 为 顶点 的 
三 角形 面积 , 当 c(0<c< 了 媚 取 何 值 时 为 最 大 ? 


[分 析 ] 求 出 两 曲线 的 三 交点 坐标 ， 就 能 写 出 三 角形 面积 的 解析 表达 


式 ,再 利用 代数 不 等 式 处 理 即 得 解 : | 
[ 解 ] 解 方程 组 [得 三 交点 的 坐标 : 4( 一 1，-a)、 
y=% tg, 


Bl(Va, Va)、0(~Va，-V4)，.，A 人 4BO 的 面积 
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—] -a 1 
5 一 三 -Va -Va 1l=Va(l—-o. 
Va Vu 1 
O<a<l1, .. l~a>0, 


“. SH*=a (1 0)?=5"20(1 0) (圭一 0) 


<3( Daq+1—a+l—a ) 4 
4 3 of ” 


-. 当 且 仅 当 2x=1 一 w 即 4 一 生 时 ，Smox 一 了 V5. 

789. 求 一 双 曲 线 zy 的 切线 , 使 它 被 另 一 双 曲 线 wy 一 子 
所 截 得 的 线段 长 为 最 短 . 

[ 解 ] 设 所 求 的 切线 方程 为 9=Xz-b, 代入 zy=1, 得 rw? 十 bx 一 1=0., 
令 4 太一 包 ( 一 一 0, 解 得 = 一 也 ,天 切线 方程 为 y= 一 也 -5+5. 代 
入 人 y~ 了 ,得 bw? 一 46c+3 一 0, 求 得 交点 为 (了 ， 子 )、( 厂 ， 子 小 则 截 得 
的 线段 长 

1 31Y 3D bY 2 \ bY 
V(t-5) +(F -4) VF) +(3) >Y3. 
当 且 仅 当 (时) =( 器 ) , 即 5 一 十 2 时 , ?1 取 最 小 值 YZ。 此 时 = 一 1, 故 
所 求 的 切线 方程 为 y= 一 z 十 2 y 一 一 2 一 2 

790. 在 曲线 10ga% 十 loga9 一 1 上 找 一 点 (%, 仍 , 使 2 十 一 
2(z 十 办 之 值 最 小 . 

[ 解 ] logsz+logay 二 1 即 xy=2(z>>0, y>0). 此 曲线 为 双 曲 线 2y=2 


在 第 一 象限 内 的 一 文 . 
令 有 8 一 好 十 儿 一 302 十 幼 一 (十 一 2 十 幼 一 2 
一 (X 十 内 ?一 2(X 十 办 一 4 (十 一 芒 ? 一 5. 
” 2>0 79>0， r+y>2VTYy=2V 23， 


“, S>(2Vi -DD -5=4-4V2. 
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., 当 Z=y= M3 时 , Sm 一 4(1 一 和 V2). 

791. 在 过 动 直线 2% 十 2y 一 p 与 定 直线 2% 一 y=4 的 交点 (其 中 
PE (0，3cj]) 的 等 轴 双 曲线 系 巡 一 多 = 中,， 当 2 取 何 值 时 ,入 达 
到 最 大 值 与 最 小 值 ? 


[分 析 ] “从 双 曲 线 系 必 一 多 =》 过 两 直线 的 交点 着 手 , 建立 和 与 p 的 子 
数 关系 . 


[ 解 ] Ro- 


s ““ 双 曲 线 系 Xi— 2 一 过 点 ， 0， 
。 一 322 十 8 30? 
Ap. -Ee 


4 \2 25 
-3(p- Bo) + 


SHY _。 得 它们 的 交点 坐标 为 @( 22a 225) 


O95 »€ (0, 3a]. 
4 1 | 
当 多 一 本 4 时 ， Amax 一 可 0 又 由 0<p<3a, 
, _4 4 .5 , 4 5 
得 3 2 34 jz 可 JS? 


于 是 当 p=34 时 ， Amin 一 (. 


$8. 其 它 


149%， 已 知 双 曲 线 CO ?一 9y? 一 82 一 18y 一 5 一 m=0(m>0)， 
它 的 一 准 线 方程 为 V13z 9 二 M18， 求 m 的 值 . 
[ 解 ] 化 简 双 曲线 0 的 方程 ， 得 4(o-1)?-9(y+D?=m，*… m>0， 
-方程 又 可 化 为 -各 -一 -他 士 2 一 1， 故 其 半 实 轴 a= \/ 也, 半 让 加 
4 可 


bY/ 多 ,而 sr 一 2+ 如 一 -区 只， 双 曲 线 0 的 一 准 线 方程 为 6 一 1 一 -全 一 


Yt oa J 另 一 准 线 方程 Vi5z= - 3 + VI5, 
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显然 不 合 题 意 , 将 求 得 的 准 线 方程 和 已 知 的 准 线 方程 比较 ,得 2 于 -9 
m=30 


793， 已 知 双 曲线 57 码 二 一 T6cza-1 (为 锐角 ) 和 国 
Cw 一 m9)? 十 J 一 ?2(? 之 0) 相 切 于 点 4(4MV 3 ,4), 求 a.m、? 的 值 . 


[分 析 ] 两 曲线 相 切 ， 在 切 点 有 公 切 线 ， 分 别 写 出 两 曲线 在 点 4 的 切 
线 ,根据 两 直线 重合 的 条 件 即 得 解 . 


.. . (4V 3)? 42 
[ 解 」 … 点 4 在 双 曲 线 上 ，,… 4g Ti 一 二. 化 简 得 始 "c 十 


tga—2=0, 即 (tga2) (tga—-1)=0，..ta=1, 或 ~2. "a 为 锐角 ， 


a=45°. 于 是 双 曲 线 方程 为 Tl 它 在 点 4 的 切线 为 


i 24 16 
之 一 和 一 1 即 2V3c-3y 一 12.…D， 而 加 (一 加)?++yP=7? 在 点 


4 9 切线 为 (Cav 一 mm) (7 一 m%) 十 4 一 和 2 即 

(4V 3 —m)z+dy=r?+ (4 3 —m)m...®. 
“。 两 曲线 相 切 于 点 4, 故 直线 和 己 重 合 

4V 3 ~—m 一 4 和 十 (ev — mm 


2V3 一 3 
从 而 解 得 : m=- 写 V3，7 一 与， ?>0， .r= 后 V 囊 


794， 已 知 双 曲 线 方 程 为 16w3 一 9wy? 十 64% 十 18y 一 89=0， 一 
个 圆 经 过 双 曲 线 的 两 焦点 , 且 与 2 轴 交 于 两 点 , 这 两 点 间 的 距离 
为 8, 求 此 图 的 方程 . 


[分 析 ] 所 求 圆 过 双 曲 线 的 两 焦点 , 而 双 曲 线 的 两 焦点 关于 虚 灿 成 灿 对 
称 , 故 所 求 圆 的 圆心 必 在 虚 轴 上 , 且 半 径 长 等 于 圆心 到 焦点 的 距离 . 
[ 解 ] 化 已 知 双 曲线 方程 为 16(% 十 2)? 一 9(y 一 1)?==144,， 即 
C+ -1D2 | 
9 16 7 
故 其 半 焦 距 e= V9+16=5，'.” 所 求 圆 过 两 焦点 ， … 圆心 必 在 虚 轴 
ZX 一 一 4 上 ， 妈 圆心 坐标 为 (一 2 5), 则 此 圆 方程 可 设 为 
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(十 2)23- 上 (yy 一 5)2=52 二 (一 12 
印 22 十 妇 十 4 一 2090 二 20 一 22 一 0 
以 2% 一 0 和 代 入 ,得 22 二 47 十 2 一 22 一 0 
令 所 求 的 圆 与 x 轴 的 两 交点 的 模 坐 标 为 st、x2， 则 
mir —4, TirTs= 2D— 22 
”两 交点 的 距离 4==V (一 轨 )2 一 M (XI 十 %2)? 一 v179 一 8， 
16 一 4(20 ~22)=64 .b=5. 
故 所 求 圆 的 方程 为 (2 二 22 十 (9 一 5 一 4 

795， 三 个 观测 站 的 坐标 分 别 为 4(c, 0) .了 B(--ow 0) .0(0,0)， 
他 们 都 测 得 敌人 的 炮 声 到 达 的 时 间 ， 若 4、B 间 的 时 间 差 为 太 ， 
4、O 间 的 时 间 差 为 加， 声速 为 w% 据 此 怎样 测定 敌人 炮 位 的 
位 置 . 

[ 解 ] 设 敌 人 炮 位 位 于 点 卫 , 根据 4、B 间 时 间 差 为 为 ， 可 知 点 一 应 在 
以 4、 卫 为 焦点 ,以 o 为 实 轴 长 的 双 曲 线 上 ， 同 理 , 根据 4、 0 间 时 间 差 
为 妃 可 知 点 五 又 在 以 4、C 为 焦点 ， 实 轴 长 为 
Vt 的 双 曲 线 上 。 .… 点 卫 应 在 这 两 支 双 曲 线 的 
交点 上 , 用 作 图 方法 即 可 求 得 点 PP. 

[说 明 ] 实际 应 用 时 ， 因 为 抱 位 高 观测 站 和 较 
还 ， 故 雹 位 所 在 的 双 曲 线 常 用 它 的 渐 近 线 代替 ， 
以 两 双 曲 线 的 渐 近 线 的 交点 来 测定 炮 位 位 置 ， 


y96. 已 知 双 曲 线 一 1(e>0, 5>0) 上 一 点 已 (or 4) 


(wa>0, ys>0)， 以 卫 为 切 点 的 切线 与 2 轴  ? 
的 交点 为 @， 原 点 为 0， (1) 求 以 内 表示 的 
人 和 人 OPQ 的 面积 (2 一 co 时 ， 求 人 0PQ 
面积 的 极限 ， 

[ 解 ] (1) 双 曲 线 - 和 一 -修一 1 在 点 Pew 的) 


P(x1, 71) 


1 V1Yy 


、 | ”| 
的 切线 方程 为 “一 区 六 = 它 与 了 轴 的 交点 坐标 为 ( -2，0).… 点 


83. 其 写 483 


在 双 曲 线 上 ， 
一 和 WV >0, 


ab > 
， Saore 一 法 1081] := D1 VY rc1—a?, 


C2) Sao 一 训 bY1-(E) (ei>0), 
lim Score 一 全 Jim M1-( 如 ) = 五 吧 
2 入 
797. 设 贺 0 与 双 曲线 = 一 - 徊 - 一 1 的 四 个 交点 中 至 少 有 三 


个 重合 于 点 (wz, 妇 ), 求 加 O 的 方程 


[分 析 ] 设 贺 0 与 双 曲 线 的 四 个 交点 为 P、 忆 、 下 、 旬 当 忆 、Pa 与 书 
重合 时 ， 直 线 PP1、PP; 均 与 过 点 卫 的 切线 重合 ， 直 线 P14 与 P8 重合 ， 
故 圆 C 包括 在 过 PP、Pi、Ps、@ 四 点 的 二 次 : 
曲线 系 中 。 应 用 提要 (8.72) 可 得 此 二 次 由 
线条 方程 。 根 据 一 般 二 次 方程 的 曲线 为 圆 
的 充 可 条件 ， 即 得 加 4 的 


[ 解 ] 已 知 双 曲线 二 一 二 1 上 过 所 


P(ez 9 的 切线 方程 为 a 一 -如 =1. 设 直线 PQ 的 倾角 为 0, 其 方程 为 
Cap- (一 纹 )cos0 一 0 
过 加 C 与 双 曲 线 四 个 交点 (其 中 三 点 重合 ) 的 二 次 曲线 系 方程 为 : 
《52012 一 G20118 一 0302 (rsin0— ycos0O— wi sinO+ ycos0) 
一 入 (D222 一 02012 一 02027 (DD. 
方程 @ 表示 圆 的 充 要 条 件 是 必 、9# 项 的 系数 相等 ，2g 项 的 系数 等 于 和 堆 ， 


故 有 
bz sin 0 —Ab’* = a Cos 0 + A 多 
和 bvi cos 0 +awy sin8=0, Dp 
cos9 sing 1 


pp | 


以 园 代 入 乌 , 得 
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1 一 二 VO9tte 针 ， 以 之 值 与 @ 代 入 @, 得 
(a?+b2) bz — a2yiy — Db) (brs + aryiy — b2%? — a2y?) 
一 (Do 十 ao (bw? 一 0 一 GD)， 
D221 一 C211 一 Q2D2， 
04D4(22 十 42) —20 02 4+ 6) vir + oa (02+ 60°) yy 
+asb4t(371 + 3y1 — 20°+ 260’) =0, 
2 9 伟 2 DAN， 
即 vty et Np 和 的 y+ (309+ 3y3 —242+2b7) =0. 


此 即 圆 C 的 方程 ， 

[说 阴 ] 些 圆 称 为 双 曲 线 在 点 忆 zt 幼 ) 的 密切 圆 . 本 题 的 另 一 解法 人 参 
见 第 872 题 ， 当 点 书 为 (a, 0) 或 (一 a, 0) 时 , 直线 P@ 与 过 点 己 的 切线 重 
合 , 因而 点 名 与 氮 书 也 重合 , 圆 C 的 方程 为 十 y 士 20e67 十 4 十 322 一 0 


$3. 证 明 题 


?498.， 求证 :等 输 双 曲线 中 通过 焦点 且 平 行 于 一 对 共 斩 直 径 
的 两 条 强人 彼此 相等 . 


[分 析 ] 设 双 曲 线 仁和 所 =1 两 共 轿 直径 的 斜率 为 mw 与 mw， 则 
m. m' 一 2， 对 等 回 双 曲线 即 mm' 一 1， 车 设 w= 馆 @，m'==tgB， 则 


a 
tea 't 夫 B=1，t 志 a=otg 8，,… a+B= 气 ， 故 可 将 通过 等 轴 双 曲线 的 焦 


X=0++t cosa 


点 且 倾 角 为 (或 8) 的 驴 的 参数 方程 | “”，。 “与 汉 曲 线 方程 联 立 而 


Y=t Bn oa 
求 得 两 弦 的 长 . 

[证 ] 设 等 轴 双 曲线 的 方程 为 好 一 色 =a25 过 
焦点 分 别 与 两 共 斩 直 径 平 行 的 两 弦 凡 52 的 倾角 
为 a.b, 则 | U1 方程 为 

r= 2atticosa 
Y=t sna 


将 @ 代入 双 曲 线 方程 ,得 (ecos? a~sin?a) 十 2V 2 atcosat+a?=0, 


.可 


- 号 Ww 
下 


$9. 证 有 明 题 485 


| 的 长 度 一 | 刀 一 to| 一 人 (在 十 妇 )2 一 4 的 


Ba*cossa 4a’* |] 4a’ 
(cos2w 一 Sin2 ao)3 cosia—sina (cos2 a — gin? a)? 


24 _| aa 
COS* w 一 Sin2u COS 2 
、 四 
同 理 可 证 。 ”4 的 长 度 一 | 6s|. Te c 
加 2a 
5 的 长 度 一 COS 二 | CC 27) = Cos 2c | 
故 2 的 长 度 和 的 长 度 相等 ， 


499.， 求证 ， 等 轴 双 曲线 两 互相 垂直 的 焦点 弦 的 长 度 相 等 . 

[证 ] 设 等 轴 双 曲线 的 方程 为 os 一 如 一 a?， 一 条 焦点 弦 五 的 倾角 为 a 
则 另 一 条 焦点 弦 己 的 倾角 为 了 十 .根据 上 题 结论, 五 的 长 度 一 | 二 2 
0 的 长 度 =|- 2 _ | -| 一 经 |. 

rE +a) | | 一 

改 红 的 长 度 和 的 长 度 相等 . : 

800.， 双 曲线 3 一 y=a? 的 一 条 准 线 与 实 轴 交 于 点 D， 过 DD 
引 一 直线 和 双 曲 线 交 于 政 、W 两 点 ， 又 过 一 个 焦点 了 了 引 一 垂 
直 于 MN 的 直线 和 双 曲 线 交 于 P.Q 两 点 。 求 证: |FP|.|7Q| 
=2|DM|.|DN|. 

[分 析 ] 要 计算 1FP1.|FQ| 与 1DM1:|DN| 
这 两 个 量 , 因为 XN .PQ, 故 采用 MN 与 PQ 的 
直线 参数 方程 为 宜 . 

[证 ] … 双 曲 线 2? 一 纺 =a? 的 离心 率 为 V3， 
. D、 厂 的 坐标 分 别 为 ( 一 -和 0) 和 (V3aw 0). 
设 MN 的 倾角 为 9, 则 PQ 的 倾角 为 6 十 于 直线 MN 与 PQ 的 参数 方程 


CO8 2x 


{~ 一 7 可 +teos6 
y=t8in0 “0, 
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全 \/3aw 二 Ht cos(8+ 和 到 )-V3a-tsing 


.@ 
y=t sin (0+ )=t cos0 
分 别 代入 双 曲 线 方程 得 : 
a 3 . 
(- 和 + cosgj 一 Sin d=a,, 
(V 3a 一 上 isin 9)3-- (icos 93 一 02; 
印 t? co0s 20 — VV 2uicos0 一 于 02 一 0…@ 


t2cos20 +2V 3 atsin0 —a?=0..……@. 
方程 @ 的 两 根 为 4=DM, fs=DN, .… |DM|- IDNI = litsl = Boe 91- 
方程 多 的 两 根 为 ts=FP, 0 一 FO@，.… [PT IFQ| ~ liskl =eosoT- 
IFP|:|FQ|=2]DM|:|DNI. 

801. 一 直线 交 双 曲线 于 4、B 两 点， 交 双 曲线 的 渐 近 线 于 
O、D 两 点 。 求证 夹 于 浙 近 线 和 双 曲 线 间 的 线段 40 和 LO 
相等 . 

[分 析 ] ”只 要 证 明 4B 的 中 点 与 CD 的 中 点 重合 即 可 . 

[证 ] 设 双 曲 线 方程 为 气 一 化 -= 二 则 其 
渐 近 线 方程 为 -所 一 - 妇 -=0， 又 设 直 线 和 * 


bp? 
轴 交 于 《m, 0), 倾角 为 由 则 直线 的 参数 方程 为 
ZX 一 和 十 # cos0 
{ ising | 


将 @ 式 分 别 代 入 双 曲 线 方程 和 渐 近 线 方程 , 并 化 简 得 

(b? cos 0 — oo? sin 20)t+202mt cos 0 +602m? — ab?=0...®, 

(b? cos* 0 — 0 sin’ 0) 2+ 2b2mt cos 0 + b2m? = 0 3. 
在 直线 与 双 上 曲线 、 渐 近 线 分 别 有 两 实 交 点 时 ， 由 方程 @、 @ 可 以 求 出 线段 
4B 中 点 对 应 的 参数 值 


I 


$9. 证 明 题 487 


1 bm COS 如 
1 bcos:0—a?sin0° 
线段 CD 中 扣 对 应 的 参数 值 
bm cos 0 


bom 
2 ?cos? 0 —a’?sin*0° ! 9 


印 线段 4B 的 中 点 和 线段 0D 的 中 点 重合 , 故 |40|=18DI， 若 直线 和 x 
轴 没 有 交点 , 则 直线 必 和 z 轴 平 行 ， 根 据 双 曲线 的 对 称 性 ， 上 述 结论 显然 
成 立 。 

[说 明 j 有 关 直 线 与 二 次 曲线 的 关系 ,一 般 可 用 直线 参数 方程 代入 二 次 
则 线 方程 , 然后 利用 韦 达 定理 和 判别 式 , 推 究 所 得 关于 t 的 二 次 方程 . 


802. 过 双 曲 线 上 任 一 点 卫 的 切线 与 双 曲 线 两 渐 近 线 交 于 
妥 、 昌 两 点 ， 求 证 点 全 是 线段 4B 的 中 点 . 


[证 j 设 双 曲 线 方程 为 坊 -~- 委 -=1 两 渐 近 线 方程 为 - 邱 -- 杂 =0， 


双 曲 线 上 住 一 点 P 卫 的 坐标 为 (81，g1)， 则 过 点 忆 的 
切线 方程 为 一- 如 -=1. 切线 与 两 渐 近 线 的 交 


所 坐标 是 
LT UY 1 
bp3 


2 _ 0 
7 
的 解 ， 消去 2 并 整理 得 (bi? 一 他 2 人 2 一 202D2ciz 十 a 纪 2 一 0， 

020202 一 202D2018 十 QiD2 一 0， 即 Oo 一 20i2 二 ad2 一 0 
根据 韦 达 定理 ,线段 4B 的 中 点 横 坐 标 2= zi， 代入 切线 方程 得 9 一 纺 。 所 
线段 4B 的 中 乓 坐标 为 (Xv 妇 ), 和 点 了 坐标 相同 , 亦 即 点 P 卫 是 线段 4B 
的 中 点 . 

803， 设 过 双 有 曲线 焦点 而 与 渐 近 线 平 行 的 直线 交 双 曲线 于 点 


PR， 求证 点 书 的 焦 半 径 长 等 于 双 曲 线 通 径 长 的 于 


Li 证] 设 双 曲 线 方程 是 - 纯 - 一 女 -~ 了 则 双 曲 线 通 径 17azoj 一- 艺 - 。 过 


488 第 六 章 双 曲线 


右 焦 点 Filce，0) 和 渐 近 线 ay - 57 二 0 平行 的 直线 方程 为 ay --bz 十 bc 二 0， 
局 它 与 双 曲 线 交 点 从 标 为 PCz1, 1), 解 方程 组 , 


a2 212 
1“ 
ay- bx+bc=0, 
， c2 十 ol 
得 忆 一 人 一 . 故 点 卫 的 焦 半 径 


|PF:|= |exi—~al== 1 全 二-a 一 
Qw 2c 


27 


即 PF = 地 1Za7a|. 


[说 明 ] 过 点 Fi(ce，0) 作 和 另 一 渐 近 线 cy 十 pz=0 平行 的 直线 ， 或 过 
左 焦 点 了 a( 一 c, 0) 作 和 两 浙 近 线 平 行 的 直线 , 都 有 相同 的 结论 . 

804. 求证 ， 等 轴 双 有 曲线 上 任 一 点 到 中 心 的 距离 ,是 它 到 两 焦 
上 所 距离 的 比例 中 项 . 

[证 」 ” 设 等 轴 双 曲线 的 方程 为 2 一 圾 一 a3, 双 曲 线 上 任 一 点 了 的 坐标 为 
(zm1 1)， 则 忆 到 中 心 0 的 距离 ]PO| =V 好 十 儿 ， 等 轴 双 曲线 的 离心 率 
e 一 V 2， 故 点 P 卫 到 两 焦点 距离 分 别 为 | V3z1+a| 和 | V3xi-al. 

[IV 3%+al:| V2z mal=|222 -a2| 一 |z2 一 ac2 十 z3| 
一 | 他 十 对 | 一 好 十 色 王 |PO|: 
邱 得 证 . 

805. 已 知 双 曲线 中 过 焦点 耳 的 通 径 上 端点 为 @， 点 卫 为 双 
曲线 上 任 一 点 , 点 了 在 实 轴 上 的 射影 为 点 
天, 过 点 @ 作 双 曲线 的 切线 与 直线 PMH 交 
于 凡 Rh. 求证 ， [MRER| 一 [FP|. 

[分 析 ] 由 于 fF、@ 的 位 置 已 知 ' 关键 为 如 何 从 
点 卫 坐标 确定 点 的 坐标 ， 从 过 点 日 的 切线 方程 


与 直线 性 上 的 方程 可 得 点 有 的 坐标 ， 从 而 可 证 
[ME|=1FP|. 


$9, 证 明 题 489 


[证 ] 设 双 曲 线 方程 为 - 罗 - 和 一 卫 焦点 了 开标 为 P(c 0), 则 通 径 
上 端点 的 坐标 为 (o。- 刀 过 点 @ 的 切线 9 方程 为 


2y 
CC 
古训 
BY cr—ay=a?..(0). 
设 点 一 坐标 为 (zt 妇 ), 则 点 用 坐标 为 《x1,，0), 直线 忆 M 方程 为 
2 一 21… 人 ). 
解 D、 回 得 点 五 的 坐标 为 ( zt， 上 wa) 
[MRI=|2 oa =len—al, 
而 z [FP|I=|em~al, .. |MEI=|FPI. 
806. 求证 ;等 轴 双 曲线 平行 于 实 轴 的 弦 在 两 顶点 所 张 之 舟 
均 为 直角 . y : 


[证 」 设 等 轴 双 曲线 的 方程 是 x 一 4, DO 
为 平行 于 实 轴 的 弦 , 点 0 坐标 为 (zt 妇 ), 则 后 D 
坐标 为 (一 21, 妇 )， 两 顶点 4、.B 坐标 为 (一 a, 0)、 


(a, 0), 直线 04 的 斜率 如 = 二 全 一， 直线 D4 


Tita 


~ Y __¥ .. : ~ 
的 斜率 有 一 一 症 和 用 "加 一 5 “点 0 在 双 曲线 上 ,经 一 组 09 


代入 上 式 得 加: ha= 一 一。 .… 直线 C4LD4, 即 人 04D 一 80°, 同 
yi 
理 可 证 LC0BD=90". 


807、， 求 证 ， 过 贺 o2 十 妨 = 人 3 与 双 曲 线 - 写 一 乱 - 二 (r>g 


的 四 个 交点 中 任 一 交点 处 的 两 切线 , 所 夹 的 锐角 相等 . 

[证 ] 设 图 与 双 曲 线 的 四 个 交点 为 Pt、Ps、Ps、Pi， 点 Pi 的 坐标 为 
Pil(xo，Yo)， 根 据 对 称 性 ， 点 P2、P3、Ps 的 坐标 分 别 为 Pa( 一 X0，20)、 
Pa( 一 20， 一 Yo)、Pabzo， 一 yp)， 过 点 Pi 贺 的 切线 方程 是 X07 十 yoy 二 7” 双 
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曲线 的 切线 方程 是 访 ~ 一 了 一 1。 设 该 点 圆 的 切线 和 双 曲 线 的 切线 所 
夹 锐角 为 6， 风 


D2420 + To 
te 01= Ayo Yo | | bzoyot+a Toyo 
8B 01 3 一 本 5 
.Lo a’yo— bo 
aiyo yo 
| xoyo la’ + b°) 
— ob: | 


过 点 Po 圆 的 切线 方程 是 -xz0% 二 yoy==7, 双 曲线 的 切线 方程 是 -一 交 -3 


-了 一 1， 设 该 点 双 曲 线 的 切线 和 图 的 切线 所 夹 锐角 为 9 则 
Te < 上 D221 
tg 9, 一 ao | _ | a2royot+- broyo | _ | zoyoCa?+b’) 
| ov -055 
a2y3 


t=tg0,, 目 人、0s 均 为 锐角 ， Qi1=0,. 
同 理 可 证 人 一 0s 一 6s= 扩 . 


808， 已 知 双 曲 线 - 邱 - 一 -和 -一 也 半 直径 w 和 它 的 共 东 半 直 径 
所 成 的 角 为 0 求证 , sing- Wr 
则 点 的 坐标 为 (名 了 又 设 直线 OP 倾角 为 a 直线 09 倾角 


为 B, 则 
sin a 一 -站 -， CDS a = Xi . EV fo 
eee | 
oo 


:i +} 


: c 
—_CX1 Yi 
Sin Bb ab’ 2 cosB pp! t MA 


大 


。。 Sin0=sin(B—a) =sinB cosa—oosBsina 
ol ,m1 0 ,DO 一 0 
ab’ oa’ bb' a aq DB 

ob ob 
aa'bb’' a'b'*’ 


$9, 证 明 题 491 


809. 求证 ， 双 曲线 上 任意 一 点 的 切线 ,平分 该 点 两 焦 半径 的 


夹 角 . 
[分 析 ] ”如 图 ,要 证 明 PT 平分 ZFPPs, 只 要 证 明 地 一 J 


[证 ] 设 双 曲线 方程 为 与- 一声 一 1,P(wz9) 
为 双 曲 线 上 一 点 。 过 点 卫 的 切线 交 z 轴 于 了 了 
记 、F'a 分 别 是 左 、 右 焦点 ， 则 1PFi| = |exi 十 al， 
Po 二 |exi 一 aj， 过 点 了 的 切线 方程 是 bm17 
一 2yi1y 二 3263, 切线 PT 和 zx 轴 交 点 了 的 坐标 为 


a2 2 a2 ] 
* 一 - 一 FT =-1ec 一 一 -一 
(全 0). .“. |PiT| c+ |， | 五 ?学 | C zr | 
| 
TT) _ e+ _ [exita?| IPFi| _ lemital _ [exit+a?| 
127 | ] | levi-al” IPFs| lexi—al [exi—a?)” 


光 1 


[| |ZP4| 即 切线 PT 平分 两 焦 半 径 的 夹 角 和 FPF 


iFs7| IPF,| 
w=6t 
810. 设 加 2 十 六 十 Dz+ By+F=0 与 等 轴 双 曲线 | 6 
| z y= 了 


G 是 参数 ) 有 四 个 交点 ， 交 点 坐标 为 (olo 二) (i=1, 2, 3, 汶 . 


求证 ， (1) ttststs 一 1; (2) 四 个 交点 的 平均 中 心 ( 其 坐标 为 各 点 

坐标 的 算术 平均 数 ) 平 分 双 曲 线 和 圆 的 中 心 连 线 . 

[分 析 ] “将 双 曲 线 的 参数 方程 代入 圆 方程 后 得 关于 + 的 四 次 方程 ,再 用 

韦 达 定 理 可 证 之 . 
[证 」】 (了 D 到 则 红 数 方 程 | 代入 男方 程 十 儿 十 PPxz 十 20 二 

=0， 消 去 z、 得 co 绊 十 cDI 十 二 ci 十 全 一 4。 根据 韦 达 定理 即 得 

ttfafat 一 工 


二 
f= 


(2》 四 和 双 则 线 的 四 交点 坐标 为 ( chi， 庆 )( 一 2,3, 仿 ， 设 平均 中 必 
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的 坐标 为 (z, 殷 , 则 2 一 工 伯 十 5 十 b 二 雪 一 全 (一 民 )= 一代 


/ii,i,1l1,1l\ oe/ _E\ BE 

9 一 全 (二 + 二 + 二 + 二) 全 (一 = -人 
即 平均 中 心 坐标 为 ( 一 字 ， 一 子 )， 而 双 上 曲线 和 贺 的 中 心 举 标 分 别 是 (0, 0) 
和 ( 一刀 ，- 至 )， 连 心 线 中 点 坐标 为 { - 卫 ，- 院 ) 和 平均 中 心 坐标 相 
同 ， 所 以 平均 中 心平 分 双 曲 线 和 回 的 中 心 连 线 . 

811， 已 知 双 上 曲线 8: zy=1， 通 过 点 4(c, 0) (a>0), 作 一 条 
和 斜率 为 mr(mr<0) 的 直线 交 5 于 B、O 两 点 ， 又 交 4 轴 于 万 点 ， 
这 些 点 的 顺序 为 4 了、O、 九 ， (由 证 明 |48B|= |0DI， (2) 若 
|4B| 一 180|=|0D|, 试 把 m 用 4 表示 出 来, 并 证 明 人 04D 的 
面积 是 与 & 无关 的 一 个 定 值 . 

[ 解 ] (tb》 直线 4D 的 方程 为 y=m(z 一 4)… 
4 代入 曲线 8 的 方程 ， 并 整理 得 mz 一 0GI720 一 了 
一 0。 因 直线 AD 和 曲线 8 相交 ， 故 上 述 方程 
有 了 两 实 根 1、z2， 且 X11 十 X20=4…@， ci. 一 
-二 …@. 议 21>>7X2， 由 题 意 可 知 1 即 点 如 的 
模 誉 标 ，zs 即 点 C 的 横 坐 标 ， 若 点 B'、0' 分 别 为 点 也 、C 在 z 轴 上 的 射 
影 , 则 点 B' 的 坐标 为 (cu 0)， 点 C 的 坐标 为 (ca，0). 而 14B'|~a -zy 
loOol =m， 由 国 得 ao=m，.… 14B'|=100114B =10D| 

(2) “» IBC|= 10D], .|B'C'|=10'0|, 即 0 一 03 一 22， .01 一 7o。 
由 图 得 802=4…@， 由 @ 得 2 一 二 … @。 由 轩 、 回 消去 mw 即 得 

9 
= 20 (86). 
当 x 一 0 时 , 由 @ 求 得 点 也 的 纵 坐 标 为 am， 故 


心 so4D 一 训 | O04| * 10D| ~ 节 a(—am)= -三 CQ2772 


以 四 式 代入 ,得 So -二 cd 一) -3 
… A04D 的 面积 是 与 4 无 关 的 一 个 定 什 


8$9. 证 明 题 493 


3 3 
812. 设 8 为 双 曲 线 -一 -条 -二 上 蜡 于 顶点 4 的 任 一 点 ， 
4B、SR 为 切线 ,4B 与 OS 交 于 点 B, SR 交 实 轴 于 点 R， 求 证 
RB AS. 
[证 ] 设 点 仿 的 坐标 为 (zt 妇 ), 显然 中 于 避 


过 点 8 的 切线 方程 为 一 六 一 -号 全 一 1 它 与 实 轴 交 


点 的 坐标 为 了 ( -2-，0)， 过 点 4(a，0) 的 切线 为 


Zz 一 4,，08 的 方程 为 y= 2 .点 吾 的 坐标 为 
(ww 各 )， 故 48 的 斜率 Eue= 二 和 从 ，BB 的 斜率 
1 —( 
_y oa 。 
PAC 2 a *. RB/AS. 


813. 在 等 轴 双 阳线 上 一 点 张 直角 之 芝 平 行 于 过 此 点 的 法 线 . 
[证 」 设 等 轴 双 曲线 的 参数 方程 为 | cs 已 卫 的 坐标 为 P(o 过) 
t 


在 点 卫 张 直角 之 弦 的 两 端 81、0 的 坐标 分 别 为 《ca， 过 人 (ci 全) 则 


1 1 

Cc( 一 于 : 

人 8183 的 笠 率 为 rn ~ 者 ~- 同 理 , PQ1、 PQs 的 斜率 分 别 
1 1 .. . 1 

为 四 7 tp0s™ = PQ1 | P92， 。 = Er 


一 -二 一 人 而 过 成 呈 的 法 线 PN 的 斜率 为 过 护卫 的 切线 2+Py 一 20t 


笠 率 的 负 倒 数 ，… Kpx 二 如 ， 下 81902 PN. z 
814. 设 4、4' 为 等 轴 双 曲线 的 顶点 , P、P' 为 双 曲 线 上 关于 
双 有 曲线 实 轴 对 称 的 两 点 ,求证 ，4P.L4'P', 
AP’ | 4’P. 
[证 ] 设 等 轴 双 曲线 们 一 纺 =0? 的 两 顶点 为 4 
(a, 0)、 A-a, 0), PCz1 妇 )、P'《xt， 一 级 ) 为 双 
曲线 上 关于 实 轴 对 称 的 两 点 ，.。 Xi~ 好 =a2…(D. 


"~ ko, 
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4P、 4 、4P、4F 诸 直 线 的 斜率 分 别 为 


Yi 一 一作 Yi 9 
MP KP MP Kp 
所 i bap hap 1, 
即 API A'P', AP'| A'P 
815， 过 双 曲 线 上 任 一 点 三 ( 非 顶 点 ) 的 切线 交 准 线 于 点 Q FF 
为 此 准 线 对 应 的 焦点 ,求证 PF 47 
[证 ] 设 双 曲线 方程 为 二- 丝 一 1, 过 点 


P(x 1) 的 切线 方程 为 “和 一 攻关 一 1.@ 
准 线 方程 为 2 一 一 …@@, 对 应 焦点 为 F(ae, 0)， 
解 方程 @ 与 加 ， 得 点 的 生 村 为 ( 卫 , 下 各 一 4 直线 PF、 QF 的 
斜率 分 别 为 


D2K2Z1 一 CC) 
pp 一 一 息 7j ae DZ 一 6) _ %1~ae 
oa a ol-ey yr 
,。 Kpyhorn= 一 J， 下 PF | QF 
816， 已 知 v= (e+e-!) conb, y 一 去 (e' 一 0? gin 98， 试 证 ， 
(DD 车 i 为 不 等 于 堆 的 常数 ，9 为 参数 ， 则 点 (2， 细 的 轨迹 为 椭 
圆 ，(2) 若 0 为 常数 , 且 0z-7 (2EJ)，,t 为 参数 ， 则 点 (2, 人 的 


轨迹 为 双 曲 线 ; (3) 此 椭圆 和 双 曲 线 有 共同 的 焦点 ; (名 椭圆 与 双 
有 曲线 在 交点 处 的 两 切线 正 交 . 

[证 ] (1) 由 z= 地 (e+e-)cos6 得 
=00s 0..…@, 


e! 十 et 
2 


$9. 证 明 题 495 


由 y= 于 (一 esin 0 得 


@?+@% 得 tl 


2 4 
收 点 (%, 仍 的 轨迹 为 椭圆 . 
(2) O04 (2 €J), 由 x 一 也 (et+e- 中 cos6 得 
+o".@®, 


由 y= FCe!—e-')sinO 得 


2y == pf 一 1, 
Sin 0 ot 4 


。 4 4%” ~ - 
@'-@', 得 gg- te) (00) 


2 
邵 ng gt 
cos20 sin?0 


改 点 4z, 幼 的 轨迹 为 双 曲 线 . 


(3) (二 ) -( 兮 和 ) -1 … 梯 罗 的 焦点 为 (~1，0) 和 
(1, 0)， 又 cos? 9+sin?9 一 1，.， 双 曲线 的 焦点 也 为 《一 1, 0) 和 (1, 0). 
故此 椭 罗 和 双 曲 线 有 共同 的 焦点 ， 

(4) 设 (zo, yo) 为 椭 加 和 双 曲 线 的 任 一 交点 , 则 


vy 


6 yo x0 _ Yo 
(一 一 ) (Se ) > co850 sin20 1. 
2 | 
两 式 相 减 , 得 
2 1  __1 :| TI i |- 
“0 I 8 十 6 ) cos3 0 | Ir er—et ) + sin20 0, 
2 | 2 | 


2 


即 | os 一 (人 ) |r ee ee ya" 


i 
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t 一 上 \9 “2 
““ cos20<<1, 而 (2) >1,，., cos?0— (So) 了 0 故 


2 


0 =0…@ 
(< ) cos20 (£3 —) sin20 


又 梢 圆 和 双 曲 线 在 (zw 加) 处 的 切线 方程 分 别 为 


Tr YY 一 ! _7Zod _ YY 
( 6 十 6 一 ) 1 e'—e™! ) 和 和 coss0 Sn20 l. 
2 2 


由 @ 式 可 知 两 方程 中 x、y 项 的 对 应 系数 乘积 之 和 等 于 零 ， 改 椭圆 和 双 曲 
线 在 交点 处 的 两 切线 正 交 . 


817. 设 一 等 轴 双 曲线 的 两 渐 近 线 为 男 一 等 轴 双 曲线 的 两 籼 ， 


试 证 此 两 等 轴 双 曲线 互相 直 交 . 
[证 ] 设 一 等 轴 双 曲线 方程 为 =c2? 另 一 等 轴 双 曲线 方程 为 2 一 六 

一 a2， 过 它们 的 交点 Pi1(Xi, 妇 )， 两 曲线 的 切 Vx yc2 
线 分 别 为 ; / 

yiX+ TY = 2c°..0), | (po qd 

2 一 0 一 02… 人 @. 个 
“YN1 十 X1C 一 Y1) 二 0，.…. 此 两 等 轴 双 曲线 互 入 Ye 
相 直 交 。 


818. 一 直角 三 角形 的 三 顶点 在 等 轴 双 曲线 上 , 求证 直角 顶点 
处 的 切线 垂直 于 斜 边 . 
[证 ] 设 等 轴 双 曲线 方程 为 wy 二 0?， 直角 三 角形 480 的 三 顶点 在 等 


轴 双 曲线 上 ， 设 直角 顶点 4 的 坐标 为 (cb 他) 外， 
C C 
其 余 两 硕 点 为 B(cty 卫 )、0(cts, 也). 直线 4B、 
40、BO 的 斜率 分 别 为 。 7 
1 1 / 
1 全 -到 __1 
2 c(t—t) tt1 1 
1 ;1 1 
ho i to A 


89. 证 明 题 497 


过 所 4 的 切线 为 fy==2ct， 此 切线 的 斜率 


1 * . = 一 -一 
i 六: kso tt1ts 
改 直 角 顶 点 4 处 的 切线 垂直 于 斜 边 , 


819， 设 一 圆 利 一 等 轴 双 曲线 交 于 四 点 4:、4。 4 和 4 其 
中 4 和 As 是 圆 的 直径 的 一 对 端点 ， 求证 : (1) A 和 A, 是 等 边 


双 曲 线 一 直径 的 端点 ，(2) 双 上 曲线 在 4s 和 44 处 的 切线 垂直 于 
44。. 


[分 析 ] 利用 414s 过 圆心 的 条 件 , 推出 4344 过 双 曲 线 中心 ，*.”A14， 
是 加 的 直径 , … 41434s 二 人 41444s,= 直 角 , 仿 上 题 ,可 证 得 过 43 和 4。 
的 切线 与 A414， 垂直 . 


光一 CC 
[证 ] (J) 访 等 了 昌 二 方程 为 | co。 对 为 参数 )， 代 入 圆 方程 
YF 


2 十 多 一 3zoz 一 20oy 二 7 一 0， 整 理化 简 得 e214 一 2cxot3 填 ft2 一 2cyet 十 c2 二 0. 
设 此 方程 的 四 个 根 为 ， 纹 名、ta、ta 四 个 交点 的 坐标 为 ; 4 人 (ct 全 )(i=1 


ts 
2, 3, 4)。 ,，tiltotsts 二 1，'. A14s 是 图 的 直径 ，,"、， A143 | 4343，414;、 


1 于 
(2_1 
4s4s 的 斜率 分 别 为 ， 4 一 < 人 -到 i = 一- 


1 clts—t1) tita ” tota ” 
。， 4 一 1 代入 titatsta 一 1 得 ts= 一 纪 。，43 刀 的 方程 为 
y 一 二 =- i (wots), 到 w+iotay = c(t bh). 
ta tatba 


“ta 十 一 0，.". 434 过 原点 ， 即 过 等 轴 双 曲线 的 中 心 ， 故 4s44 为 双 曲 
线 一 直径 的 问 点 . 


(2) 过 点 4afcfs， 人 ) 的 切线 方 穆 为 +tay 
= 2cba, 其 斜率 为 不 ~ - 训 而 414; 的 斜率 为 


2 


7 ee 
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改过 所 4s 的 切线 与 4i4s 三 站. 同 理 可 证 ， 过 点 44 的 切线 垂直 于 414，. 
[说 明 ] ”涉及 等 轴 双 曲线 与 圆 的 四 个 交点 的 问题 , 多 数 可 用 等 灿 双 曲线 


光一 0 
的 至 广 各 | 。 与 圆 方程 好 十 多 一 2008 一 2yoy 十 一 0 联 立 ， 化 为 的 
一 本 


四 次 方程 ,利用 韦 达 定理 进行 论证 . 
820. 求证 ， 双 曲线 上 任 一 点 到 两 渐 近 线 距 离 之 积 是 第 数 . 


[分 析 ] 取 双 曲线 上 任意 一 点 Po 的 坐标 (zo， yo) 为 参数 ,计算 点 书 到 两 
渐 近 线 的 距离 之 积 , 并 用 点 Po 在 双 曲 线 上 的 条 件 , 证 明 此 积 与 xo、 yo 无 关 
即 得 ， 


[证 ] 设 汉 上 曲线 方 程 为 - 一 - 妇 -=1 双 曲 线 上 任 一 点 Polwo， 名 ) 到 双 
曲线 两 浙 近 线 距离 之 积 为 
bxro—ayo| | bxotayo| __ br3—ayo _ a2b’ ( 定 值 ) 


Vorp| [Vorol 0 二 tp 


[说 明 ] ”证 明定 值 问题 , 一般 可 取 与 变动 因素 有 关 的 变量 为 参数 ， 建 立 

欲 证 为 定 值 的 几何 量 与 参数 之 闻 的 帮 关 并 证 明 此 函数 为 常 函 数 . 
oy 

821. 求证 ; 椭圆 和 十- 略 - 一 1 或 双 曲 线 与 -一 - 估 -=1 的 准 线 
上 的 任意 一 点 出 末代 点 的 见方 六 的 绝对 信 竺 于 doe. 

[证 ] 设 相 贺 或 双 曲 线 的 右 准 线 < 一 -2 上 一 点 了 的 从 标 为 (全 -, 扩 ) 
点 忆 到 两 焦点 距离 平方 差 的 绝对 什 为 
eo) tl 
同 理 可 证 ; 左 准 线 上 任意 一 点 到 两 焦点 距离 平方 差 为 40? 

822， 双 曲线 实 轴 的 任 一 垂 线 , 垂 足 为 W, 交 双 曲线 于 了 , 交 
渐 近 线 于 求证 ， | We 一 | 4 大 | 为 定 值 . 


[证 ] 设 汉 曲 线 的 方程 为 蕊 一 - 姑 -]， 渐 近 线 方程 为 与 一 熙 一 0 


=4a2. 


89. 证 明 题 499 


实 轴 的 任 一 垂 线 的 方程 为 2 二 to， 与 双 曲 线 及 其 渐 近 线 交点 P、Q 的 纵 从 
标 分 别 为 
2 0a), -a 
0 
政 [MQ@|?- |MP|?= 城 一 绢 


0 2? 
一 40 一 03 (xzo 一 4) 一 


( 定 值 ). 

828， 设 (v1，y1) 是 双 曲 线 护 一 - 姑 一 1 上 任意 一 点 ,过 了 P 
作 双 曲线 两 条 渐 近 线 的 平行 线 ,分别 与 另 一 渐 近 线 交 于 Q、 忆 
求证 ; | PQ|*|PR|= 子 (a?+53). 


[分 析 ] ” 设 双 曲线 上 点 王 的 坐标 为 (cl 或 
(a sec p，b 雇 9)， 以 由 妇 或 9p 为 参数 ,计算 SA 
PQ、 PR 的 值 进行 推 证 . 


[证 一 ] 双 曲 线 扫 一 -每 -=1 的 浙 近 线 方程 为 y= 填写 名 过 P(zb 的) 
与 渐 近 线 平行 的 直线 方程 为 y= 土 (% 一 x4) + 与 另 一 渐 近 线 交点 9、 


的 横 坐 标 为 寻 一 -3 和 -县 二 3。 PQ、 PR 在 z 轴 上 的 投影 分 别 为 


20 < 
化 yy im 一 
-( 呈 + 娩 ) 和 -人 县- 25 ) E 们 所 在 直线 候 角 余 哆 为 TB 
are 


(县 + 和 (县 ) 
人 2D 人 全 2 
| 一 -一 一 一 一 一 人 一 一 
Vor ai+b3 


L(+.p2 (下 -和 盆 )- 工 2 7 
一 开 ( 十 22) -3 (0 十 p2) 


[证 二 ] 设 过 双 曲 线 - 芒 一 - 女 =~ 工 上 任意 一 点 P(asec wp 8 霹 9) 与 渐 
近 线 5 十 ay 一 0 平行 的 直线 参数 方程 为 
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人 
| 


pt 
I Pt ET 
交 另 一 浙 近 线 pz 一 9 一 0 于 点 中 则 
at bt 
6 -sy) -ob tg p+ )=0. 
《人 a) albtg ow 3 


PO-i~ TV Tt (secp — 认 9), 


p22 py t 


[P| |PRI= (0 +2)/4. 
824. 过 双 曲 线 上 任 一 点 卫 的 切线 与 两 渐 近 线 交 于 4、B 两 
点 , 双 曲 线 中 心 为 0, 求证 人 04B 的 面积 为 定 值 . 


[证 ] 设 汉 曲 线 方程 为 性- 一- 儿 -=1, 其 上 任 一 点 了 的 坐标 为 (zu go)， 
“， 吕 - 如 =1.。 过 点 三 的 切线 方程 为 


bwox 一 02yoy 一 0203， 它 与 双 曲 线 的 渐 近 线 的 交 
点 4、 昌 的 坐标 满足 


六 多 
| 


Dror ~ a2%yoy 一 02D2， 


。 020 ab? ) ( a2b bb 
解 得 (Br bxo— ayo/” \bxo+ ayo” bxo + ayo ). 


a2b ab? 
1 bro—ayo bzxo— ayo 
“。 A04 的 面积 ~ 去 | oz 一 oo 。 1 | 的 绝对 值 
bxoFayo bxotayo 
0 0 1 
3 
= 1 者 aa | CD 


825. 求证 ， 双 曲线 两 共犯 直径 的 平方 差 为 定 值 ， 


$9. 证 明 题 501 


[证 ] 设 汉 曲 线 方程 为 - 握 一 和 -=1， 两 共 思 直 径 的 端点 分 别 为 
(a sec g, bt 二 9)、8(4 启 g, 2 sec9?)， 故 两 共 斩 直 径 的 平方 差 : 
4(a2 sec? p 十 D2tg?30) --4(a2 tg? 0 十 D2 sec2 9 ) 
=-4(a? 一 D2) (sec? 9 —te? 9) =4(a2—b?). 
[说 明 ] 本题 结论 与 相应 的 精 加 有 关 命 题 统称 为 阿波 罗 尼 斯 Apollo- 
nius) 定理 . 


8236. 求证 ， 双 曲线 两 共 轿 直径 四 个 端点 组 成 的 四 边 形 , 和 过 
共 枉 直径 四 个 端点 的 切线 组 成 的 四 边 形 都 是 平行 四 边 形 ， 且 面 
积 均 为 定 值 ， 

[分 析 ] 从 双 曲 线 一 直径 的 端点 坐标 《zt，t14) 导出 其 共 斩 直 径 端点 坐 


标 , 以 点 (zi，%) 在 双 曲 线 上 的 条 件 ,， 化 简 平 行 四 边 形 的 面积 之 值 , 即 可 得 
证 . 


‘© 


[证 ] 设 PCxzx，%0) 是 双 曲 线 1 ’ TF 
4 
直径 一 端点 , 则 另 一 疹 点 为 卫 ( 一 一 此 T， _ 而 RN 
它 的 共 斩 直径 端点 分 别 为 pV A 
8( 革 加 二 小 0 (-Ly, -二 zh AAA 


两 直径 互相 平分 , 改 两 共 斩 直 径 四 个 端点 为 平行 四 边 形 四 个 顶点 。 两 共 斩 
直径 分 平行 四 边 形 为 四 个 等 积 的 三 角形 , 故 其 面积 为 
Y1 


写 - 和 执 | 一 2ab， 


| 


即 面 积 为 定 值 . 

过 共 元 直径 四 个 端点 引 切 线 , 分 别 平行 于 共 轿 直径 ， 所 以 四 切线 也 力 成 
平行 四 边 形 。 因 为 AOP9 的 面积 是 己 OPRg 的 一 半 ， 而 口 0PB8 的 面积 
义 是 四 切线 转 成 的 平行 四 边 形 面 积 5 的 四 分 之 一 , 改 


1 21 Y1 
|a 苹 呈 


即 面 积 为 定 值 . 
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827 .已 知 以 原点 OC 为 中 心 的 任 一 等 轴 双 曲线 与 半径 为 的 
一 个 圆 交 于 P、Q, ER、S 四 点 , 试 证 了 PO” 二 QO? 十 SC3 十 BRO? 为 
定 值 . 

[证 ] 设 等 轴 双 曲线 的 方程 为 sy 二 Ek…QD, 有 定 半径 7 的 一 个 阅 的 方程 
为 (z 一 2X0)? 十 (y 一 Y0)? 二 ?7%… 加 ， 由 人 外. 回 消去 得 2z 的 四 次 方程 

2 一 26o23 二 《X3 十 o 一 323 一 21002 二 12 一 0， 
玉 忆 .已 、 人 四 点 的 模 坐 标 是 它 的 四 个 根 , 改 
2ZP 十 To 十 Xp 十 XS 一 270， 
tpra t+ rorai+ Tnrs | Tprr| rprs + sors ~ m+ —72, 
“。 合十 z8 十 XR 十 X38 二 (wp 二 Ta 十 ZR 十 X29)? 
~—2(%pro tsprtp+ rps + TerrRt Torst Lars) 
一 4 一 2400 十 网 一 人 9) =—223— 2y2+272, 
同 理 ， 
yb + yat ya+ Y= 2y0— 270+ 273, 
PO?4Q0 + BO TSO = 地 十 06 十 级 十 护 十 刀 十 03 十 娘 一 473， 
为 定 值 . 

828. 求证 ; 以 双 曲 线 任 意 焦 半 径 为 直径 的 圆 与 以 实 轴 为 直径 

的 圆 外 切 . 


[分 析 ] 证 明 焦 半径 的 中 点 与 以 实 轴 为 直径 的 圆 中 心 的 距离 等 于 两 圆 
半径 之 和 即 可 . 
[证 ] 设 双 曲线 方程 为 -个 一 1 其 上 


任意 一 点 为 Plw, 241)， 两 焦点 为 F、 ad PF 
的 中 点 为 好 而 双 有 曲线 中 心 0 为 FF" 的 中 点 ， 


IOMl= 二 |PF"|= 坟 (evita). 
但 以 实 轴 为 直径 的 贺 必 十 P=o? 与 以 PF 为 直径 之 圆 的 半径 之 和 为 4+ 
寺 |PF| = 却 (en4+4)。 即 命 题 得 证 . 
829. 求证 ， 与 坐标 轴 围 成 三 角形 的 面积 为 定 值 # 的 直线 恒 
与 等 轴 双 上 曲线 oy 一 或 oy 一 一 气相 切 


89. 证 阴 题 S03 


[证 ] 设 此 直线 在 坐标 轴 上 的 截 距 为 hj 则 直线 系 的 方程 为 
oY 
Att. 
又 据 题 设 ， 克 M4 一 土 b( 定 什 )…@@， 从 回 得 = 土 守 ,代入 四 ,得 
XA2y 干 24 和 A 土 2k2 一 0， 从 X23y 2 二 28 一 0, 得 


2A—Ay 
光一 py (3). 
代入 zy 一 人 ,得 
: 21 一 和 2 )-2 a 
WTO- 有?=0. 


所 以 直线 15 一 2 二 28z 一 0 与 og 一 巡 相 切 
同 理 可 证 ， 直 线 129 十 281 一 24x 一 0 与 xy= -全 相 切 . 


830. 证 明 (6b2 一 ay)” 十 (vw 一 0) (y 一 5) =0 为 过 定点 (a, 5) 的 
两 直线 ; 且 此 两 直线 与 双 上 曲线 4zy 一 =0 相 切 (>4c2 且 £ 二 0). 


[分 析 ] 一 般 说 来 , 先 证 此 方程 表示 过 (a，5) 的 两 直线 , 再 证 与 双 曲 线 
相 切 ， 但 把 两 种 要 求 合 起 来 ,可 发 现 此 方程 即 过 (o, 5) 的 双 曲 线 的 两 切线 
方程 , 故 求 出 过 曲线 外 一 点 的 切线 方程 , 即 得 证 ， 

“ns z=at+teos0 

[证 ] 设 过 点 (4, 5) 的 直线 的 参数 方程 为 _，_。 ,sin g，9 为 直线 的 

倾角 , # 为 参数 ， 代 入 双 曲 线 方程 得 
4(a+ticos0) (b+tsinO) —k=0, 


即 428in DocosD 十 4(asnbg 二 bcosb)i 十 4ap 一 X 一 0 
大 要 此 直线 与 双 曲 线 相 切 , 则 

4A=16(g sin0+b co0s0)2—16 sin 0 cos 0(4ab —k) =0, 
妈 (a sin 0+b cos 0)?—8in 0 cos 0(4dab —k) =0..…0. 


而 2 一 aa=tcos0 y 一 b= 二 t sin 9, 代入 个, 整理 得 

[kz 一 0 一 4C9 一 D) 了 十 22 一 号 ( 一 四 一 0， , 
即 DC 一 0 一 (2 一 PC 一 0 人 一 四 十 Gy 一 2 一 0. 
此 为 关于 x 一 & 和 4 一 5 的 二 次 章 次 式 , 且 4 二 E(k 一 445) >>0. 
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又 ,也 式 可 化 为 (bz—ay) +k(s—a) (yy~b)=0, 
(bz — ay) +k(s— a)(Yy 5) =0 
为 过 点 C4, 95) 的 双 曲 线 4xy 一 4 一 0 的 两 条 切线 的 方程 . 
831. 证 明 两 共 斩 双 曲线 的 四 个 焦点 共 
网 . 


[证 ] ” 设 两 共 斩 双 曲线 方程 为 


02 4 Z3 
rl 和 证 -条 


前 者 焦点 为 现 (V ++53,0)、Fa( 一 Vt+b, 0); 
后 者 焦点 为 FsC0, Va:+5*)、F (0， 一 AW a2 十 0 ) ,Fi Fa,Fs、 Ps 四 
点 到 原点 的 距离 都 为 Wo 二 站， 故此 四 焦点 共 圆 , 

832、 过 双 曲 线 上 任 一 点 了 P 的 切线 与 过 两 顶点 的 切线 相交 于 
1 和 N, 求证 以 MN 为 直径 的 圆 过 两 焦点 . 

[分 析 ] 先 求 得 必 , WW 的 坐标 , 导出 以 MN 为 直径 的 圆 方程 ,进一步 证 
明 两 焦点 坐标 满足 此 圆 方程 即 得 . 

[证 ] 设 Pao, go) 为 双 曲线 一- 拖 一 1 上 任 


一 点 , 过 一 的 切线 为 1 过 顶点 的 切 


线 为 < 二 土 "， 它 们 相 交 于 点 (a, 00)) 


与 (一 ~ 了 2 二 5), 利用 第 385 题 的 结论 ， 以 MN 为 直径 的 加 方程 


为 227++ 扩 + ya2 一 9 一 0， 焦点 坐标 (c, 0) 满足 此 圆 方程 ， 故 焦点 

(6 0) 在 以 MW 为 直径 的 加 上 ， 同 再 可 证 焦点 (一 %。0) 也 在 此 四 上 
833. 求 证; 过 双 曲 线 上 一 点 的 切线 和 

法 线 与 虚 轴 交 成 的 三 角形 的 外 接 圆 必 通 


[分 析 ] 如 图，'.” 4PB = 90*， 如 果 
AF) BF, 则 有 委 、.f、P、B 妈 扣 共 贺 ， 


$9. 证 明 题 505 


[证 ] 设 双 曲线 的 方程 为 各 一刀 =， 双 曲 线 上 一 点 为 PCxo, yo), 过 


此 点 的 切 成 方 得 和 法 线 方程 分 别 | 为 


水 0 洲 Yoy _ ow Toy _ Koo 0 
a pl 和 


与 庶 轴 交点 为 4(0， 一 一 ~)、B(0， 如 -焦点 为 PCe, 0), 则 


3 一 
har = 2 fpr = Ds » kap'kps=— 1l, 
doc b 


故 4F | BF, BFA=90° 叉 ，ZBPA=90°*，.. A、 FB.PP 四 点 共 
圆 . 间 理 , 扬 ( 一 c, 0) 也 在 此 外 接 圆 上 . 


834， 已 知 过 双 曲 线 每 -一 - 拓 一 1 上 任 一 点 用 的 切线 交 两 产 


近 线 于 4、B, 过 这 点 的 法 线 交 两 坐标 轴 于 QO、D， 求 证 ，4、B、 
C0、D 四 点 共 圆 且 此 圆 经 过 双 曲 线 的 中 心 0 


[分 析 ] ”如 图 , *.” 人 COD 二 90°, 故 若 能 证 
明 LZ04D=90°, 则 A4.0、0、DD 四 点 共 圆 ， 辐 
理 , 证 明 LCBD=90°, 则 0、B、O、 DD 四 点 共 
圆 ， 

[证 ] 设 双 曲线 上 任 一 点 MM(asec9, btg9)， 
其 中 6 为 离心 角 ， 则 过 点 M 的 切线 方程 为 


-学 sin 0~=cos6， 与 浙 近 线 y 一 土 之 5 的 交 斥 为 


4( 2 cos 0 二 cs 人 )、 B (3 a cose Doeos ) 
j+sin0” 1l+sing 一 Sinb” 1l-sin0/° 


过 点 亚 的 法 线 方程 为 az sin 02 一 (Ca 十 0) 娩 0 分 别 与 zZ 轴 、9 轴 交 
02 C2 
于 (二 sec 0, 小 D(0, < — tp 9 ). 
jp 一 一 ab CoS2 0 k= ~a?cos?0+ cl1— sin 2 
aeos2 中 一 (一 Sin 扒 “ ab cos2 0 
“Kap'kao=—1, ., ZO4D=90° 而 LO00D=90°, … 4 0、 0.D 
四 扣 共 圆 。 同 理 可 证 LCBD==90°*， 即 点 B 在 过 44、0C、0、DD 的 加 上 . 
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835. 证 明 等 轴 双 曲线 ey-o* 上 任意 三 个 点 4 (ch, 产 )、 
B (ots, 2 C(ot, £) 和 点 也 (二 otitsts ) 共 圆 


1] 
[证 一 ] » kjaBp= 用 rap = — tots, 让 Bo 一 ”人 fop 一 —i1ta 
tita tata 
,ll 
ala 1 —tit2ta 
te /DAB -~ 一 一 一 - 
g 一 于 十 1 .tota to(ti+ta) 有 
tita 
zt 十 
[tg LDOB| 1°3 ton _ 1 —tt2ta 
1 二 tit9 to (ti ta) ” 
tot 
即 AD4B- /DOB， 或 LDOB+ AD4B-m， 


故 4、B、O、DD 四 点 共 图 . 

[证 二 设 过 4、B、C 的 图 方程 为 2 十 寻 dz 二 ey 十 f 一 0, 它 与 等 轴 双 
曲线 的 第 四 个 交点 为 D (ch, 也)， 则 机 志和 s、 刀 是 方程 24 十 cG22 寺 J 
“二 cet 十 ==0 的 四 个 根 ，.…. titststs 二 1, 即 hi .DD (ae I ctrie ) 
即 D 与 DD 重合. 故 4、B、0、DD 四 点 共 圆 . 

836， 过 双 曲 线 一 顶点 作 切 线 交 共 轿 双 曲 线 于 两 点 。 试 证 过 
交 扩 所 作 共 辊 双 曲 线 之 两 切线 必 通 过 原 双 曲线 男 一 顶点 . 


[证 ] 设 双 曲线 - 写 一- 妇 一 它 的 共 斩 双 曲线 为 -先生 -= 过 原 双 
册 线 的 顶点 4Ca，0) 的 切线 为 a， 交 它 的 ， 
斩 双 曲线 于 (ac，V 25)、(a， 一 V25)。， 过 点 » 

可 V 2 一 
(人 V 35) 的 共 罗 双 曲 线 的 切线 方程 为 4 A/ 
由 x 

-万 =1， 原 双 若 线 另 一 顶点 4'(-a， 0) 消 是 AN 

V2y \ 


一 二 = 二 … 此 切线 过 点 4; 同 理 ， 过 
《4， 一 VY 25) 的 共 d 双 曲线 切线 也 过 原 双 曲 线 另 一 项 点 4'. 


$9. 证 明 题 507 


8 求证， 与 双 闭 线 (daiz 十 Biy 十 Or (4sz 二 Baxy 十 Oo) = 入 
的 渐 近 线 平 行 的 直线 同 该 双 曲 线 只 有 一 个 实 交 点 . 

[证 ] 双 井 线 的 渐 近 线 为 41x 十 By 十 01==0 和 4 二 Bay 二 Cs=0。 由 
已 知 , 有 直线 A417 十 By 十 Qi1 十 一 0CR 半 0) 平 行 于 次 近 线 之 一 ， 它 与 双 曲 
线 的 交点 坐标 满足 方程 组 (IT) 

| CAiT+ BI1y T4010) CAor Boy tt Co) 一 大) 
Aiw+ Biy+Oi+BR=0.…D 
由 国 得 4izTB 二 Ci= 一 R, 代 入 ,得 
4 十 Bo 十 Co 一 -2…@. 


方程 组 () 与 (IDI) 
| Aiw+ Biy+O1+ R=0...® 


hic+By+01= 和..@ 


同 解 ,而 方程 组 (1) 只 有 一 组 实数 解 ， 故 原 方 程 组 (I) 也 只 有 一 组 实数 解 ， 
印 与 双 曲 线 只 有 一 个 实效 点 . 

838. 书 是 双 曲 线 or= 工 上 任 一 点 ， 己 "是 书 关于 原点 的 对 称 
点 , 以 尽 卫 为 圆心 , | 卫 忆 | 为 半径 作 圆 ,求证 : 圆 忆 与 双 曲 线 另 外 
三 个 交点 是 一 个 正三 角形 的 三 个 顶点 . 

[分 析 ] 如 图 ， 乙 为 A4BC 的 外 心 ， 如 果 
A4PC 是 正三 角形 ， 则 它 的 外 心 即 重心 ， 故 只 
要 证 明 mo 一 亏 (ma 十 四 十 oa)， = 二 (Vityaty) 
BHT. 

[证 ] 设 点 了 与 P 的 坐标 为 (X06， 级 )、( 一 Xo， 一 Yo)。， 以 了 为 圆心 ， 
[PP | 为 半径 的 圆 方程 为 (z 一 zo)2 十 (一 加 72 一 《32zo) ”十 (230%07 县 voyo=1, 


—%0) 十 (一 加) 一 人 co 十 的) 、 
夯 与 双 曲 线 的 交点 坐标 满足 { 2 “加 “和 消去 多 得 
0 一 2xo0 一 SC0 十 090) 到 一 20o7 十 [一 0 
即 (L420) (T° — Bop? ~ Byow + yo0) ~—0. 


设 另 外 三 个 交点 坐标 为 A(ry, Y1) 、 B(v, V2)、 C (vs, Y3), 根据 韦 达 定理 有 


508 第 六 章 双 曲 线 


41 二 29 十 人 3 
3 


同 理 可 得 多 二 多 一 巡 = 加. .人 4BC 的 重心 就 是 它 外 接 圆 的 圆心 (zo go)， 
改 此 三 角形 为 等 边 三 角形 , 

839. 设 双 曲线 的 两 焦点 为 Fi、Fa， 与 其 对 应 的 顶 反 为 和 44、 
4s, 分 别 过 丽 、Za 的 两 平行 直线 与 双 曲 线 相交 的 对 应 点 为 Pi、 
Qi、Ps、 Qs， 求 证 八 41P1Q1 与 人 4sPsQs 面积 相等 . 

[分 析 ] ”因为 两 平行 弦 PI@1 和 Psgs 分 别 过 焦 
点 Fl、 Fa， 故 可 证 明 这 两 弦 长 相等 ， 尖 再 证 明 点 
41 到 直线 P1801 的 距离 和 点 4 到 直线 Ps 的 
距离 相等 , 即 得 两 三 角形 面积 相等 

[证 ] 设 双 曲线 方程 为 


2 
1 


两 焦点 为 PI( 一 6, 0)、Fa(e, 0)， 弦 Pigi 的 倾角 为 a， 则 直线 P1Q1 的 参 
数 方程 为 


2Z1 十 2 十 Vs 一 32o0， 一 0。 


r=—c+teosa 
{ Sin a 加 
@ 代入 由， 并 整理 得 
(b? cos1 a — a? gin? a)t?— 2b2ct cos at+ b=0 
[PiQi| = |i ~—ts|=V (H+io)’ ~ 4hto 
( 202c cos a ) 


4 
D2cos2w 一 a2 sin’a b? co0s a 一 0 81n2 a 
20 
122 cos? a — oa? sin? a| * 
Po Pi ，… 弦 Pa 的 倾角 也 为 a， 同 理 可 得 
: 2a02 
z [| 一 区 c0S a—a’ Sin2w| ° 
.| PQi| =| Po ， 当 PiQ1 不 平行 于 y 轴 时 ， 设 其 斜率 为 则 直线 
ti 芍 方程 为 Y=%(% 寺 0), 即 y 一 K2 一 ck 二 0， 点 41 到 直线 Pi91 的 距离 


~ Jak—ck| AKC 一 GD) 二 
df TT 一 7 人 局 理 ， 点 43 到 直线 P28 的 距离 


$9. 证 明 题 509 


~ oak| ho-a) . pg 
to VT VT ne 91 了。 
当 PiQ1 与 Po9; 都 平行 于 9 加 时 ， 则 41 到 Pigl 和 4 到 Ps 的 距 离 
均等 于 c 一 4a.。.. AAiP101 与 人 42P20. 等 底 等 高 ， 它们 的 面积 相等 . 


840. 求证 ， 双 曲线 的 渐 近 线 , 过 焦点 与 该 浙 近 线 垂直 的 直 


线 ， 以 及 对 应 此 焦点 的 准 线 ， 此 三 直线 共 yl 了 
点 . NA 
[证 ] 设 双 曲线 方程 为 己 - 一 -每 -1 浙 近 线 IE 


方程 为 oy 一 bo 一 0,， 则 过 焦点 Cc，0) 与 渐 近 线 秋 
直 的 直线 ! 的 方程 为 y+az 一 ac=0。 而 与 
Ce, 0) 对 应 的 准 线 方程 为 z= 全 -， 准 线 与 1 的 交点 为 (全 ，- 辽 )， 它 汪 
足 渐 近 线 的 方程 吃 一 好 一 0 改 三 直线 共 点 . 


841. 在 等 轴 双 曲线 my 1 上 有 三 点 4、B、0， 三 直线 BO、 
04、4B 和 2 轴 的 交点 分 别 为 D、 妃 、F， 过 D、 召 五 分 别 作 
BO0、0A4、4B 的 牌 线 .求证 ， 三 条 垂 线 交 于 一 点 , 并 求 交 点 坐 
标 ， 


[证 ] 设 4、B.0 三 点 坐标 分 别 为 4(z 去 人 (ao 去 人 OC(zs, 二) 

过 B、C 的 直线 为 
rary 十 人 一 03 一 3 一 
与 % 轴 的 交点 为 DGzasTza 0)，… 过 点 也 与 BC 
垂直 的 直线 为 
22030 一 4 一 03523503 十 2 一 (0 

同 理 ， 过 点 妃 与 点 了 分别 垂直 于 C4、4B 的 直 
线 为 


有 


TaX 一 中 一 0103001 十 23) mm0O 和 242 如 一 4 一 0400001 十 T23) 一 0 


显然 , 三 垂 线 两 两 不 平行 , 县 其 方程 的 系数 行列 式 为 
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Zi i 一 00a(2Z1 十 0a2) 


Wty —1 一 0503(02 十 03) 
XiXa 一 一 一 0473(21 十 03) 


2oa(21 一 Za) 0 dos 一 £1) (ZI 十 02 十 23) 
wa(21 一 03) 0 Vs(Za 一 焙 ) (01 十 72 十 0) 


一 二 T1 十 Yao 十 23 


“my 
aa 


0003 一 十 一 203(22 十 23) 


== Kota (Ti — TI3) (W1— Z3) =0, 
一 X1 十 23 十 03 


… 三 垂 线 交 于 一 点 ， 交 点 瑟 坐标 为 24 十 加 十 Za 092X3) 
842， 设 三 角形 的 三 个 顶点 都 在 同一 等 轴 双 曲线 上 ,求证 这 个 
二 角形 的 秋 心 也 在 此 双关 级 上 | 


\ 多 一 C 
[证 ] 设 等 轴 双 曲线 方程 为 | 


© 
Y= 


A 和 ABO 三 个 顶点 在 双 有 曲线 上 ， 它 
y 


们 的 坐标 分 别 为 4(cts，-2)、 B(cts, 


(cu 志 ) 过 4.B 的 直线 方程 为 
| © 


| _- 0 i (r- 一 好 
y 六 Ft ( 4)， 


过 点 0 垂直 于 4B 的 直线 方程 为 -一 tuiaCz 一 cto)， 即 y+ctstaio= 
fats (s+ pn 2) 同 理 ， 0 上 的 高 为 9 二 catsio -tao 人 于 于 一) 
从 此 可 得 重心 豆 的 坐标 《2 ， 一 ctutstoj， 它 满足 等 轴 双 曲线 方程 
nyc 改 这 个 三 角形 的 重心 互 在 此 双 曲 线 上 

843. 设 人 4B0 的 外 接 贺 与 过 4、 B.C 的 等 轴 双 曲线 的 第 四 
个 交点 为 D, 垂 心 为 耳 , 求证 DH 过 双 曲 线 的 中 心 . 


[分 析 ] … 480 三 顶点 在 等 轴 双 曲线 上 , 则 垂 心 五 也 在 等 轴 双 曲线 上 
( 见 上 题 )， 而 点 DD 也 在 等 轴 双 曲线 上 ， 要 证 DH 过 中 心 0， 只 需 证 明 过 
HO 的 直线 与 双 曲 线 另 一 个 交点 在 人 4B0 的 外 接 圆 上 . 

[证 ] 设 入 480 三 顶点 在 等 轴 曲 线 唉 一 上 ,它们 的 坐标 分 别 是 


gg9. 证 明 题 511 


4 (ct, 久 )、 B(ets, 革 )、C(cto, 二) 则 它们 的 重心 也 坐标 为 {- 


Te 


~cistato 儿 故 也 在 等 轴 双 曲线 =o 上. 连 HO 


交 双 曲线 于 D(C Lp bo # ciststo), . js 一 一 一， 
AtB 
pao 一 -二 Kap’= — tgto, kpo= —tpta, 
Pip— Epc tp(ts ~ to) 
te 7/ ABO = AB—/tpo | | tp(t4~io 
tg | 二 十 龙 48 Kao 1-ttatato 1” 
} t 6 一 ) 
t ADC!I=|I-20. 4 
:pa Ti |: 


LA4BO= -4PO， 或 人 4BO+ AADO=5 
因此 4、B、C、D' 四 点 共 圆 , 即 D' 与 DD 重合 ; 而 DH 过 中 心 , 故 DH 由 
过 中 心 ， 
[说 明 ] 因 4、 了 B、C、 也 四 点 共 圆 ， 且 均 在 双 曲 线 zy 一 c: 上 ， 根 据 第 


835 题 可 直接 得 点 的 举 标 为 (一 2 一， ctsto), 它 与 生 心 H( 
ctstsio) 关 于 原点 对 称 , 故 DH 必 过 原点 ( 即 双 曲 线 的 中 心 ) 
844、 已 知 一 点 Polww, yo) 与 双 曲 线 写生 -- 工 求 证 ，(D) 
二 Po 在 双 井 线 外 部 ( 即 图 中 包含 焦点 的 区 域 I 或 ID 时 , 吕 
-得 茵 -1>0 @ 当 点 P 在 双 旱 线 内 部 ( 即 包 含 中 心 的 区 域 
THD 时 ， 妃 - 一 盆 纺 _1<0. 


人 
tutnto ” 


[证 ] 过 Pokxzo，%o) 作 直线 yy 二 Yo， 交 双 曲 线 
于 两 上 RCLp，Yo)、@CYe，Y0o)， 则 Iza| = {vol|. 
当 点 王 在 双 曲线 外 部 时 ,|zo| > zaj, 即 怠 >o; 


而 点 也 在 双 曲 线 上 ， 品 一 (入 间 让 . 又 >o(1+ 如 ) 即 


当 点 卫 在 双 曲 线 内 部 时 ， auj< |xzaj, 同 理 可 得 一- 和 努 -1<0， 
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$10. 轨 人 迹 题 


845， 人 和信 4BO 中 ， 底 边 |BC| =2c 为 定 值 , 车 2 了 4BC= 
辽 40B, 试 求 顶点 4 的 轨迹 . 

[分析] 因 A480C 中 1801=2c 为 定 值 , 又 2L4BC= 人 人 408B, 区 可 下 

过 4 已 与 40 的 斜率 关系 求 得 点 4 的 轨迹 . 

[ 解 ] 取 BC 中 点 0 为 原点 ，BC 所 在 直线 为 
轴 ， 建 立 直角 坐标 系 如 图 ， 虽 顶点 坐标 分 别 为 
B( 一 c, 0)、C(o，0)， 设 点 要 的 坐标 为 Cr，2)， 
若 % 才 土 c, gg>0, 则 


~ - [| 
hia— tg 0 


-~ 9 o_ 二 2te0_ ‘ 
由 代入 四 , 得 y (82— +2ct—0) 一 0. 
” 4 关 0， .. | 
( 当 氮 4 在 2 轴 下 方 时 ，9<0，54e 一 一 了 一 语 (480 一 急 二 一 说 凡 hso= 


tg 20, 得 同样 的 结果 ). 当 j=6 时 ， 代入 方程 3z? 一 久 十 2cz 一 C 
一 0 得 y= 土 22， 这 时 4BO=45%*， 了 40B=90°，.…, 点 (c,， 士 2c) 也 是 
轨迹 上 的 点 。*… 3z2?+2oz 一 o? 一 纪 >0，(3z 一 c) (w+c)>0，.. 2> 本 或 
zs<—e ‘0<0+20<180°, .0<9<60°*， 当 y>0 时 ， tg0—— >0, 

“。 YX>> 一 Cc; 当 y<0 时 ， 启 0= ->0, > -Cc ,. Z> 本。 
即 轨迹 为 双 曲 线 2 一色 十 2cz 一 c2 一 0 的 右 半 支 除去 点 (人 0) 

846， 人 4B5C 中 , 底 边 BO 的 位 置 、 长 短 一 定 , 且 1- -CO| 
一 a( 定 锐角 ), 求 顶 点 4 的 轨迹 方程 . 

[ 解 ] 取 BC 中 点 0 为 原点 ，80C 所 在 直线 为 2 轴 ， 建 立 直 角 坐 标 系 


$10. 轨迹 题 513 


如 图 ， 若 点 B.C 的 坐标 分 别 为 (一 a, 0)、(a, 0), 点 4 的 坐标 为 (2, 幼 ， 
且 ww 去 士 %， 则 


tg B=——Y = 一 一 
g 一 tgC Fa 


tg B-tg0 
teIB_Ol -| BB-teC_ 
tga=tg |B-0|= |T+EB-tc 


sis. 
pr 
1__ 2 9 
+Ha rw-a 


~ | <7y 
| 一 0 一 地 


上 


即 (tf —a)tga= +2ry. 
玻 扩 筷 轨迹 为 两 双 曲 线 ， 除 去 它们 和 zw 轴 的 交点 . 


847. 在 人 4BO 中 ， 固 定 底 边 B80， 而 让 顶点 4 移动 ， 设 
| BC | = 当 满 足下 列 条 件 之 一 时 , 求 点 4 的 轨迹 ， 


(1) sinO—sin B—5 sin 4 (2) boos B=6co0sO. 


[分 析 ] 利用 正弦 定理 和 余弦 定理 可 把 已 知 条 件 分 别 化 为 480 的 边 
之 间 的 关系 , 再 由 二 次 曲线 的 定义 , 即 能 求 得 轨迹 方程 ， 
[ 解 】 取 BC 的 中 点 0 为 原点 , BC 所 在 直线 为 x 轴 , 建立 直角 坐标 系 ， 


ua- 生路 c( 9) 


(1) 利用 正 纺 定理， 从 sin C 一 sin B= sin 4h, 得 c 一 b= 二 即 


14B1-1401= 志 oa 
为 定 长 ， 由 双 曲 线 定 义 可 知 ,点 4 的 轨迹 是 以 B、0 为 焦点 , 焦距 为 a 实 
轴 长 为 和， 虚 轴 长 为 5 a 的 双 曲线 的 右 支 ,除去 ( 全，0) 这 点 ， 轨 这 方 
各 为 
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2 2 b2 a2 bi—c2 
(2) 当 b eos B=c cosO 时 ,出 b -< -二 一 一 ,得 


(D3 一 0 一 2 一 co 二 0， 即 0 一 b+Tc2 或 5=c 
族 点 4 轨迹 由 加 只 十 妇 一 全- 与 直线 z 一 0 所 组 成 , 除去 (名 ,0)、 
(- 和 0 及 (0 0) 这 二 点 ， 

[说 明 ] 确定 三 角形 中 两 顶点 的 位 置 且 已 知 边 角 间 两 个 独立 条 件 , 第 三 
顶 扣 必 相 应 地 在 一 特定 轨迹 上 移动 ， 所 得 轨迹 中 必须 除去 不 能 构成 三 角 
形 的 某 些 点 ， 如 果 不 利 用 正弦 定理 、 余弦 定理 ， 而 利用 解析 几何 中 的 两 直 
线 交 角 公 式 来 求 轨 迹 , 比较 繁琐 . 

848. PQ 是 圆 史 十 = 中 和 2 轴 平 行 的 动 芒 ， 在 直线 PQ 
上 取 一 点 工 , 使 PT* 二 QT3= 太 (6 为 定 值 ), 求 点 T 了 的 轨迹 

[ 解 ] 设 点 了 的 坐标 为 (z, 引 ， 点 P 卫 的 坐标 为 (zo, yo), 则 

Too= 0D. 
“PP@ /2 轴 ， 点 氏 的 坐标 为 (一 zo, yo), 且 


y=Yo*…©. 
而 PT?= (一 加 )2，g72 一 (十 zo)3 
六 天 十 人 三 一 一 0)3 二 (二 2o)2 一 1 
3 
即 一- 二 一 2 


以 包 、 轿 代入 电 , 得 ， 
ty (~?<Yy<7), 


当 |4| 一 V3 时, 点 了 的 轨迹 为 两 条 相交 直线 ; 当 |#| 二 V3r 时 ,点 了 
的 轨迹 为 等 轴 双 曲线 夹 在 直线 y= 一”, y? 之 间 的 部 分 


849. 设 以 原点 0 为 中 心 的 贺 0 与 > 轴 交 于 4、4， 在 w 轴 
上 任 取 一 点 了, 10P| 之 104|=a, 以 OP 为 直径 作 圆 , 交 圆 0 于 
D、D'. 在 过 了 与 z 轴 垂直 的 直线 上 ,以 了 为 中 心 , PD 之 长 为 
半径 截取 两 点 了 、M'， 求 证， 当 点 了 在 s 轴 上 (一 oo, 一 e]U 
[ce， 二 co) 运动 时 ,点 人 的 轨迹 为 等 轴 双 有 曲线 ?一 J 一 03 


810. 轨 迹 题 515 


[证 ] 设 态 隆 的 华 标 为 (%, ). “A 人 0DP=90°， 
[I0Pl?= 10D|?+ [PD 
10P|= 1z], 
lI0D}=a, |PDI=|1PM|= 1y}, 


即 CY = 

[说 明 ] 按 本 题 结论 ， 可 得 已 知 等 轴 双 曲线 的 实 轴 长 , 求 作 等 轴 双 曲 绪 
的 一 种 方法 . 

850. 设 4、4 是 两 定点 , PDLA44’ 交 44 于 D,& 是 不 为 
零 的 常数 . 

(1) 求 满足 PD= 如 ,4'D.D4 的 动 点 P 的 轨迹 ; 

(2) 求 满足 DD?= 太 -14D|.|1DA| 的 动 点 卫 的 轨迹 . 

[ 解 ] 以 4'.4 所 在 直线 为 = 轴 ，4'4 的 重 直 平分 线 为 y 轴 ,建立 直角 内 
标 系 如 图 . 设 4'(-a, 0)、4(a, 0), (a>0); 四 
P(w, 9) 为 轨迹 上 任意 一 点 . 

(1) y=R?(r+ a) (a — 2), 

YY 

即 十 -有 
当 |8| > 工时 ,轨迹 是 长 轴 在 乡 轴 上 的 精 国 
当 |k| =1 时 ,轨迹 是 半径 为 a 的 回 ; 
当 |8| <1 时 ,轨迹 是 长 轴 在 z 轴 上 的 椭 男 

(9) 妨 = 好 la+z| .1a-z|。 当 |z|<a 时 ， 写 -十 -5 一 了 轨迹 同 (GD 
当 lz| >a 时 ，- 写 一 -到 -也 不 论 丰 取 不 为 零 的 何 值 ,轨迹 为 过 4 与 4， 
实 轴 在 + 轴 上 的 双 曲 线 . : 

851。 设 动 点 了 到 点 2，3) 的 距离 等 于 
P 到 两 坐标 轴 的 距离 之 和 , 求 动 点 了 的 轨 
迹 . 

[ 解 ] 设 P(z, 切 为 轨迹 上 任意 一 点 , 则 
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V (2—2)°+(y—3) =|z] + 1yl, 


Bp jay|+20+3y 一 地. 


当 oy>0, 即 在 第 一 、 第 三 象限 内 , 方程 可 整理 成 rc 十 3)(y 二 3) 一 与， 

迹 为 中 心 在 (一 3，-2) 的 等 轴 双 曲线 在 第 一 .第 三 象限 内 的 部 分 , 当 zy <0 
时 ,方程 可 整理 成 《一 3) (y 一 2) = 一 却 ， 轨 迹 为 中 心 在 《3，2) 的 等 轴 双 
由 线 在 第 二 、 第 四 象限 内 的 部 分 . 


852. 两 定 圆 0:、O; 的 半径 均 为 有 一 动 圆 了 上 分别 与 两 圆 外 
切 与 内 切 , 试 求 动 圆 圆心 了 的 轨迹 . 


[分 析 ] 根据 两 定 贺 01、0s 的 位 置 不 同 ,分 两 圆 相 交 , 两 贺 外 离 , 两 加 外 
切 三 种 情况 分 别 考察 点 了 写 两 定 感 01、03 距 
离 之 积 或 差 是 否 为 一 定 值 . 

[ 解 ] 取 0103 中 点 0 为 原点 , 直线 0103 为 
z 轴 ,建立 直角 坐标 系 , 令 10103| = 2c, 两 定 贺 
半径 为 7, 动 圆 和 两 定 圆 的 切 点 为 QQ、%s. 

当 两 定 圆 Q1、 0s 相交 时 , 即 c<r 时 (图 4)， 

[PO] + |PO;s|= [0101| + 108203| =27, 
由 椭圆 的 定义 , 点 卫 轨迹 是 以 01、 0 为 焦点 ， 焦 距 为 2c, 长 轴 长 为 27 的 
椭圆 . 它 的 轨迹 方程 为 


即 《72? 一 c37372 十 7202 一 72072 一 Cd 
当 两 定 轩 OQ1、0s 相 离 时 , 即 co> 了 时 (图 2)， 
|POi| — [POs|= (PQ | +?) 
— (IPQ;| —?) =27, 
或 [POs| -|PO|=(Po|+7) (PO?)=27, 
由 双 曲 线 定义 , 点 PC(P) 轨 迹 是 以 Q1、 0s 为 焦点 ， 焦距 为 2c, 实 轴 长 为 27 


my 2 y 
的 双 曲 线 ， 它 的 轨迹 方程 为 一 -一 -5 一 -二 上 即 


7 
《c2 一 ?22 一 ”2 一 9730c2 7 .DD, 


$10. 轨 迹 是 517 


当 两 定 圆 01、 0s 相 切 时 , 即 c=7 时 (图 3), 与 两 贺 01、0s 分 别 内 切 、 外 
切 的 贺 情 切 点 均 在 点 0， 所 以 卫 点 必 在 
心 连 线 0102。 上 .这 时 , 卫 点 轨迹 是 7 轴 , 方 
程 为 


y=0.…®. 
方程 D、@、@ 可 合并 写成 
《72 --c2)2Z2-y202 一 72(72 一 C23 3 


853. 一 动 圆 过 定点 (c，0)， 且 与 定 圆 (z 十 o)3 十 久 一 403 
(>0, c>0) 相 切 ， 试 分 别 情况 求 动 圆 圆心 的 轨迹 . 


[分 析 ] 按 定 圆 (Z 十 c)? 十 急 一 4a? 与 定点 (c，0) 的 相关 位 置 可 分 三 种 情 
多 :〈d) a<c 时 ,定点 在 定 圆 外; (2) a>e 时 , 定点 在 定 圆 内 ; (3) a=c 时 ， 
定 圆 恰 过 定点 .根据 双 曲 线 、 椭 圆 的 定义 即 可 
求 出 各 自 的 轨迹 . 

[ 解 ] (DD 当 a<e 时 ,定点 Fs 在 定 贺 本 外 
《图 1)， 当 动 圆 乙 与 定 圆 到 内 切 时 ， 

1PPo| —|PF|= |PQ|- |PR|=20; 
当 动 圆 P' 与 定 圆 及 外 切 时 ， 
IP'Fi|-|PF|=|PF|- |PY|=24, 
… 过 定点 2 的 动 圆 忆 与 定 贺 加 相 切 ， 则 
[1 PF] ~ 1PF;||=2a. 

扩 卫 轨迹 是 双 曲 线 ，*.“ 焦距 为 2c, 及 、Fs 为 
焦点 ，… 轨迹 方程 为 

二 1 

0 al ”> 

(2) 当 4a>c 时 ， 定 点 加 在 定 贺 到 内 (图 
2)、 动 圆 己 只 能 与 定 圆 Fi 内 切 . 这 时 ， 

[PFi| +|PF;|= |PF| + |PO|=2a, 
… 点 卫 轨 迹 是 椭圆 Fi、 Fs 为 焦点 , 焦距 为 


2 9 
2c。 轨迹 方程 为 + 一 


(3) 当 4=c 持 , 定 圆 记 恰 过 定点 (图 3)， 
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要 使 及 为 切 点 ,与 定 贺 内 切 或 外 切 的 圆 的 圆心 一 只 能 在 本 Fs 的 连 线 
上 ，.… 这 时 的 轨迹 为 x 轴 本 身 , 轨迹 方程 为 y=0. 

854， 给 定 以 原点 为 圆心 ， 半 径 为 和 2b(e>5) 的 两 个 同心 
加 ， 在 第 一 象限 内 ， 过 大 圆 上 任意 一 点 P 引 大 圆 的 切线 交 ” 轴 
于 点 Q@， 又 过 小 圆 与 ” 轴 的 交点 8B， 引 小 圆 的 切线 , 与 OP 交 于 
点 呈 ， 过 点 @ 与 且 分 别 作 y 轴 与 x 轴 的 平行 线 交 于 点 到， 求 
点 用 的 轨迹 . 

[ 解 ] 设 点 下 的 举 标 为 人 2 办, 则 点 @ 的 
坐标 为 4z, 0)， 点 互 的 坐标 为 (0, 急 。 仿 


LYOP=0, ‘* OPlPQ,.. w=a sec0; 
又 RBIOB, ., y=btg0,. 
r=a sec0 oN ~ 
如 点 开罗 这 的 参数 方程 为 和 ,6tg9, 为 参数 ， 且 910, 各 )、 消去 
数 ， 得 二 一 和 -一 《x>0,，y>0)， 其 轨迹 为 此 双 曲线 在 第 一 象限 内 的 
一 段 . 


[说 明 ] 这 里 选 作 参数 的 6= ~ OP 称 为 此 双 曲 线 的 离心 角 ， 洲 0 


[0, 2r)， 且 6 关于 ， 于， 则 轨迹 为 双 曲 线 的 全 部 ， 


855， 给 定 双 曲线 2 一- 引 - 一 I，(1) 过 点 4(2, 妃 的 直线 ? 与 
记 给 双 曲 线 交 于 两 点 P 及 Ps， 求 线段 PiPs 的 中 点 书 的 轨迹 
方程 ; (2) 过 点 B(1, 1) 能 否 作 直线 m, 使 m 与 所 给 双 曲 线 交 于 
两 点 Qi 及 Qs, 且 点 B 是 线段 QQ 的 中 点 ? 这样 的 直线 如 果 存 
在 , 求 出 它 的 方程 ; 如 果 不 存在 ,说 明理 由 . 

[ 解 一 ] (1》 设 过 点 4 的 直线 ? 的 参数 方程 为 : 

TXo0+t oo080 
{yw sain 8 (¢ 为 参数 )…( 人 ， 
其 中 (2Zo， 扣 ) 是 线 眉 PiPs 的 中 点 卫 的 坐标 。 以 名 式 代 入 汉 曲 线 方程 
2 一 与 -= 出 并 化 向 得 


810. 轨迹 是 E19 


(20c0s20—gsin?0)12+2(2%0 cos 0— yo Sin 0)t+272— yi —2=0...@. 
因 直 线 ; 和 双 曲 线 相交 于 两 点 Pi、Ps, 故 3oeos?0 一 sin?0 关 0， 方 程 四 必 
有 了 两 实 根 页、 如 。 又 (zo g0) 是 线段 PiPs 的 中 点 坐标 ，… 刀 十 加 一 0， 即 
2zx0 cos 0 — yo sin 0 =0...9. 
由 、@@ 得 直线 PiPs 的 方程 2X0(Y 一 20) 一 yolYy 一 Yo) 一 0。 因 直 线 PiP2 
过 点 4(2, 1)，,. 2x0《2 一 20) 一 Yoll 一) 二 0。 将 x%、y 分 别 代 换 Zo、%o， 
即 得 所 求 的 轨迹 方程 22 一 久 一 亿 十 9 一 (4. 
(2) 若 存 在 这 样 的 直线 m%, 则 当 mo 一 二 加 = 工时 
方程 @ 必 有 实 根 , 且 两 实 根 之 和 仍 为 零 , 即 
2cos0-sin0=0， .… gsin0=2¢0s0., 
代入 @@, 得 一 212 oos20 一 一 0. 
此 方程 无 实 根 ， 与 以 上 所 述 了 矛盾 ， 故 这 样 的 直线 
m 不 存在 . 
[ 解 二 ] 《1) 设 直线 1 的 参数 方程 为 | 
?一 化 ~ 了 整理 得 
(2 oos3 0 一 sin? 0)#+2(4c0s 8 一 Sin Ot+5=0...0). z 
令 方 程 @ 的 两 根 为 如 一 4Pl 妇 =4Ps,， 则 z 


—2(40c0s0— sing) 
2c0820—8gIn20 * 
。。 点 F 的 坐标 为 ， 


sinO—4cos0 Sin0—4cos0 


D0 an Yl tong ug ne 

此 即 轨迹 的 参数 方程 ， 其 中 参数 9 满足 条 件 2cog? 9 一 sin? 9 只 0， 消去 参 
数 9 得 2Cx 一 2)? 一 (y 一 1)? 一 y 一 1 一 4 一 2), 即 253 一 六 一 红 十 y 二 0, 

oy :4 BO 1 和 为 z=1+tcosd 代 

(2) 过 B(1, 了 的 直线 mm 的 参数 方程 为 ，_1 iainb ”代入 双 曲 线 方 
程 得 (3c0s? 0 一 gin? 0)t+2(2c0s 0 ~sin 0 一 上 一 人 : 其 判别 式 4=8 Cos? 0 
.(-3 始 9+3)。… 当 霹 0> 守 时 , 4<0 直线 坟 与 双 曲 线 无 实 交点 ， 如 
果 B 为 QQ 的 中 点 , 则 3 cos 9 一 sin 6 一 0 启 9 一 2> 与， 改 这 样 的 直线 和 


不 存在 . 


必 一 2 十 oo08 


y=1+tsin0 代入 双 曲 线 方程 


sin0O—4oo0s0 


1 
所 二 加 全 0805 一 8559， 
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[说 明 ] ”以 点 Pu(zo, go) 为 中 点 的 双 曲 线 - 邱 - ~- 芗 -- 荆 的 纺 是 否 存在 ， 
参见 第 749 十， 


856. 过 等 轴 双 曲线 上 任意 一 点 玉 的 法 线 和 实 轴 、 虚 轴 分 别 
交 于 环 、L， 求 线段 苹 却 中 氮 的 执 迹 方程 . 


[ 解 ] 设 等 轴 双 曲线 到 一 久 = 入 于 任意 一 点 到 的 坐标 为 (wo，y0)， 则 

X60 一 Yo 二 82， 过 点 用 的 切线 方程 为 
zor — yoy = 2. 

由 于 双 曲 线 在 同一 点 上 的 切线 和 法 线 互 相 垂 直 ， 
故 可 令 过 点 到 的 法 线 方程 为 yz 二 0og= 和 。 以 
点 型 的 坐标 代入 上 式 ， 求 得 和 =2xzoyo，.… 此 法 
线 方程 为 x 十 Xo0y 二 270yo。 且 此 法 线 和 两 坐标 
轴 都 相交 , 故 wo 关 0, 加 关 0.， 由 此 可 得 法 线 与 实 轴 、 虚 轴 的 交点 五 、 荆 的 坐 
标 分 别 为 (2zo，0)、(《0，2%o) 


设 线段 KL 的 中 点 坐标 为 Co, 扔 , 则 z= 一 zo y 一 一 一 yo、 
故 所 求 的 轨迹 方程 即 为 原 等 轴 双 曲线 方程 py 

857.， 自 双 有 曲线 必 一 卢 一 1 上 一 动 点 @ 引 直 线 i w+y 一 2 的 
秋 线 , 秋 足 为 太 ， 求 线段 QN 中 点 全 的 轨迹 方程 

[ 解 ] 设 点 @ 的 坐标 为 (see 9, 霹 9) (9 为 参数 )、*… QN.L1，.， 可 没 直 
线 QN 的 方程 为 cy 一 入 …D， 以 点 8 的 坐标 代 ” 
入 四 式 , 得 sec9 一 启 9， 故 直线 QN 的 方程 


为 一 y=sec 9 一 论 9.…@， 又 直线 1 的 方程 为 
7 十 Yy 二 2…@@, 从 加 、 国 解 得 点 的 模 坐 标 XYw 二 


1+ .906 一 霹 ， 设 线段 QN 中 点 已 的 坐标 为 
(%, Y), 则 zm. 由 名 、@ 得 32+y-~2 


2 sec0…@, z 十 3y 2 一 2 霹 0…@，@? 一 @”， 化 简 即 得 所 求 的 轨迹 方 
程 222 一 2 一 2x-+2y 一 1=0. 


$10. 轨迹 题 521 


858.， 等 轴 双 曲线 2 一 人 六 = 的 动 切 线 交 图 2 二 =o” 于 
P，，P。， 试 求 避 PuPs 中 点 的 轨迹 方程 ， 

[ 解 ] 设 等 轴 双 曲线 妇 - 色 =a2 上 任意 一 点 民 的 坐标 为 (csec0 a 霹 9) 
(8 为 参数 )， 则 过 点 攻 的 切线 方程 为 x sec 0-yt 刀 9=a， 即 %~y sin9= 
Qa cos 0. 人 又 过 图 妇 十 锡 一 好 的 中 心 0(0，0) 且 与 直线 @@ 垂直 的 直线 
方程 为 zsin 9 十 y= 二 0-… 名 ，、 直 线 外、 名 的 交点 即 为 Pi、 忆 的 中 点 王 从 


加 得 zsin9~-y…@， 由 QD、 国 得 zo0s0- 全 +.….@，@?+@， 


化 简 即 得 所 求 的 轨迹 方程 
(t+ ~ 2) =0. 
[说 阴 ] 把 方程 化 成 以 原点 为 极点 , 以 2 正 半 
轴 为 极 轴 的 极 坐 标 方程 为 2 二 a cos 20. 
leos20|]<1, .“. lpl<lal. | 
故 点 书 的 轨迹 都 在 圆 到 十 多 一 性 内 和 圆周 上 ， 其 曲线 称 为 双 纽 线 . 
859. 过 圆 到 下 色 = (>0 上 一 动 点 己 引 等 输 双 曲线 
2 -从 =0 的 两 切线 , 求 两 切 点 连 线 的 中 点 轨迹 方程 . 


[分 析 一 ] 过 训 十 妨 二 上 一 动 点 P(xo，p) 引 等 轴 双 曲线 2 一 六 一 0? 
两 切线 ,两 切 点 的 连 线 为 切 点 纺 ， 它 的 方程 为 zoz 一 yoy 二 2， 故 可 先 求 它 
与 一 多 一 性 的 交点 ,再 求 出 中 点 坐标 . 

[ 解 ] 设 氮 书 的 坐标 为 (aoos 山 asin 0 则 由 点 五 向 双 曲 线 吧 一 色 =a2 
所 引 两 切线 的 切 点 连 线 方程 为 zcos8 一 ysgin 06a…@。 由 双 曲线 方 程 得 
2 8in 0 一 久 2sin20=osin20… 四 代入 四 ,并 化 简 得 

(Sin2C 一 cos2 0)22 十 2az cos 0 一 0 人 (1 十 Sn2 0 一 0， 
当 9 六 nr 十 于 时 ， 此 方程 什 有 两 实 根 ms、 cz， 且 二 十 轨 一 -522 5， 
设 自 点 书 向 双 曲 线 引 两 切线 的 切 点 连 线 的 中 点 坐标 为 (z， 扔 ， 则 z= 
eg, 了 200s 20=acos0..®). 同 理 可 得 ycos20=asin0.…@. 
@’ 十 @’, 得 (z2? 十 %)cos220 一 02…G; 人 2 一 国 1 得 ( 刀 一 2)cos 30 二...@). 
出 合 、@@ 可 得 (2 一 乡 )? 二 22 十 妨 ),(22 十 纺 和 0)， 此 即 所 求 的 轨迹 方程 . 
[分 析 二 ] 因 双 曲线 侣 一 仇 = 的 以 (a，B) 为 中 点 的 弦 方 程 易 求 ， 而 
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贺 上 一 动 点 P 关于 此 双 曲 线 的 切 点 弦 与 上 述 中 扣 弦 鼻 合 ， 据 此 即 可 得 轨 
迹 方 程 . 

[ 解 二 ] 设 圆 避 十 妨 二 上 动 点 了 的 坐标 为 (a cos 9，a sin9)， 则 点 了 
关于 双 有 曲线 的 切 点 弦 方 程 为 z cos 96 一 y 8in 6=a…(D。， 设 切 点 弦 的 中 所 为 
(a, 有 ), 则 读 弦 的 方程 又 可 写 为 ur 一 6y = 于 一 9 四 (参见 第 7 和 9 题 )， 


， A 2 局 00 一 82 

“四 与 加 重合 ,~ 一 人 
CC | abB 蝇 

改 Cos pg SIn 7 一 -一 人 一 


Q20 十 0Q283 -1 
BD 
以 zy 代 换 a B, 即 得 所 求 的 轨迹 方程 (a?-y)?=a?(w?+47), (wz?+ 妨 汪 0)， 
860. 求 等 轴 双 曲线 myo? 的 定 长 为 24 的 荡 的 中 点 轨迹 方 
程 . 
[ 解 ] 设 等 轴 双 曲线 yo? 的 定 长 为 34 的 纺 的 两 端点 坐标 为 (ctu 芝 ) 


和 ( cba， 过 ) 其 中 点 坐标 为 (z, 殷 ， 则 


t 


cos?2 0+8in2 0 = 


2 一 c( 帮 十 让 ， 2y = + 


tita 
由 心 、 得 bb 于， 
多 CC 人 一 如) 二 c3 (一 -一 ) ~40, 
v4 ta 
2 
即 02( 丘 十 刀 )? 一 obita 十 -并 二 人 0) 一 dc -4 ad?...0. 
tita iita 


以 @@、@、@ 代 入 @@, 得 和 一 422 二 + 4 一 402 如 一 4 好 
(0+ (2y -067) = yy. 
此 即 所 求 的 执 迹 方程 / / 
861. 求 双 曲 线 入- 一 - 知 一 1 (a<5) 在 中 心 0 张 直角 之 玫 的 
中 点 轨迹 方程 。 
| 解 ] 设 PCzo，go) 为 轨迹 上 任意 一 点 ,以 卫 为 中 点 的 双 有 曲线 的 弦 方 程 


810. 轨迹 题 523 


为 pb2xzo(z 一 各) 一 a2yo(Yy 一 殷 ) 一 0 即 b2w0x 一 q2yoy 一 0320 一 Q23y3， 此 弦 的 两 
端 为 Qi、@z, 根据 提要 (3.120), 直线 0@1、08s 的 方程 为 


TY (2 二 Q goy ) 
a2 bb2 b2r2—aye 7 
] D2r ” 1 —awyo 2 
00 二 -(T)- 言 - (vi) 
Yi og 站 To 人 页 下 
2 9 I 
[ 据 提要 (3.113)]. 以 zy 代 换 mvgo 并 化 简 得 三 二- 一 -pr 全 
即 (ac3 一 52)(D2z2 一 02g2)3 十 ad2D2(b423- oy?) =0, 


此 轨迹 方程 中 %、y 的 允许 值 范 围 参 见 第 749 题 ， 
862， 过 定点 KK (a，B) 作 椭圆 一 2 yy ~1 一 动 直 名 的 生 


线 . 斌 未 此 秋 名 与 动 直径 的 其 辑 填 径 的 交友 的 轨迹 

[ 解 ] 取 动 直径 的 斜率 m 为 参数 ， 过 点 尼 (a，6) 与 动 直径 垂直 的 直线 
为 y -B= -二 人- 只: ‘(DD, 3 
从 外 与 加 消去 参数 m， 得 y~B 一 二 YY (zw-a)， 即 (a? 一 py 86 
a?ay 一 0， 歼 轨迹 为 双 曲 线 . 

[说 明 ] 此 双 曲 线 称 为 阿波 罗 尼 斯 双 曲 线 , 其 渐 近 线 与 椭圆 的 轴 互 相 平 
行 ， 它 也 是 过 点 K 作 椭 贺 的 法 线 的 法 线 足 的 轨迹 。 

863. 以 2c_25(c> 从 为 边 长 的 矩形 0ODD'O 的 中 心 为 0, 取 
过 0 分别 与 矩形 相 邻 两 边 平行 的 直线 为 z、y 轴 , 2 轴 与 0D、 
CD' 交 于 4、4' 两 点 , y 轴 与 C0'、DD' 交 于 B、B' 两 点 .将 
04、0B 分 成 m 等 分 , 04 的 等 分 点 在 BD 上 的 射影 为 P, 0B 
上 的 对 应 等 分 点 为 Q.(0B 上 纪 自 0 算 起 ,BD 上 自 和 
则 4 局 与 44 交点 在 定 双 曲 线 上 . 


[证 ] 设 104|=a, 10B| ~b, 取 X 一 二 为 参 


数 , P,、@, 的 坐标 分 别 为 (4 一 Xa， ， -5)、 (0 AD) 
直线 4P, 的 方程 为 : 
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y= (£ ~ a)……D, 


-一 


直线 410, 的 方程 为 
y= (et)."®. 
从 加 消去 参数 得 轨 = 妇 (02 一 0, 即 三田-1 

[说 明 ] ” 按 本 题 结论 ， 若 已 知 双 曲线 的 实 轴 、 虚 轴 之 长 ， 即 可 作出 该 双 
曲线 ， 这 是 画 双 曲线 的 一 种 方法 . 

864. 求 等 轴 双 曲线 r=o >0) 的 中 心 在 其 动 法 线 上 射影 
的 轨迹 方程 . 

[ 解 一 ] 设 动 法 线 的 切 点 坐标 为 (cb 全 )， 取 + 为 参数 ， 法 线 方 程 为 
by 一 一 cj 一 二 …@， 过 中 心 0 与 法 线 垂直 的 直线 OP 的 方程 为 ?+t 
-0…@， 从 @, @ 消去 5 即 得 

cw2 y+ my (02 +) =0. 

[ 解 二 ] 设 轨迹 上 任 一 点 己 的 极 坐标 为 (p，6)， 


则 与 OP 垂直 的 直线 方程 为 
zcos0+ysind=p-. -出 . 


没 点 g(cb 气 ) 为 双 曲 线 上 任 一 点 ， 则 过 点 9 的 法 线 方程 为 
fp —Y ot — ©. 


… 直线 届 与 名 重合 , 得 


sp, oo—”S 


由 国 得 间 = 一 cg 9， 消去 得 户 = 一 6sec 0 ese 08 cos 20， 此 即 所 求 轨 
迹 的 极 坐标 方程 ， 化 为 直角 坐标 方程 ， 即 co 一 y)? 十 wy Cz?) 一 0. 


36， 求 双向 线 的 两 条 互相 各 家 的 轨 线 由 区 避 锦 迹 . 


[ 解 ] 设 双 曲 线 的 方程 为 - 宁 一 委 一 1 于 双 曲 线 的 两 条 互相 和 二 
切线 其 斜率 一 定 存在 ， 且 不 等 于 零 , 故 可 设 其 斜率 分 别 为 大 和 二, 则 两 
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切线 方程 分 别 为 yt 土 Vah 一 b>…@D， 和 y= -去 zt V 生 一 革 …@. 
由 也 得 y 
4 一 2100 十 1202 一 02812 一 52… 国 ). 
由 外 得 kp? 十 216020 十 22 一 02 一 D2102. 
时 十 由 ,得 
(TL + ED 十 (十 82322 = 一 02( 人 (十 02 ~ bl 472), 
印字 十 久 一 全 一 六 故 当 >D 有 时， 所 求 的 轨迹 为 
圆心 在 双 曲 线 的 中 心 ， 半 径 平方 等 于 半 实 轴 与 半 虞 灿 的 平方 差 的 圆 ; 当 
4 二 b 时 ,轨迹 即 为 双 曲 线 的 中 心 ; 当 4<eb 时 ,轨迹 不 在 在 . 
[说 明 ] 此 轨迹 称 为 双 曲 线 的 准 圆 或 蒙 日 (Monge) 圆 . 


866. 求 过 双 曲 线 握 一 - 鼻 -1 的 动 法 线 双 的 两 端的 切线 交 
点 的 轨迹 方程 
[ 解 ] 设 动 法 线 弦 的 一 个 端点 坐标 为 《a sec 4, 5 霹 0), 两 切线 的 交点 坐 


标 为 (zo, go), 则 此 动 法 线 方程 可 表示 为 -e+ 和 9 下 +b>…D， 根 
据 切 氮 纺 方程 , 又 有 2 zoz 一 090 一 200%…… 人 @。 “出 与 加 表示 同一 直线 ， 


a b 
sec0 wt+b? te0 好 十 六 
Db2xo a2b2 一 02110 0Q2D7 
8 一 万 3 
0 一 4 0= 一 
于 大 和 (a7+ 0b) ’ 8 《c + b°)yo 
*» geo20—tgr0=1, a | | | 1 
x e000 ~ LF) [| 


以 xy 代 换 mo、g， 化 简 即 得 所 求 的 轨迹 方程 2y? 一 bz? 一 Ca?)32y?. 

867， 设 等 轴 双 曲线 2 一 y 一 1 上 两 动 点 @、 且 的 离心 角 分 别 
为 a、 6, 且 sinaw-+sin 6= 一 1。， 求 以 OQ、0B 为 直径 的 两 圆 的 
交点 轨迹 方程 . 


[ 解 ] 设 点 @Q 民 的 坐标 分 别 为 (Seca, 纶 a) 和 (secB, 馈 8B), 则 据 第 385 
题 ， 以 09 为 直径 的 圆 方程 是 好 十 内 =2 sec at+Yy 褒 a， 即 (2* 十 妨 )Co8 a=* 
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ZX+Yysna…D. 同 理 ,以 OR 为 直径 的 圆 方程 为 (22 十 她 )cos Bz 十 
ysin B'…、 ”公式 两 边 平 方 ,并 整理 为 
F(z2? 二 2)3 二 42]sin3 ot+ 2ry sin w 一 (22 十 22 十 到 一 0. 
同 理 , 由 @ 式 和 但 
[C22 0) +4] sin2B-20y sin B— (22+) +2 =0, 
.SIn g、SIn B 为 入 的 方程 
[02+ y+ 2A C0) + =0 
+ 、 J， , 27y 
的 两 根 ， 当 xz 半 0, y 闪 0 时 ,得 atanp== OEE TE 由 已 知 条 
件 sin x+sin B= 一 1, 即 得 py 一 “0+ + =27Y*@. 
而 Z 一 0 y=0 仍 为 方程 @ 的 解 , 故 所 求 的 轨迹 方程 即 为 
(Co +) + ay. 
868. 求证 双 曲 线 223 一 2 一 42 一 4mz 一 41my 一 2m? 十 4m=0 
两 顶点 的 轨迹 为 两 互相 平行 的 直线 , 其 中 mm 为 实 参 数 ， 
[分 析 ] “平移 后 , 求 出 两 顶点 坐标 , 再 消去 参数 mn， 
[证 ] 双 曲 线 方程 可 化 成 如一 所 二 - 世 十 22) =] … 两 顶点 的 从 


t= m 二 2 Zn . 
标 分 别 为 一 _ 2 _ aw。 消去 参数 m， 两 顶点 的 轨迹 分 别 为 直 


线 !1; 9 二 一 2% 十 4 和 J gm 一 一 930。 .Uf 
869、， 倾角 为 45” 的 直线 和 共 焦 点 的 有 心 锥 线 系 引 二 下 + 


[分 析 ] 固定 参数 及 相应 的 切 点 (zl， 
上 ; 又 从 过 切 点 (v1, Y1) 的 切线 的 倾角 为 45°, 可 得 含 的 另 一 方 
程 ， 由 这 两 方程 消去 参数 得 切 点 的 软 这 

[ 解 ] 设 切 点 坐标 为 ca，%0， 则 二 疆 一 BF 厅 上 + 了 = 二 @， 切 线 方程 


WIT Vi 1 . 5 a 
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霹 45° 一 有 即 妆 二 一 一 5 扫 … 加 .加 代 入 @, 得 (于 竺 + 于 于 - 


55 25—k 
b 即 -m+ 组 一 9 一 br…@; 于 二 + 妇 ( 一 可 二 ) 一 D 即 避 vig 一 25 
~-k…@， 由 @@、 甸 消去 加 得 好 一 多 =16， 故 所 求 切 点 轨迹 为 等 轴 双 曲 
线 2 一 y= 二 16 

[说 明 ] ”由 切线 方程 可 知 , 已 知 曲线 系 的 切线 都 不 过 原点 。 不 过 原点 的 


吉 续 其 倾角 为 "的 充 要 条 件 是 它 在 两 兴 标 轩 的 二 下 反 数 因此 
若 在 两 坐标 轴 上 截 距 互 为 相反 数 的 直线 和 贺 锥 曲线 系 全 二 十 0 全 二 1 
相 切 , 其 切 点 的 轨迹 也 是 等 轴 双 曲线 ?一 六 一 16. 


870. 已 知 在 坐标 轴 上 截 距 相等 的 直线 和 共 焦点 有 心 馆 线 系 
+ 了 让 万 ~1 相 切 , 求 切 点 的 轨迹 


0 
6 一 
[ 解 ] 设 42， 1) 为 切 点 坐标 ， 则 
21 


1 
6—E% lJ8—k 


切线 方程 为 万 十 了 5 一 1，'… 切线 在 两 坐标 轴 的 截 距 相等 ， 


l | 3 
G@) 代入 由 ,得 2 十 ZI 一 6 一 8 四， 
rz1Y1+ =15~k:.@. 

由 - 包 , 得 银 一 Xi==9， 以 xX、y 代 换 zi、 级， 即 得 所 求 轨迹 为 等 轴 双 曲 
线 信 一 x? 一 9， 

84L， 昌 一 已 知 点 作 共 渐 近 线 的 双 曲 线 系 的 切线 , 试 求 切 点 的 
罗 迹 . 

[ 解 ] 设 已 知 点 为 了 LCzo, yo), 共 渐 近 线 的 双 曲 线 系 为 所 - 攻 = 切 
点 坐标 为 了 P(x1, 9)， 则 切线 方程 为 二 二 人 -- 淄 六 一， 有 目 过 点 he, yo), 
OD; 又 切 点 (oa 在 到 旧 线 系 中 相应 的 双 昌 线 上 即 
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2 


生 - 妇 =A…@. 自 @\ 回 消去 为 得 人 -82 妆 本 0 以 vy 
代 换 m1、y1, 即 得 所 求 轨迹 的 方程 


| 


扫 迹 是 中 心 在 (- 锡 ， 积 -) 的 双 曲 线 


872， 设 回 与 双 有 曲线- 和 -一 -和 -= 的 四 个 交点 中 至 少 有 三 个 


重合 于 Pla sec gp, 6 tg g)， 其 中 9 为 参数 ， 求 这 些 圆 的 中 心 轨 
迹 方 程 . 


[分 析 ] ”要求 圆心 的 轨迹 ， 可 先 求 贺 系 方程 。 如 贺 与 双 曲 线 - 余 -一 -和 


一 1 的 四 个 交点 为 P,@、、5, 则 PS 与 QB 与 双 曲 线 的 实 轴 的 夹 角 互补 
(参见 第 1112 题 ), 即 PS 与 8R 的 斜率 互 为 相反 数 . 者 点 了 办 已 与 点 己 星 
合 , 则 8R 与 过 点 也 的 双 曲 线 的 切线 重合 。 因 而 从 过 点 卫 的 切线 方程 ， 可 
求 出 PS 的 方程 , 利用 圆锥 曲线 系 方 程 即 得 圆 系 方程 . 


[ 解 ] 双 曲 线 所 -一 -每 =- 工 过 点 PKa seo g 5b 霹 p) 的 切线 方程 为 过 -~ 
艺 sing=eosp， 设 加 与 该 双 曲 线 的 第 四 个 交点 为 8 因 PS 的 斜率 与 此 切 
线 的 斜率 互 为 相反 数 ， 改 PS 的 方程 为 一 4222 到 十 也 了 和 sin gp 一 0 
即 生 + 区 sm9- 二 多 一 0， 因 此 满足 条 件 的 圆 系 方程 为 


b 
(入 + sing 一 一 十 So 和 亲民 一 艺 sin p —cosp) 
a 


b CoS pg a bb 
-人 -ra 
其 中 满足 条 件 志方 一 让 一 2 和 = 二 十 生 全, 代入 @， 
得 他 十 旷 一 到 (az+b2)sectg 十 入 (2+ bte’ 9 


十 (《a? 十 252)sec2Dp 十 (3a2 十 D2) 坨 20 =0., 
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z= to Sec* 9 
关心 生 村 为 4 ，。 消去 参数 9 得 加 心 的 轨迹 方程 
y= Tp te 吧 ， 
(az) ~ (Dy) = (a? + b?) 3. 
[说 阴 ] 本 题 所 求 的 圆 为 双 曲 线 在 点 Plasecgp, btg 9g) 的 密切 《曲率 ) 
加 密切 圆 中 心 的 轨迹 为 洁 屈 线 . 


工 ， 抛 物 线 的 标准 方程 

y=2p¢ (p>0). 
顶点 ，0(0, 0); 对 称 轴 : y= 二 0, 即 %w 轴 . 
(1) 焦点 : 


F( 二 ,0 ) 
(2) 离心 率 . 
6 一 工 
(3) 准 线 . 
o= 一 与 . 
(4) 焦 半 径 ; 
PR 一 2 十 二 (7 .14) 
IHH'| =22， (7.15) 
(6) 人 参数 方程 
| ( 为 参数 ). (7 .16) 
y=2pt 


2%， 其它 形式 的 抛物 线 方程 
GD 顶点 在 原点 , 焦点 为 ( 一 名 ,0 ), 对 称 轴 为 z 轴 的 方程 

9 一 一 200 (p>0). (7.21) 
(2) 顶点 在 原点 , 焦点 为 ( 0, 多), 对 称 轴 为 y 轴 的 方程 
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w=2py (p>0). (7 .22) 
(3) 顶点 在 原点 ,焦点 为 ( 0， 乌 )， 对 称 轴 为 y 轴 的 方程 : 
p= —2py (Pp>0). (7 .23) 


(4) 顶点 在 (vo, go), 焦点 为 (zo 土 多 ,yo )， 对 称 铀 为 y=y 
的 方程 

(一 %o 六 一 士 2D 一 00) (p>0). (7 .24) 

“(6) 顶点 在 (eo, yo), 焦 点 为 (zo，go 土 二 ), 对 称 轴 为 ooo 
的 方程 

(p—%0)°= +2pY Yo) (p>0). (7 .25) 


3， 抛 物 线 玉 =2pXw 与 直线 的 关系 z 
(4) 过 切 点 Cw 1) 的 切线 方程 ( 见 第 890 题 ): 


YY =—PD(L+ ew). (7 .31) 
(2) 过 切 点 (2p 如 2pt) 的 切线 方程 (元 第 891 题 ). 
vt—2iy+2p =0. (7 .32) 
(3) 已 知 斜 罕 mw% 的 切线 方程 . | 
/ y 一 ml 十 -二 一 -2 (7 .38) 
(4) 过 抛物 线 上 所 (wy, 9y1) 的 法 线 方程 ， 
Yt + py — PY1 + wy. (7 .34) 
(5) 过 抛物 线 上 点 (2p 22t) 的 法 线 方 程 ( 见 第 891 题 ). 
2tz2 + = 2pt + 4pts. (7 .35) 


“(6) 点 (vo, 加) 关于 抛物 线 的 切 点 弦 方 程 ( 见 第 902 题 ) 
yoy 一 DZ 十 2o) . (7 .36 ) 
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“(7) 局 (wo, yo) 关于 抛物 线 的 极 线 方程 ( 见 第 903 题 ). 


yoy 一 DZ 十 Zo) (7.37) 
(8) 平分 斜率 为 m 的 一 组 平行 疲 的 直径 方程 ( 见 第 906 题 ): 
my -nD=0. (7.38) 
4. 共 焦点 的 抛物 线 系 方程 ( 见 第 909 题 ): 
be 一 2X(z 十 立 ) CX 为 任意 常数 )。 (7.40) 


顶点 : 0(-- 守 ， 0 ); 焦点 ，F(0, 0); 淮 线 ， Z= 一 入 . 


$ 1. 抛物线 的 方程 


873. 已 知 抛 物 线 的 对 称 轴 与 y 轴 平 行 ， 顶 乓 为 LL 2), 有 
与 直线 9y=2z+8 相交 于 (2,， 一 了 1。 试 求 , (了 DD) 抛物 线 方程 ; 
(2)E 的 值 ; (3) 抛 物 线 与 直线 y=24 十 6 的 为 一 交 扩 的 坐标 ， 

[ 解 ] 《1L》 因 抛物 线 的 对 称 轴 与 y 轴 平 行 , 且 顶 扩 
为 什 , 2)， 故 设 所 求 的 抛物 线 方程 为 

(2—1)°=2p(y -2). 
因 抛 物 线 过 (2， 一 1)， 
‘(2-1)’=2p( —1-2), 


解 得 p~ 一 厨 ， 即 此 抛物 线 方程 为 


(s—1)*~= -— SY- 2). 


(2〉 因 直线 gg 一 QZ 十 8 过 点 (2，~1)， 
k=-65 


(2-D)’= -30-2) 


am | 
1 一 2 一 5， 


8 1， 抛物 线 的 方程 $55 


得 另 一 交点 的 坐标 为 { -与 ，- 洒 ) 

[说 明 ] 求 抛物 线 方程 , 一 般 可 利用 抛物 线 标准 方程 ， 人) 如果 抛物 线 
的 顶点 是 原点 ， 对 称 轴 和 xz 轴 或 y 轴 重合 ， 可 用 标准 式 多 =2px 或 全 一 
2py， 这 时 ,只 需 给 出 男 一 条 件 来 决定 常数 p; (2) 如 果 已 知 对 称 轴 和 2 轴 
或 y 轴 平 行 时 ， 可 用 标准 式 (y 一 Yo) 一 2p(5 一 x0) 或 (5 一 2520)?=2p(y 一 gy). 
根据 给 出 三 个 确定 抛物 线 的 条 件 , 列 出 有 关 p、xo、% 的 三 个 方程 ， 车 给 出 
顶点 , 即 已 给 出 两 个 条 件 , 只 要 再 有 一 个 条 件 即 可 求 出 p，(3) 对 称 轴 平 行 
于 y 轴 的 扼 物 线 还 可 用 二 次 函数 9V 一 Ga 十 加 ) 十 8C 寺 0 来 表示 交 (一 7 1 
方 摔 物 线 顶 点 的 坐标 这 里 也 需 给 出 三 个 条 件 来 决定 4、mr.% 的 值 . 

874 .一 对 称 轴 与 y 轴 平 行 的 抛物 线 与 w 轴 相 切 ， 且 过 定点 
4(0,，-2)、B(3，--8)， 试 求 此 抛物 线 方程 与 切 点 您 标 ， 

[ 解 ] 设 所 求 抛物 线 方 程 为 

(一 0o0) =2p(y ~ yo0). 

而 抛物 线 与 x 轴 相 切 , 故 顶 点 在 xz 轴 上 ， 即 yo=0. 
又 因 抛 物 线 经 过 4(0，-- 3、B(G3，-8)， 代 入 得 


oi= 一 4p…@， 
(3~20)° ~ ~—16p…®. 
由 出 、@@ 解 得 
X0= 一 —3, Xo=1; 
相应 地 ， 
9 
多 一 4’ D2 TT 

故 所 求 的 抛物 线 方程 为 


(e+3)? 一 一 于 y 或 (5 一 D2 一 一 地. 


切 点 坐标 分 别 为 (一 3， 0) 和 (1, 0). 
86?5， 抛物线 顶点 在 2 十 Yg=0 上 , 且 过 原点 , 顶点 与 原点 间 的 
距离 为 2V 2 , 对 称 辅 与 y 办 平行 , 求 抛物 线 的 方程 


| 解 ] 设 所 求 抛物 线 方 程 为 (% 一 20)?=2pYy 一 J)。， 因 顶点 《zo, 加 ) 在 
r+y 二 0 上 , 故 zo= 一 Jo。 而 顶点 与 原点 间 的 距离 为 2V 2 , 即 
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3+ (2V 2 )2 
. 2200 一 8, Xo 二 士 2, Yo 二 干 2 
故 
(二 2) 一 22(09 士 2). 
义 因 折 物 线 过 原点 , 故 
4=2p( 土 2), p 二 土 4., 
(xc 于 2) 一 士 2(y 士 2)， 
即 所 求 抛物 线 方程 为 
(一 2) 一 2 二 32) 或 《x+2)?= -2(y 一 2). 


676.， 一 抛物 线 的 对 称 轴 与 y 轴 平 行 , 顶点 在 直线 x 十 2y=1 
上 , 且 与 直线 y=w, y=0 相 切 , 求 此 抛物 线 方程 . 
[ 解 ] 设 抛物 线 方程 为 
4 一 0 一 ?3 十 7 


… 顶 扩 在 直线 2 二 2y=I 上 ，.…, m+24 二 1， 而 抛物 线 与 y=0 相 切 ， 


n=0, m=1 


又 因 抛 物 线 与 直线 y=zx 相 切 ， 


w=a(r— 1)2, 


la a2 一 《2 十 1 2 十 aa 一 0 ~ 4 


的 判别 式 为 零 , 亦 即 (24 十 D)?-4a?=~ 0， a= 一 了 


歼 所 求 抛物 线 方程 为 y= 一 于 (2 一 1)? 


84 已 知 抛物 线 的 顶 反 在 \ 一 2 1), 开口 向 下 ， 对 称 辆 平行 
于 y 轴 ， 且 焦 参 数 2 等 于 椭圆 3za 十 4 一 48= 0 两 准 线 间 的 距 
离 , 求 此 抛物 线 方程 . 


[ 解 ] 棋 图 方程 可 化 为 -和 十 - 知 一 1，… o3=16, 好 =12，o= V 硬 二 页 
一 3，… 准 线 方 程 为 4 一 土 -全 -, 即 <~ 土 8，. 两 准 线 间 的 距离 p16. 


故 所 求 抛物 线 方程 为 (2 十 2 一 一 324y 一 了 
848. 已 知 抛物 线 的 对 称 轴 与 y 轴 平 行 ， 在 % 轴 上 的 一 截 距 
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等 于 另 一 截 虐 的 两 售 ， 在 9 轴 上 截 虐 为 -2， 且 过 点 ( 亏 , # )、 
(也 ,)， 试 求 ， 此 抛物 线 方程 入 的 值 , 顶点 和 焦点 的 坐标 , 以 


及 准 线 方程 
[ 解 」 设 所 求 热 物 线 方 程 为 %g 一 4 十 or-2 在 2 轴 上 截 距 为 W 2zb 则 
2m 二 mi 一- 二， 20tmi 一 一 二 
7 一 4 2， jh 一- 全 oa 20.—2. 
解 上 列 四 方程 组 成 的 方程 组 ,得 4 二 -1, 5 一 3, 1- -号 ， 故 所 求 抛物 线 


J dp -号 ) 1 
方程 为 y 24 十 37 --2 (2 可 十 元 ， 浊 


-~ 


879. 设 抛 物 线 y=az 十 bw 十 6 在 y 轴 上 的 截 距 为 2, 在 % 轴 
上 两 截 距 互 为 倒数 , 且 与 二 ,四 象限 的 平分 线 相 切 。 求 a.5.6 的 
值 和 抛物 线 的 顶点 、 焦 点 坐标 及 准 线 方程 . 7 


[ 解 ] … 抛物 线 和 二 、 四 象限 的 平分 线 y= 一 x 相 
切 ，.… az2 十 bz 十 6 二 一 wxw， 即 az? 十 (6 二 1)zT+Tc=0 的 
判别 式 为 零 ， 故 (5 十 1)?~4ac~0.……@， 又 抛物 
线 在 y 轴 上 的 截 距 为 在 z 轴 上 两 截 距 互 为 倒数 ， 

". £=2, 一 一世 a=2, X60 —4dac>0..:@®@, ac 
的 值 代入 四 式 , 得 (bp 二 1 一 16=0，, = 一 5 或 2=3. 显然 6=3 不 
符合 包 .，.… 4 二 2, 5 二 一 6, c 一 2， 此 抛物 线 方 程 为 Vy= 一 2 一 5x 二 2， 即 


(= 一 号 ) 一 9% 十 号， 其 顶点 坐标 为 《号 ， 一 号 )， 焦 点 坐标 为 ( 卫 ， 一 1 
5 


1 __5 
准 线 方 程 为 yt 一 可 EP y= 4 
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880， 顶 点 在 原点 , 焦点 在 w 轴 上 的 抛物 线 ,被 直线 y=2w 十 1 
截 得 的 弦 长 为 w 巧 , 求 此 抛物 线 方程 . 

[分 析 ] ” 纺 长 可 由 距离 公式 

V (m1 — zo) + (1 — yo) 
表 出 。 设 直线 y= 二 2z 十 1 与 抛物 线 内 =2pz 的 交点 
为 (zi1, 1)、(za, ba)， 消 去 2 由 韦 达 定理 用 表示 
(Zz 一 X20)* 和 (yi 一 y2)”， 即 得 jp 的 方程 , 求 出 jp 即 可 . 
[ 解 ] 设 抛 物 线 方 程 为 y=2pz… 由 将 y= 

27X 十 1 代入 Q9, 得 4 二 22 一 p)x 十 1 一 0， 其 判别 式 4=4(2 一 2 一 16> 0， 
即 wp>>4 或 2<0. 由 韦 达 定理 ， 


1+m= Pp-2).…@, it2 = 二 …@， 


~ (e102) tito) drivo= Fp) 1, 
=2%t1 Gi=1, 2), ., (yi— Ya) 一 4 一 2) 
V (V1~09) + (Y= Vid, .. V0 -rx) ~— Mis, 
即 子 (p 一 2)?~-1 一 3， 解 得 p= -2 或 p 一 6， 故 所 求 抛物 线 方程 为 
二 一 入 或 六 =12x. | 
881， 已 知 抛物 线 的 项 反 在 原 扎 ， 焦 反 在 2 轴 的 正 半 轴 上 , 其 
通 径 的 两 个 端 反 与 顶 氮 连 成 的 三 角形 的 面积 为 和 平方 单位 ， 求 
此 抛物 线 万 程 ， 


[ 解 ] 设 抛物 线 方程 为 儿 = 3pz, 则 它 的 焦点 为 了 ( 包 , 0 ), 通 径 4B 
的 长 为 3。 … Sa04s 一 去 |0F|14B| 4 即 计生 .2=4 解 得 pm 
2V 3 ， 故 所 求 抛物 线 方程 为 妇 一 4 2x. 

882. 抛物 线 六 一 2px 有 一 内 接 直 角 三 角形 , 直角 的 顶点 在 原 
点 , 一 直角 边 的 方程 是 y 一 2w, 斜 边 长 是 5Y 3 ， 求 此 抛物 线 方 
程 . 


[ 解 ] 由 {2 


_， 解 得 直角 三 角形 一 顶点 4 的 坐标 为 (名 , p ). 
y= 2% 2 
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… 另 一 直角 边 的 方程 是 y= 一 二 2 同样 可 得 它 与 拢 物 线 交点 如 的 坐标 为 
(8p, -4p), (sp-2) +(-4p~p)?~(5VB)% 解 得 p= 二 号 V 醒 
故 所 求 抛物 线 方程 为 六 = + VV 7., 


683.。 从 抛物 线 多 = 2p2 外 一 点 4( 一 2， 一 全 引 倾 角 为 45° 
的 抛物 线 的 割 线 , 与 抛物 线 交 点 为 Pi、Pa, 车 APi、 PiPs、 4P， 
成 等 比 数列 , 试 求 此 抛物 线 方 程 . 

[分 析 ] 由 于 有 向 线段 4P1、PiPa、4Ps 的 数量 成 等 比 数列 , 又 已 知 点 
4 党 标 和 过 点 4 的 割 线 倾 角 ， 故 运用 直线 的 参数 方程 和 人 参数 t 的 几何 意 


义 , 由 囊 达 定理 表示 出 弦 PiPs 的 数量 , 即 可 得 解 . 


一 一 了 45° 
[ 解 】 设 过 4 的 市 线 的 参数 方 各 为 | st。 


w= 2 
即 /nm 
y= ~4+-o~ t+, 


代入 抛物 线 方程 得 ( - sty) -2p(-2+ +) 即 妇 -- (8W 3 二 


2V 3 p)t+32+48p==0.、，'. AP1、PiPs、AP, 成 等 比 数列 ，… (ty 一 本)? 一 
tito, 即 (#1 十 志 )?=5t1， 由 韦 达 定理 , (8V 2 二 2V 2 p)? 一 5(32 十 8p)…@, 
且 4=(8V2.2V23p)?-4(32+8p)>0， 即 pw>0 或 p< -4.… 名 .由 
山 解 得 p==1, p= -4 不 符合 加 , 舍 去 )， 故 所 求 抛物 线 方程 为 六 =22. 

884，、 求 对 称 轴 与 4 轴 平 行 , 且 与 y=w? 垂直 相交 于 不 同 两 点 
的 抛物 线 系 方程 . 

[分 析 ] 因 所 求 抛物 线 的 对 称 轴 与 y 轴 平 行 , 故 设 抛物 线 系 方程 为 y= 
4 十 DZ 二 2. 利用 两 抛物 线 交 于 不 同 两 点 且 互 相 直 交 的 条 件 ， 可 列 出 两 交 
点 横 坐 标 所 满足 的 两 方程 。 又 因 这 两 方程 同 解 , 即 得 a.5、e 所 满足 的 两 个 
关系 式 , 由 此 消去 a.5.c 中 的 两 个 参数 , 即 得 解 . 

[ 解 」 设 所 求 抛物 线 系 方程 为 y=ax? 十 bx 十 c， 它 与 已 知 抛物 线 Y=? 
两 交 扣 的 模 坐 标 Zz1、xa 是 方程 (4a 一 1)zx?+bzx+c=0 的 两 实 根 ， 因 两 抛物 
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线 互 相 直 交 , 故 它 们 在 交点 处 切线 斜率 之 积 
2x(2az 二 0) 一 ~1L， 即 4axz2 十 2pxc 十 工 一 0. 
24、23 也 是 此 方程 的 两 实 根 ， 族 
eb_ -2 _6 ~ 1...0® 


当 0 一 0 时, 由 回 得 c 一 2, 所 求 抛物 线 系 方程 为 g 一 ax 二 乞 一 ,其 中 


4a<0(… 4=4b?-16a= -16a>0)， 当 8 关 0 时 ，4= 一 1 c= 改 所 求 抛 
物 线 聚 方程 为 y= -~ 必 十 bx 十 却 ,其 中 5 为 任意 实数 . 


$2， 直线 与 抛物 线 的 位 置 关系 


885、 设 抛物 线 妇 = 4z 截 直 线 y=22 十 h 所 得 的 弦 4B 长 为 
3 5，( 了 D 求 上 的 值 ; (2) 以 弦 4B 为 底 边 , 以 ws 轴 上 的 点 卫 为 
顶点 组 成 的 三 角形 的 面积 为 89 时 , 求 点 了 的 坐标 . 


[分 析 ] 因 弦 长 V (zi 一 X2) ?+ (yi 一 ya) 一 SA 5， 其 由 (wy Yy1)、 (Wo, 2) 
为 直线 与 抛物 线 的 交点 ,把 (21 一 25020)! 与 (yi 一 yo) 
分 别 表示 成 的 代数 式 , 即 可 求 得 %。， 又 因 扩 了 
的 坐标 为 (¢, 0)， 蓄 4B 为 三 角形 底 边 , 故 可 用 
4 表示 三 角形 的 高 , 由 三 角形 面积 公式 列 出 方程 ， 
解 得 x. 

[ 解 ] 人 设 抛物 线 六 = 和 直线 y=27 十 % 
的 两 交点 为 ACe1 1)、BCx2, Yo) 则 如 =221T oa 一 2z3 上 5 以 9 一 2 
+ 代入 抛物 线 方程 得 (2% 十 ?=4r， 即 402 十 4(8 一 1) w+ 二 0， 
“M416(% 一 1)1--16k?>0， 即 hb< 去 ， 又 中 十 和 一 1 一 及 ci 一- 
(0 一 02 一 (二 xy- 4 一 (1 一 的 2 一 1 一 1 一 28. '. 14B|=3V 5, 
目 妨 一 扫 一 2(ol 2), .. (O 一 o)3+ (一 bo)2 一 (3V 5)2 即 5(c 一 Z2) 
一 45， 故 1~2k=9, k= 一 4 

(2) 设 点 书 的 坐标 为 (z，0)， 则 点 书 到 4B 的 距离 d= 
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= 1 |2x—4| 兵 一 -一 “ = 到 一 : 一 
去 3V 5 =30, 即 |z-21=13， .. z= 二 15, 或 2= -11， 故 


后 P 的 坐标 为 (15, 0) 或 4- 工 L 0). 
[说 阴 ] 二 次 曲线 Fw 9Y) ==0 截 直线 y= 二 2 十 w 所 得 的 弦 长 
一 VC EE MCmT NE 
一 AVI 十 了 2 .VM (v1 十 0o02 — dwro 
-VE 两 V(- 卫 ) -4 二 -VEIT 历 .并 
a a |a| 


F(x, y) =0 


其 中 a、 b、o 是 方程 组 | sw。 消去 y 后 所 得 关于 的 二 次 方程 ox 


+bz 二 c=0 的 系数 ,4 为 其 判别 式 ， 故 不 必 求 出 交点 就 可 解决 有 关 弦 长 的 
问题 . 

8866， 已 知 直线 1 的 斜率 是 2， 且 过 抛物 线 访 =2pz 的 焦点 . 
求 直线 ! 被 抛物 线 截 得 的 疙 长 


[ 解 ] 设 直线 1 的 方程 为 y=22+b.… 此 直线 过 (名 ,0 ) … 0=p+b 


即 5== 一 p. 故 直 线 ! 的 方程 为 VY=22 一 D… 和 四 ， 设 直线 上 和 抛物 线 
色 一 2200 的 交点 为 (zt ob) (za ob) 则 人 一 2 一 pp，o=2z3 一 .以 GO 代 
入 方程 六 =2px, 得 4x1 一 6px 十 Pp? 一 0。 … 4>0, 故 方程 有 两 实 根 x1、 2， 
且 za 一 全 zi 一 -全 《0 一 0 六 一 (oa 十 2)3- dir = 故 
直线 1 被 抛物 线 截 得 的 弦 长 


d= VV ~ to) + (4 ~ ya) = V (1— v9) + (Zr1 — Bs) 
TC 


887. 过 点 Pla, 5) 引 抛 物 线 妇 = 2p2 的 两 切线 PA.PB, 4、 
B 为 切 点 , 求 纺 4AB 的 长 . 


[ 解 ] 设 4.B 两 点 的 坐标 分 别 为 (2p，2pt1)、(2p 缀 ，2pt2)， 则 过 点 4、 
B 引 抛物 线 多 =2p2 的 两 切线 方程 为 2 一 2yii 二 2p=0G=1, 2)， … 这 


两 条 切线 都 过 点 PCa, 5),.…. 4 204 十 22 虹 一 0 和 + 如一 二 ， hb 一 旨 . 而 
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bp?—2 
(ti 一 z2) 2 = (#1 十 to)” 一 和 加 一 一 


14B|= (3ptT— 2p8) 3+ (2pt1 — Dpto) 3 
~ V4n(t— to) (tt+to) :+1] 


= VTPD (更 二 了 5 万 . 


888， 抛 物 线 六 =2pz 内 一 点 4(a, 6)。 求 被 4 平分 的 抛物 
线 的 纱 所 在 直线 的 方程 . 
[ 解 】 设 过 点 4 5) 且 被 4 所 平分 的 抛物 线 的 弦 的 倾角 为 4 其 方程 


为 | 0 ( 为 参数 ), 代入 抛物 线 方程 得 
tsin 0+2(0sin0— pcos0)t+0 一 2pa=0..…QDy)， 其 两 根 为 寻 、ty 
… 4 为 纺 的 中 点 ，… 机 十 ==0, 故 bsin0 一 peos9=0.…@®) 

sin O40 sin0 #0 
{ -4sin20(b’— 2pa) >0, [wo 
弦 与 ¢ 轴 不 平行 ， 且 总 4 在 抛物 线 开 口内 部 ， 故 以 4 为 中 点 的 弦 存 
在 ， 以 tcosl=% 一 0 tsin0 一 /一 D 代入 四 ， 印 得 此 弦 所 在 的 直线 方程 
DC 一 D) 一 DZ 一 0 一 0. 
[说 明 ] 六 涉及 直线 与 抛物 线 的 关系 问题 ， 要 注意 直线 与 抛物 线 有 实 交 
点 的 条 件 , 否则 易 造 成 错误 . 


889、 设 直线 如 十 my 十 n 一 0 与 抛物 线 仿 ~4aw 相交 于 点 已 
Q, 了 为 抛物 线 的 焦点 ，PF、QF 交 抛物 线 于 R、S 两 点 , 求 直 
线 RS 的 方程 ， 


T=at’ / 
[分 析 ] 设 抛物 线 的 参数 方程 为 | _。， 由 于 点 。 |。 


Pf.B 和 QF、S 分 别 共 线 , 因此 可 求 得 P.R. 和 Q、 一 人 
S 对 应 的 参数 碳 、 帮 和 tz、 帮 之 间 存 在 的 关系 ， 又 因 
点 P、9 在 直线 好 十 Mg 十 0 一 0 上 ,点 RR、S 在 所 求 
直线 4z+ By+C=0 上 , 故 由 韦 达 定理 即 可 求解 . 
[ 解 ] 设 P、@ 的 坐标 分 别 为 Ca 好，2ati) 、(a 好 ，2c 加 )， R、5 的 坐标 分 别 


J» 


< 
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a(t 一 如 
为 (aty2，2a 共 )、《ats?，2ats)， 则 直线 PR 的 方程 为 y ~20h = 2 . 


(x 一 at?)， 即 9% 一 (1 上 1)y 十 2atiti==0，'. PR 过 焦点 F(ag, 0), .. 24 十 
2 者 一 0， 首 = 一 元 ， 同 理 可 得 攻 = 一 -二 .点 及、 5 的 学 标 分 别 为 
2 


(于 Ek (每 ， -到 ) 点 PP 4 在 直线 Ir 二 my 十 n= 一 0 上， 


好 ” tg 
十 24m 十 n 一 0, la 如 二 2amta 十 n 一 0， 即 妇 、ta 为 方程 q1X2 十 32ama 十 
n=0 的 两 根 、.…. 红 + 如 一 一 一 化， tits 一 一-， 如 果 所 求 直 线 RS 的 方程 
2 - a 24B OO 4 - 40=0 即 志 纪 
i 从 


为 方程 Cu2- 20Bw 十 4 一 0 的 两 根 。… 有 + 如一 - 子 二 ， Hb 天. 从 而 


_2m 2aB 2 Aa B mm A 
,了 一- 人; 即 字 一 一 卫生 一 了 ， 故 所 求 直线 BR8 的 


方程 为 Dr +1l=0, 即 nz 一 "204 十 Ja2 一 0， 
[说 明 ] ”从 本 题 可 理解 抛物 线 参数 方程 的 作用 ， 利 用 它 可 避免 解 方程 
组 求 交 点 坐标 , 从 而 简化 解 题 过 程 . 


890.，(1) 已 知 抛物 线 六 =2pz 上 两 点 Pi、Ps 的 纵 坐 标 分 别 
为 .ysa, 求 Pi、 Ps 的 连 线 方程 ，(2) 如 果 此 连 线 过 抛物 线 的 焦 
所 ,求证 yya 二 一 P29; (3) 如 果 点 Pa 与 Pi 重合 ， 则 此 连 线装 化 
为 过 上 操 fa Yi) 的 切线 , 求 此 切线 方程 . 


[ 解 ] (1) 设 抛物 线 上 两 点 Pi、 PP 的 横 坐 标 分 别 为 zw 则 急 二 2pey 


2 一 0082， 所 一 多 =20(04 一 22)， 车 大 V9， 则 PiPs 
1 上 2 PP > 一 = TX— Fi), 
mr 一 机 十 困 ， 改 ok 的 方程 为 yy 一 由 页 ry 一 1) 


op7— (ty)Y — 2pr1+ yt+yys = 0, Wm 2p7— Cy) yyy 0. 车 
i=X2， 则 级 二 一 Ya， .PiPs 的 方程 为 2 十 切 的 王 0， 故 所 求 PiPs 的 
方程 为 20x ~ (gya)y + yiy2=0. 


(3) 如 果 PiPs 过 焦点 了 (后 ,0 ) 则 仿 +yrys 一 0 即 yi 一 一 扩 
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(3) 如 果 点 忆 与 Pi 重合 , 则 连 线 转化 为 过 点 Pi(zi， 9 的) 的 切线 ， 其 方 
程 为 20 一 23290120 十 只 =0，… 镍 一 2p01 故 切 线 方程 为 Y1y 二 PCY 十 51). 

891. 试 求 . (1) 摔 物 线 访 =2pz 上 任意 两 点 P1(2pti, 2pt) 和 
Pa(2pt2，2pta) 的 连 线 方程 ， (2) 过 点 Pi(2ptf，2pb) 的 切线 方程 ; 
(3) 过 点 Pl(2p?, 2pit) 的 法 线 方 程 ，(4) 过 Pi (2pii，2pt) 和 
Pa(2pt2，2pts) 两 点 的 切线 的 交点 华 标 . 

[分 析 ] 为 求 得 过 点 P(2pi 2pi) 的 法 线 方程 , 可 先 写 出 与 过 点 了 的 切 
线 相 垂直 的 直线 系 方程 ,并 利用 过 点 PP 的 条 件 即 得 . 

[ 解 ] 人 ) 过 两 点 Pi(2p 好 ，2pt) 与 Pa(2pt3，2pts) 的 直线 方程 为 


y—2pi1 _ ww—2pi1 
2p(ti—to) 2p(ti 一 启 )》， 
整理 得 多 一 (t+ to y+ 2ptits=0...(), 


(2) 车 点 Ps 与 Pi 重合 , 则 它们 的 连 线 转化 为 过 点 Pi 的 切线 ， 在 山 
中 令 如 = 轨 得 切线 方程 为 <& 一 2609 十 20 红 一 0… 凶 . 

(3) 由 @@ 知 ,与 切线 相 垂直 的 直线 系 方程 为 2 +V=AX，… 法 线 过 书 
点 ，…， 和 一 2p 计 4pt， 故 过 点 了 的 法 线 方程 为 akz 十 g 一 2p1 十 名， 加， 
… 当 t=0 时 , 抛物 线 在 (0，0) 点 的 法 线 即 为 & 轴 , 也 满足 图 ，… 过 护卫 
的 法 线 方程 即 2iw 十 y 二 2pi 十 说 . 

(4) 利用 个 ， 过 (2p 好 2p) 的 切线 方程 为 < 一 2 十 2p 旺 = 0, 过 
(2p 如 ，2pt2) 的 切线 方程 为 + 一 22y 十 2p 吕 =0， 解 方程 组 , 得 两 切线 交点 华 
标 为 《2ptits, Pp( 机 十 t2))， : 

892， 由 平面 上 一 点 4(0, 1)， 向 曲线 y= 2 一 二 引 切 线 ， 求 
切 点 B 的 绎 标 . / 


[分 析 ] 先 求 过 点 4 和 曲线 相 切 的 切线 方程 , 表 求 切 友 坐标 ， 
[ 解 ] 曲线 y=MVx 一 1 是 抛物 线 妨 x 一 1 的 上 半 支 . 设 切 点 为 (zoyo) 


(go>1, 加 > 0)， 则 切线 方程 为 goy 一 了 52 一 1， 即 2 一 2yoy~=2 一. 
— 2yo=2— xo mo 二 4 十 2 2 

日 攻 ra 下 和 

“ 点 4(0, DD 在 切线 上 , … 由 方程 组 | 。_。_1 “ 解 得 1 _V 豆 + 


即 切 点 为 B(4+2V 3 ，VW 3 十 1)， 
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=3 
893， 已 知 由 不 点 到 井 线 ”一 ”可 引 切线 , 求 切线 的 长 


[和 解 一 ] 设 切 点 坐标 为 (3 十 ?m0, 5 一 08)， 故 由 原点 向 已 知 曲 线 所 5 
的 切线 方程 为 (3 十 mo)y 二 5 一 m3)z。， 以 2 二 3 十 my=5 一 m? 代入 ， 得 
(3+mo)m?+ (5—m)m+3(5 nm)—5(3+n)=0. 由 4= (5— m0)° 
-12(3+mo) (5—m2)+20 (3+mo)?=0， 即 [(5~m3) 一 10 (3+ )] 
[C5 一 93) 一 2C3 填 mm0)] 一 0, 亦 即 (mo 十 5)? (mo 十 1 一 0 得 mo= 一 5 或 

X=3+ 
mo= 一 二 由 原点 到 曲线 | ，_5 ma 的 切线 长 二 VCGT77 二 三- ， 
故 当 mo= -5 时 ,1=2VI0I， 当 mo= 一 1 时 ,1=2V 5， 


X=te0s0 


[ 解 二 ] 设 由 原点 到 曲线 和 5 , 引 的 切线 方程 为 9 为 


y=t8inO, 


切线 的 倾角 ， 代 入 曲线 方程 ， 消 去 和 得 如 cos?0 填 (sin 90 一 6c08 0 十 4 一 人 
4 一 0，. sin20 一 13sinbgcos0 十 20cos 0 一 0 从 而 解 得 培 0=23， 或 


培 g 二 10. 改 切线 长 | 让 一 | 5 人 | 一 |- 六 |， 当 始 0=2 时 ， 


”Doos29 


为 3W5; 当 tg9=10 时 ,为 2V101. 
894、 求 所 物 线 欠 = 4ao 的 已 知 斜 率 为 m2 的 法 线 方 程 ， 


[ 解 ] 设 过 点 (at?, 24t) 的 抛物 线 法 线 方 程 为 克 十 y 一 中 十 204《 参 见 案 
891 题 ),… t= ~- 包 ， 代 回 上 式 即 得 已 知 斜率 为 名 的 法 线 方程 
y= mY ~ 2am 一 0010 
[说 明 ] ”如 果 抛 物 线 方程 为 六 二 2pz, 同样 可 得 斜率 为 1 的 法 线 方程 


y=me—pm— 20 


895. 折 准 矩形 4BOD, 使 4 落 在 CD 上 . 试 证 这 条 折 痕 必 
与 以 OD 为 准 线 , 以 4 为 焦点 的 抛物 线 相 切 . 
[分 析 ] 因 折 痕 与 以 4 为 焦点 ,OD 为 准 线 的 抛物 线 相 切 ， 故 可 求 出 以 


4 为 焦点 .CD 为 准 线 的 抛物 线 方程 与 折 痕 所 在 的 直线 方程 , 然后 验证 . 
[证 ] 取 D4 为 + 轴 , 4D 的 垂直 平分 线 为 轴 ， 建 立 直角 坐标 系 ， 令 
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4D1=p， 则 抛物 线 方程 为 妃 = 3pz。 设 折 六 BF 的 倾角 为 %。 点 4 与 
CD 上 的 4 重合, 则 点 水 的 坐标 为 (各, potga )， < 
44' 的 中 点 了 的 坐标 为 (0, 所 ctga), 故 折 疝 PP 所 在 
的 直线 方程 为 -各 dga=ztp0, 即 yztgo+ 
此 即 逝 物 线 妃 = 2pz 的 已 知 斜率 x 一 启 a 的 切线 方程 
故此 折 痕 与 抛物 线 相 切 


896. 也 为 抛物 线 久 =2p2 上 任意 一 点 ,以 其 焦点 五 为 圆心 ， 
FP 为 半径 作 弧 交 2 轴 左 边 于 点 CQ， 求证 PO 即 经 过 抛物 线 上 
成 上 的 切线 . 

[证 一 ] 设 点 了 的 坐标 为 (nu 的)，… 1001=|F0| 一 |FO|=|FP| 一 
zol= (z+ 各 )- 各 一 zm， 故 点 0 的 举 标 为 (一 m4, 0)， 直线 PC 的 广 


程 为 y 一 站 = 2 (2—H),. R=2pr Y= (£1), 
TX1 Y1 


YY 一 扫 二 p75 一 p44 YY 一 p(X 十 1)， 此 即 过 扣 
PP 的 抛物 线 的 切线 . 

[证 二 」 根据 抛物 线 切 线 、 法 线 的 性 质 ( 参 
见 第 968 题 ), 过 点 书 平行 于 z 轴 的 直线 PM 
与 FP 所 成 角 的 平分 线 ， 即 为 抛物 线 过 点 书 
的 切线 PT 与 法 线 PN( 如 图 )，.… = 2 
= A3, 即 |]FP|==|F7| .因此 点 C0 与 点 卫 重 
合 , 即 PC 是 抛物 线 过 点 了 的 切线 . 


897; ， 设 抛物 线 方程 为 y =4cz. 过 抛物 线 上 一 点 P(ati, 24t1) 
(所 关 0)， 作 抛 物 线 的 法 线 交 抛物 线 于 另 一 点 Q@(a 如 ,2ais), 求证 


ti 
[分 析 ] 因 点 8 的 坐标 满足 过 点 卫 的 法 线 方程 ， 即 得 点 卫 和 点 @ 坐 
标 间 的 关系 ， 
[证 」 过 成 了 的 法 线 方程 为 y+i1z 一 24 机 一 ==0。 因 法 线 与 抛物 线 


ta = —t1 一 
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的 另 一 交点 为 QCat3, 24to)， .2ats 十 at 如 一 24t1 一 a 二 0， 即 (ft 一 相 )， 


[2 十 妇 ( 机 十 可) ] = 一 0。 ““ 杂 夺 座 , 女 天 0，.…. 把 过 机 一 一 
1 


898. 求 圆 2 十 二 4c2o=0 与 摔 物 线 坊 =4az 的 公 切 线 方 
程 . 

[分 析 ] 所 求 公 切线 既 属 于 圆 的 切线 系 方程 , 又 属于 抛物 线 的 切线 系 方 
程 . 由 两 切线 重合 ( 截 距 相 等 ), 即 可 求 得 公 切 线 方程 . 

[ 解 】 设 公 切 线 的 斜率 为 轧 则 圆 (2 十 2o) 十 欠 =(2a) ”的 切线 方程 为 


y 一 k《Z 十 34) 土 24V1+ 如 …(D， 抛 物 线 多 一 4au 的 切线 方程 为 y 一 ht 十 


2 
二 … 加 ，'.” 直线 四 与 加 重合 ，.， 记 一 2ak 土 JaVI+ 恒 ， b+ 


. V V 3 
即 所 求 公 切 线 方程 为 y= -了 Z 二 3V 2a 与 gg 一 -人 2 一 32V329. 


当 斜 率 * 不 存在 时 ， 圆 的 切线 仅 有 两 条 : “= -4a 与 Y=0， 抛物 线 的 切 
线 仅 有 一 条 + 二 0。 故 它们 的 公 切 线 为 z=0. 综 上 所 述 , 所 求 公 切线 有 三 


条 . X=0, y= T+2VMV24 与 y— — 2 rr_-2V2a. 


[说 明 ] 求 两 条 二 次 曲线 的 公 切 线 , 通常 可 采用 如 下 三 种 方法 ; 

(1) 分 别 在 两 条 二 次 曲线 上 设 切 点 坐标 为 (x1, 9 、(xa，%)， 因 切 点 在 
各 自 的 曲线 上 , 故 可 分 别 写 出 过 切 点 的 两 切线 方程 ; 因 两 切线 重合 ， 可 得 
另 两 个 方程 ， 解 这 四 个 联 立方 程 ， 可 得 切 点 坐标 ， 从 而 得 公 切 线 方程 . 
(2) 先 设 公 切线 方程 (通常 采用 截 斜 式 ， 这 时 需 讨论 斜率 不 存在 的 情 
况 》 由 于 切线 与 两 二 次 曲线 的 交点 都 唯一 , 使 消 元 后 所 得 二 次 方程 的 判别 
式 为 零 ,可 列 出 两 个 方程 ， 从 而 求 得 公 切 线 方程 中 的 两 个 系数 . (3》 设 公 
切线 的 斜率 为 加 先 分 别 写 出 两 二 次 曲线 的 切线 系 方程 (斜率 为 任意 常 
数 )， 再 利用 两 切线 截 距 相等 求 得 太 ” 这 里 同样 要 讨论 大 不 存在 时 有 无 公 
切线 存在 . 


899. 求 拖 物 线 久 = 2ca2 及 加 2 十 六 =7” 的 公 切 线 方程 . 
[ 解 】 设 公 切线 的 法 线 式 为 zcos 04ysin90==p， ”2 一”，.… YCo8 9 十 
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x8sin ?Bin20 2ar 
J coso “加 ， 上 将 回 代入 六 = 24z， 得 C60820 ~ cos?: BE 


-0 ‘ 
19 , 7 土 V7 十 2 
a sin lb 一 -2rcos0 a cos0—-27 080—-a=0, .,. cs0= 一 一 


(eos 01<1, .0080 = Yt 二 全 一 一 一 应 会 去 ). 


72— Dr Vr ra 
a 


B] 了 00 一 上 一 cos20 一 工 一 
一 2 十 27 AIY2 十 Q2 
一 0. 


十 A/ 27\/73 十 0 一 273 
0 | 


sin 9 = 
好 公 切 线 方 程 为 
(+—- VATa)rti(V2or Vr 2r) .y=ar. 
900. 求 两 抛物 线 多 =2pz, ?一 2py(p 关 0) 的 公 切 线 方 程 . 


[ 解 一 ] 设 公 切 线 的 方程 为 y= 加 十 m%…@. 将 外 分 别 代 入 两 抛物 线 方 
程 ， 得 (KX 十 wm)? 二 2px, (y 一 mm)?==2k2py， 即 jw? 十 2(km 一 DZ 十 和 2 一 0， 
y 一 3242 十 NO0)9 十 ms 一 0， .直线 与 两 抛物 线 都 相 切 ，.…. (km 一 p)? 
-him 0, (m+Rp) — m=0. BO 2km=p .0®), KDm+ kp) = 0.…®. 
由 四 知 83#0， 故 轿 可 化 为 2m 十 j2p=0， 即 28 十 MD 一 0 将 回 式 代 


入 , 得- 妨 = 卫 … 4 一 -1 再 由 国 得 和 = 一 契 ， .， 公 切 线 方程 为 
y= 一方 ， 即 2x+2y+p=0. 

[ 解 二 ] 设 公 切线 斜率 为 为 则 抛物 线 妇 = 2pz 的 切线 方程 为 g 一 ix 十 
芳 …@， 执 物 线 2 一 2py 的 切线 方程 为 人 … 直线 
图 与 因 重 合 ,… -2 一 -区 ja -1 = -二 代入 中， 得 y= 
-2z 一 三 ， … 公 切 线 方程 为 2 十 2 十 p= 0， 此 两 抛物 线 没 有 与 y 轴 平 行 
的 公 切 线 , 故 它们 的 公 切线 只 有 这 一 条 . 

901， 求 两 曲线 by 一 人 十 和 十 8 和 YY=2 十 82 二 4 的 公 切 线 方 
程 . 
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[ 解 ] 设 两 曲线 的 切线 为 -好 组 min+4. 52 上 8 与 -刀锋 一 zz 


+8 .二 全 十 多 其 中 (ou 90、(oa, 妇 ) 分 别 为 切 点 ， 整 理 得 切线 方程 为 
Y= (271 十 4)w 二 4z1 十 16 一 (ww? 二 +471 十 8) 
与 y= 《272 二 +8)7X+87r2+38— (z+87x2+4). 
“… 两 切线 重合 ， 
2X1 十 4= 3 十 8 
| dzi + 16— (3+4drit+8)=872+8— (m3+8ro++4), 


解 得 | 2X1 一 2 


2 一 0 一 ! 
中 | wi — 人 二 44， 
故 所 求 公 切线 方程 为 y==8zx 十 和 

902， 自 抛物 线 久 一 2p2 外 一 点 Po(zo yo) 引 两 切线 ， 求 切 
点 终 方 程 . 

[ 解 」 退 两 切 扣 坐标 分 别 为 PiCwi, 内)、Pa(zo, y2)， 则 两 切线 方程 为 
Viy 一 Pp(Z 二 21)，YWY 一 p(X 十 29)。， … 两 切线 均 过 Polwy， 90)，. Yo 一 
2 十 2 由 gbya 一 Do 十 zZo)…@、 从 四 与 回 可 知 , Pi1、 Ps 均 在 直线 
yoy 一 DZ 十 0o) 上 ，.… goy 一 ZXZ 二 0o) 即 所 求 切 点 弦 方 程 

[说明 j 切 点 缠 方 程 的 形式 昌 与 切线 方程 相间 ,但 意义 不 同 ， 当 点 
(zo,， Yo) 位 于 曲线 上 时 , 切 点 弦 即 与 切线 重合 . 

903， 过 点 Polwo, yo) 的 动 直线 交 抛 物 线 轨 =2pz 于 点 疡 、 
Pa, 试 求 过 把 Pi、 了 sa 的 切线 交点 的 轨迹 方程 . 

[ 解 ] 设 PCa, 8) 为 轨迹 上 任意 一 点 ， 据 上 题 可 得 直线 PiPy 的 方程 为 
By==p(% 十 a)。 “直线 PiPs 过 点 Po，.，goB8 二 p(z0 十 4)， 以 wy 代 换 
a、B, 即 得 轨迹 方程 yoy 二 p(x 十 2%0). 

[说 阴 ] 此 轨迹 为 一 直线 , 称 为 点 Pokzo， 3) 关 于 抛物 线 凡 一 2px 的 极 
线 , 点 Po 称 为 此 直线 的 极 ， 当 点 Po 在 拢 物 线 上 时 , Po 的 极 线 与 点 Po 的 
切线 重合 ; 当 点 Po 在 抛物 线 外 时 ，Po 的 极 线 与 万 | 的 切 点 芍 所 在 直线 重 
合 ; 当 Zo 在 抛物 线 内 部 时 , Po 的 极 线 在 抛物 线 外 部 . 

904. 试 求 直 线 九 十 my 十 %=0Umn%0) 关 于 扫 物 线 =2pz 


的 极 . 


Ln =0 
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[ 解 ] 设 极 的 坐标 为 (Xv, yo)， 则 极 线 yy 一 DG 十 加) 与 近 十 mV 十 2 一 0 


合 ， .…. 和 = 多 =， 得 mm 一 了 了 ， 加 = 一 一 二 . 即 极 的 坐标 为 


一 说 名 ( 


905.， 试问 圆 妈 十 多 一 工 的 动 切 线 关 于 抛物 线 急 =2pz 的 极 
在 什么 曲线 上 运动 ? 

[ 解 ] 贺 汉 二 + 信 二 1 的 动 切线 为 Zcos06+ysin9=1.…Q@, 设 它 关 于 抛物 
线 的 极为 (Xo，yp)， 则 极 线 为 boy 一 DZ 二 0Xo) … 名， 直线 屿 与 回 重合 ， 
. 2 加 一 ASinO 由 ，20o 一 一 人 人 … 国 , (人 关 0)， 国 ? 十 四)， 
得 六 十 多 = 入 的 由 国 、 国 消去 和， 得 2 一 多 王 妇 ， 故 极 (zo， 加) 在 


双 曲 线 2? 一 一 1 上 运动 . 

906. 求 抛物 线 只 = 22p2 的 一 组 斜率 为 m 的 平行 弦 的 中 点 
轨迹 ， 

[ 解 ] 设 斜率 为 on 的 平行 吕方 和 为 ymz 十 b, 即 5 一 2 ， 代 入 抛 
物 线 方程 久 一 2pz, 得 9 一 2p.2=2, 即 my? _2py4 2pb 0. 当 其 判别 式 
jp(p_2m6b)>0, 即 p>2mb 时 方程 有 两 实 根 yg2, 且 y1+ya 一 232 
设 此 蓄 的 中 点 坐标 为 (z, 9), 则 y~ 据 厄 和 上 上 ， 故 所 求 的 轨迹 方程 为 


my 一 Pp 一 0。 其 轨迹 为 平行 于 5 轴 的 直线 9 一 二 在 抛物 线 内 部 的 一 射线 ， 


此 射线 的 端点 在 抛物 线 上 , 为 轨迹 的 极限 点 . 

[说 明 ] ”抛物 线 的 平行 弦 中 点 的 轨迹 称 为 此 抛物 线 的 直径 , 它 必 平 行 于 
抛物 线 的 轴 . 

907 ， 求 抛物 线 yw” 的 一 组 斜率 为 2 的 平行 弦 中 点 的 罗 

[ 解 ] 设 斜 率 为 3 的 平行 弦 方 程 为 y= 2 十 … (DD， 代 入 抛物 线 方程， 
得 2 一 22+ 妨 即 到 -2 一 和 一 0， 当 4=4 十 和 >0 即 > -1 时 , 有 两 实 


根 zr、z2。.… 平行 弦 的 中 点 Pe, 幼 的 轨迹 方程 为 “= 二 (四 二 mw)= 工 又 


A 


A 
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te 


因 点 书 在 驴 4 一 22 七 1 上 ,而 和 > 一 汪 2 一 2 二 和 1。 故 所 求 中 点 轨迹 
(抛物 线 直 径 ) 为 射线 z= 二 《9 二) 
308. 求证 ， 经 过 抛物 线 六 =2pz 上 任意 两 点 的 弦 的 中 点 的 
直径 , 其 延长 线 必 通 过 此 两 点 切线 的 交点 . 
[证 」 设 抛物 线 多 =2pz 上 任意 两 点 分 别 为 Pi 角 )、P2C22, bo)， 则 
过 PiPs 中 点 用 的 直径 方程 为 
y= 二 (tp), 


过 点 PP， 的 切线 方程 为 ， 
410 一 DZ 二 2 ， oa 一 DCC 十 2)。 
它们 交点 了 的 纵 坐 标 % 一 -全 妆 二 3》 
81 一 22 
ti 一 2021， Y2 = 2prs, ， Yi — Yi= 2D(r1 — Lo). 
“如一 卫 半 一 反 了 (yr+yy)， 即 两 切线 的 交点 了 必 在 直径 @ 所 在 的 
直线 上 ， 


$ 3， 共 焦点 的 抛物 线 系 


909，(1) 证 明 妨 一 2 (2 十 计 ) (为 任意 常数 ) 为 共 焦点 的 
抛物 线 系 ; (2) 共 焦 点 的 两 抛物 线 互 相 直 交 . 
[证 ] 《1D … 》 为 任意 常数 ，… 方程 六 2A(x+ 计 表示 扫 物 线 系 ， 其 
焦点 均 为 (0, 0), 故 为 共 焦点 的 抛物 线 系 . 
(2) 设 共 焦点 的 两 抛物 线 系 P24 (z+- 竺 ) 和 妨 =2h (z+ 如) 
(入 和 A9) 的 交感 为 (zi, 1),; 则 
J mi 二 全， 出 -2 人 + 生 )@ 


， 了 一 名 得 30 -Mo)0 十 人 一 驻 一 0， 即 20 十 遇 十 10… 国 ， 以 好 一 
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-二 二 -2 代入 @@， 得 好 = -Na…@， 过 点 了 的 抛物 线 的 两 切线 方程 分 


别 为 殷 9 一 和 (2 他) 十 好 和 gy=N (二 0 二 =+ 
AiA2 一 和，… 还 两 切线 互相 重 直 ， 即 此 两 抛物 线 互相 直 交 ， 


910、 求 在 共 焦点 的 抛物 线 系 久 -2X(z+ 侠 ) 中 与 定 直线 
vcosat+ysina 一 Pp 一 0 相 切 的 一 条 殷 物 线 方程 . 


[ 解 ] 设 切 点 坐标 为 Pilzi, gb%)， 则 zeosw 二 9Sina 一 0… 罗 与 99 = 
AZ 十 2 十 1 … 国 重 合 ， 一 00SC， 人 一 一 Si NI 十 人 一 一 号 
由 此 得 1 一 一 名 Secca 一 和， 4 一 -Atea, Pi (wi, si 在 扼 物 线 系 上 ， 

(—Mga)’=27 ( 一 2Secw 一 人 十 3) 


"AF0, .Atgia= —2pseca—A, 和 一 一 2D cosa， 


名 所 求 的 扼 物 线 方程 为 
Y= ~4dpeosa(r~— peosa), 


911， 求 证 ， 定 点 Po(zo, go) 关 于 共 焦点 的 抛物 线 系 一 24 
'(2 寸 和) 的 极 线 必 与 定 抛物 线 (z 十 co)3= -4yoy 相 切 . 


[分 析 」 只 要 证 明 极 线 与 定 抛物 线 的 两 个 交点 重合 即 可 . 

[证 ] 点 Pokzo, yo) 关于 共 焦 点 的 抛物 线 系 咏 = 2{ = 十 六 ) 的 极 线 方程 
为 yy 二 和 (YT) 十 WD。 从 定 抛物 线 方程 人 十 zo)2= - 4yoy…2) 
得 yoy = -Te+e), 代入 四， 得 -oto)? Acro) 十 和 A?,， 即 
(Z 十 0 十 2 一 0… 国 ， 因 为 由 中 @ 组 成 的 方程 组 与 名 、 @ 组 成 的 方程 
组 同 解 ， 改 直线 中 与 抛物 线 @ 的 两 个 交点 重合 ， 即 极 线 @ 与 定 抛物 线 
忆 相 切 . 

[说 朋 ] 把 极 线 方程 yoy 二 和 A(z 十 x0) 十 12 看 作 4 的 二 次 方程 , 则 其 判别 
式 4 二 (% 十 x0)% 十 4yoy 二 0 即 与 其 相 切 的 定 抛物 线 方程 ， 芷 怨 多 线 为 纪 线 
中 的 包 络 ( 参 见 第 1203 题 ) . 


0 
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84. 图 象 与 区 域 


912、 作 方程 y=2* 十 2|z 一 1 十 1 的 曲线 ， 

[ 解 ] 当 z6E(- 可 时 ，2 一 人 一 20 二 3 一 -了 二 2， 其 图 象 是 网 
(1, 2) 为 顶点 , x% 一 1=0 为 对 称 轴 ， 开 口 向 上 的 一 
段 抛 物 线 . 

当 06ELL + ~) 时 , 

oj 一 02 二 20 一 1 一 (十 3 一 2 

其 图 象 是 以 (- 汪 一 纺 为 顶点 ,2 十 一 0 为 对 称 轴 ， 
开口 向 上 的 一 段 抛 物 线 . 

913， 作 方程 jz 一 只 | =14 一 |z| 的 曲线 . 

[ 解 ] 当 x>>02~ 久 >>0 时 ,方程 为 % 一 多 = 工 - 力 即 包 =27-1 图 象 
为 撼 物 线 弧 4B, 

当 ZP0,z 一 拓 <0 了 时， 方程 为 六 一 X=1 一 x， 即 
久 一 1 yy 一 十， 图 象 为 两 线段 DA、0B. 

当 w%<0, xz 一 色 芝 0 时 ， 方 程 为 &% 一 色 = 工 2 即 
外 一 一 1， 因 此 无 图 象 . 

当 2 和 0 x 一 访 志 0 时 , 方程 为 多 一 2z= 工 十 思 即 
久 .一 20Td 图 象 为 抛物 线 缴 了 . 


914， 求 适合 条 件 y<2o 和 %>> 豆 史 的 所 有 整数 坐标 的 点 . 
[分 析 ] 适合 条 件 ys 2z 的 点 在 直线 y=22 上 ， 
及 其 下 方 , 适合 条 件 y> 可 ”的 点 在 抛物 线 上 及 )-1 


其 内 部 ， 故 所 求 的 点 应 在 这 两 个 区 域 的 公共 部 分 
内 . 


y=2% 


[ 解 ] 2 1 0 
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得 | 一 人 一。 
y=0, \y=8. 
当 人 ==1 时 ， <Y<2, . Y=1 2; 
当 z=2 时 ， 2<y<4, 。… 4 一 2、3、4; 
当 j=3 时 ， F<Yy<6, . y=-5.6, 


改 适合 条 件 的 点 有 : 《0， 0)、 (1, DD)、 (1, 2)、 y 
(2, 2)、 (23, 3)、 (2, 4)、 (3, 5)、 (3, 6)、(4, 8) 九 S 
SS 


个 YA 
915， 作 出 点 集 2 > NE 
D={(%, | (+o —1) (w+y— 4) EN SSS 


<0}. 


[ 解 ] 令 Di={(rx, WIz+ty -1l>0,， 县 z+y-4<0}, 
Ds= {2, Dr+p -1<0, EE v4+y-4>0}. 
Pi 为 抛物 线 纺 = 一 z+ 的 外 部 与 抛物 线 z= -yt+4 的 内 部 ，Ds 为 抛 
物 线 奶 二 一 xz 十 1 的 内 部 与 抛物 线 = 一 % 十 4 的 外 部 。 所 求 点 集 忆 为 丹 、 
DD; 的 并 集 , 即 图 中 的 阴影 部 分 ,不 包括 边界 . 


916. (1) 抛物 线 SS 

y= logo D+2% log a+8 SN > 
的 图 形 全 在 % 轴 上 方 , 求 a、5 应 满足 的 。 |Z 
条 件 ; 并 作出 点 (&, 8) 所 在 的 区 域 . 


[ 解 ] (1) … a、2 是 对 数 的 底数 与 真 数 ，.. a>0, a 二 1;b>0, 5 生 1. 
,0 logob 大 0，*. Y= 二 X210gs5 十 271logp a 十 8 的 图 象 在 % 轴 上 方 ， 
, log,b>0 
" { sadog, os 321og. 5.<0, 
0<a=1, 0<56<=1 
3 OD): 
(a oe 


位 


§ 4. 图 象 与 区 域 993 


a>1, b>1 
2 [和 
从 全 得 0<b<a3<l, 
从 书 得 1<ai<b. 
作 Di= {Ca, D10<b<ai<l}, DT DI1<at <by. 
即 图 中 的 阴影 部 分 , 不 包括 边界 . 


917. 要 使 抛物 线 y=2? 二 aw 十 5 与 折线 y=|z| 有 四 个 相 蜡 
的 交点 ， 求 系数 a.5 满足 的 条 件 ， 并 通 出 满足 条 件 的 点 集 
(a, 5). p 

[分 析 ] 根据 题 意 ，%= 巡 十 ax 二 DB 和 
yy 二 ZX 应 有 两 个 交点 , 且 在 右 半 平面 , 从 而 
可 以 列 出 c.2 应 满足 的 条 件 ; y= 十 az 7 4 
+b 和 y= 一 x 也 有 两 个 交点 ， 且 在 左 半 ， 
平面 ,从 而 可 以 列 出 a、. 满足 的 另 一 条 件 ， 合 起 来 即 得 解 . 


[ 解 】 当 >0 时 ， 由 方程 组 | TD 清 去 凡 得 9+ (4-1)s 
| (a—1)2—40>0 
+2 二 0.…Q@。 方 程 册 应 有 两 个 正 根 ,.“. $4 一 1<0 
b>0, 
p< ‘0 
By] a=1 OD. 
o>0 
b 
当 s<0 时 ,由 方程 组 { ”0 消去 y, 得 
二 (4 十 1)z-5 二 0.…@， 方 程 @@ 应 有 两 个 负 根 ， 
(a+1)—4b>0 p< (+t 
js 即 ov 一] … 和 二， 
b>0, p>0 
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综合 包 、@, 4.b 应 同时 满足 下 列 条 件 : 
p< p< et), lal <1, b>0, 


乓 (4, 8) 在 图 中 明 影 部 分 内 ,不 包括 边 究 . 


$656. 平移、 旋转 、 对 称 变 搁 


918. 求 抛物 线 y=w? 沿 2 轴 、%/ 轴 各 平移 几 个 单位 后 与 直线 
2% 一 y 一 9=0 相 切 于 点 (3,， 芒 ， “ 
[ 解 】 设 抛物 线 y= 上 任意 一 点 Pi(wi,t]) ,经 
过 沿 % 轴 向 右 平移 4 个 单位 ,再 沿 y 轴 向 上 平移 5 


个 单位 后 , 坐标 变 为 (2 ), 则 人 


| 0. 
=y—b ; 
“点 i 在 抛物 线 y=2 上 ，.， 纺 二 好 … 国 ， 以 四 代入 @, 得 y -b= 
4 一 0 ，… 此 拐 物 线 与 直线 22 一 y 一 5=0 相 切 于 点 (3, 1)，.*. -b= 
(3-a)” 即 -64+5+8=0.…@， 又 方程 2r -5--5= (zw 一 oa)? 即 
X24T+1)v+a+b+5=0 有 等 根 ，.… 4(a+1)?—4(@2+b+5)=0， 即 
2 一 2 一 4 一 0… 由 由 图、 四 解 得 a=2, =0，.… 抛物 线 y=w? 沿 4 轴 
癌 右 平移 两 个 单位 后 , 与 直线 2z -9 -5=0 相 切 于 点 (3, 1)， 
[说 明 ] 变换 问题 可 看 作 轨 迹 问 题 ， 已 知 曲线 Fo, y) 二 0 上 的 任意 点 
(m1, 1) 经 过 变换 后 变 为 (z, 份 ， 根据 变 换 条 件 ,建立 变换 方程 ， 
vi=f(%, 2 0D), 
Yi~g(2, 0) 人)， 
“点 Pi 首 已 知 曲线 F(x, y) 二 0 上 ， 
~ F(t 1) =0...@. 
从 联 立 方程 由 @、@ 中 消去 zi、g 即 得 变换 后 的 曲线 方程 
Ff(z, 9), 9(7, 从) =0. 


319， 设 抛物 线 久 一 4 和 2 向 右 平移 一 个 单位 、 向 上 平移 两 个 音 


y= b. 


85， 平移 旋转、 对 称 变换 555 


位 后 与 直线 2 一 2+2=0 相 切 , 求 2 的 值 及 切 点 坐标 . 
[ 解 ] 设 抛物 线 上 的 点 (21 纺 ) 平 移 后 的 坐标 
为 (zw Y)， 则 
{ 。 人 一， 
y==Yi+2, 1 二 yy 一 2. 
”f= 4 
(y—2)°=4(x—1), 
印 久 一 和 -49+8=0.，… 此 抛物 线 与 一 2y 十 5=0 相 切 ， .方程 从 一 
4(2y 一 5b) 一 和 % 十 8 天 0 有 等 根 ， 于 是 4=1232~-16(D 十 2》=0, 0 一 7， 故 此 直 
线 方程 为 % 一 2y 十 7 一 0, 切 点 的 坐标 为 (5，6)，. 
3&0， 求 抛物 线 y==w3 绕 点 4(c 0) 按 逆 时 针 方 向 旋转 90。 
后 的 方程 ， 
[ 解 ] 设 点 PikGzb 切 ) 绕 点 4Ca, 0) 按 首 时 
针 方 向 旋转 90° 后 坐标 变 为 (z, )， 
(一 )- cos90° 一 Sing0? 
4/ in90" ” cos90°/ 
4 一 以 ~ 1 
( a )-( ee) 
"0 T=a—Y Y=24~a, Wo=aty, =a~%, 代入 摔 物 线 方程 ， 得 
4 一 x 二 (4 十 y)?， 即 抛物 线 y= 二 x? 绕 点 4(a, 0) 按 道 时 针 方 向 旋转 90? 后 
的 方程 为 (十 0) 一 一 (7% 一 0), 
9821.， 设 将 曲线 9= 一 2w 2 十 1 绕 原 点 旋转 8 角 后 与 y=z 
相 切 , 求 8 的 值 . 


y=x 
[ 解 ] 设 已 知 曲 线 上 的 点 (wv,Y) 绕 原点 0 
按 逆 时 针 旋转 6 角 后 的 坐标 为 (zy, 纺 , 则 N、 
2 一 00804T0Sno yy 一 -08Sn0ocos0 ~ Is 过 
代入 y= -3V 豆 +1， 1 
得 《一 ZXSnl 十 ycos0) \ 


= 一 2V wecos0+ysing +1. 
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“此 曲线 与 y=z 相 切 ，.*. (一 wsin0+xce050)== 一 2 vw(cost +sing) 
十 了 即 zx(cosg 一 sin 鸭 二 23wWcos6 二 sing ,Mw 一 1=0 有 等 根 . 
A=4(cos0+sin0) +4(c080 —sin0 =0, cos0=0, 


9 一 字 或 一 守 。 即将 曲线 y 一 一 2V 5 十 1 绕 原 点 按 逆 时 针 方向 旋转 90°， 
或 按 师 时 针 方向 旋转 90° 后 与 直线 y~zc 相 切 . 

922、 将 上 曲线 y= 一 V4p% 绕 原点 按 道 时 针 方 向 旋转 角 9 
(0<9< 持 ) 后 与 6 轴 交 于 另 一 点 4(c，0) (ex*0)， 设 旋转 后 
的 曲线 上 纵 坐标 最 小 的 点 是 (2，o)。 试用 9 的 式 子 表示 二 ,并 
求 当 过 下 时 9 的 值 


四 ZX 一 0 COSO+y sing 、 
[分 析 ] 用 族 转 变换 公式 | _wsing- aosg 使 旋转 后 的 曲线 通 
过 点 4(a, 0)， 由 此 求 得 用 6 表示 4 的 式 子 。… 9 是 锐角 , 故 旋转 后 曲线 
上 外 坐标 最 小 的 点 BC5, o) 必 在 2 轴 下 方 , 并 且 和 直线 g=e 相 切 于 B 


点 ， 由 此 可 得 用 9 表示 5b 和 。 的 式 子 , 从 而 求 得 之， 
[ 解 ] 设 点 了 Cz, 幼 绕 原点 按 道 时 针 方向 旋转 角 8 后 的 坐标 为 (z,， 9， 
= COSO TY Sn0 
则 {以 此 代入 曲线 方程 y= 一 VS 


bm 一 2 8mn0 十 4 cos0. 

得 一 8gnb0Hoy oosg= 一 V dp(r' cos0+y sing)., 

以 zy 分 别 代 换 xz、y ,得 

—xSin0+ycos0= — dp(r cos0+y sinO) 

…@. 

此 由 曲线 y= 一 V4pzx 按 北 时 针 方 向 旋转 9 角 以 后 

所 得 的 曲线 方程 . ”曲线 过 点 4(a, 0)(a 才 0)， 

asing=4poa cos0 . 


又 0<0<0, 


a&>0, Sng>0， cos0>0, 
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改 a?sin:0=4pa cos0, 即 4= oo tk. …@@， 由 吧 式 两 边 平方 ,得 


sein?0 — Qnysin 0 0080 + oO AoC oos0 adn ON. :9), 
“… 了 9 是 锐角 , 且 点 B(b, 0) 在 曲线 由 上 , 即 为 曲线 @@ 上 纵 坐 标 最 小 的 点 ， 
.… 点 卫 也 是 曲线 @@ 和 直线 y=6 的 切 点 。 故 在 @@ 中 令 y=c, 所 得 的 关 
于 2 的 二 次 方程 
Tin20—2r(csind cosd + 2pco0s0) 4+c? co0s:0 ~ 4dpcsin 0=0...@ 
的 判别 式 4=0, 即 
(csinQ cos0O+2p cos0)— sin?0(c? cos0 ~ 4pc8in 0) =0, 


, cagingd(cos 0 tsin0) 一 一 六 00S20， ob 
此 时 方程 多 的 根 即 为 点 B 的 模 坐 标 , 故 
b= COs HPs TC 一 2 08 0 十 2p cosd0) 
一 2292 (1L+sin?g) .. … 人 G)， 
bb_ T+sin yb 5 1l-tsin20 5 
由 加、 回 即 得 二 一 一 + 一， 当 卫 一 站 时 ， 于 一- 


. sin 0 一 土 却 ， 又 “ 0<9< 本 ， .~ 0 一 五 - 


923. 求 曲线 CO, %= 一 4 关于 直线 wo 十 g=2 对 称 的 曲线 0 
的 方程. , 

[分 析 ]」 先 求 曲 线 CO 上 任意 一 点 8Cx1 级 ) 
关于 直线 Zz 十 y= 二 2 的 对 称 点 Plz, 9y) 的 举 标 ， 
利用 点 在 曲线 GQ 上 的 条 件 ， 即 可 得 曲线 
C 的 方程， 

[ 解 ] … P、@ 关 于 直线 zy = 二 2 对称， 


“PQ 的 中 点 (分 入 2 ， 妇 十 妇 在 该 直线 上 ， 放 地 (it 十 内 十 于 Ci 的 


一 2,， 即 1 二 1 一 4 一 2 一 y"…D。 PQ 与 直线 ?+y=2 垂直 ， …， 妆 二 一， 


4 一 出 
《~ 二 一 一 二 即 zi 一 级 二 % 一 y 加，'. ”点 @ 在 曲线 CO 上 ，,. = 一 rl 
国人 从 图 与 因 得 : 41=2 一 y, 妇 二 3-x， 代入 @, 得 曲线 CC 方程 
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(3—7)2= —4(23—y), EW (2—2):=4(y ~2)., 
924、 设 抛物 线 yw? 十 84 一 1 上 存在 关于 直线 s+y=0 对 
称 的 相 异 两 点 , 求 此 两 点 的 坐标 ， 
[ 解 一 ] 点 (2, 9) 关 于 x 十 y=0 的 对 称 点 的 坐标 为 (9，~ 9p), 且 此 两 
后 在 抛物 线 9 一 3z 一 工 上 ， 
， 人 “OD 
-p= -39-1..®@, 
且 pw 于 ~9。， 人 -加 ， 得 p+g=(p-9)(p+9)3(p+9) (p+g*0)， 
.pp-gt+3=1, p=9~-2 代入 加 ， 


得 4 —24 -3=0. 
{2 [2 
q=3, 4 一 ~ 工 . 


此 两 点 的 坐标 为 (4 3)《 一 3，-- 卫 ， 
[ 解 二 ] 设 P,Q 关于 直线 +y=0 对 称 , 则 

直线 PQ 的 方程 为 “一 g 一 %…@@. 代入 抛物 线 方 

程 Y=22 十 3 一 工 得 2 天 一 妇 十 3 一 1 

即 玉 十 2p 二 和 -TI=0… 国 。 方程 加 的 两 个 根 x1、 zo 即 点 一 @ 的 模 人 

标 。 ,PQ 的 中 点 的 横 坐标 为 zx= 豆 (zi+z)= 一 1， 此 中 点 的 横 坐标 也 


+y=0 , 
可 从 方程 组 { 。 ，_》 解 得 即 xz 一 子 ， “入 = 一 2. 方程 国 即 为 22+2c-3 


一 0，.， 录 = 上 03 二 一 3; 从 而 和 妇 =3, = -。 此 两 点 的 坐标 为 人 3)、 
(一 3, ~1). 

925. 设 忆 为 曲线 g=w 2 和 直线 y==h(h>>0) 的 交点 . 
(DD) 求 y= V2 的 经 过 点 了 的 切线 及 的 方程 ，(2) 求 直线 y= 
关于 如 的 对 称 直线 ja 的 方程 ，(3) 通过 一 个 与 无 关 的 定 
点 , 求 此 定点 的 坐标 . 

[ 解 ] (1) 点 卫 的 誉 标 为 PCW?, 用， 过 点 卫 的 切线 44 的 方程 为 


二 所 _7r ,hh 
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(3) 设 y=h 上 的 点 (zy 内 关于 大 的 对 称 点 为 bo 切 ， 则 Pi@ 的 
由 点 在 中 上 ,并 且 P1011y 从 而 得 
yth__ 1 z+x ,hh @ 


LA | 


2 2h 2 2 
28480 一 0 十 2 一 六 二 0) 
由 凡人 @ 消去 zy 即 得 对 称 直线 12 的 方程 为 
他 X 十 人 一 他 人 7 一 天 一 0 
(3) 将 直线 2 的 方程 整理 得 饮 妇 十 在 一 人) 有 一 2 一 0， 即 y( 物 ?一 二 填 
C1— 和 0， 它 所 通过 的 与 无 关 的 点 应 满足 y=0 和 工 - 刀 =0， 从 而 
解 得 “一 子 , ~0， 故 所 求 定点 坐标 为 ( 子 ,0 外 


926. 闪失 物 线 y 一 4 一 1 上 存在 关于 直线 w+y~0 成 轴 对 
称 的 两 个 点 , 试 求 a 的 取 值 范围 . 


[ 解 ] 设 点 Poxzi， 纺 ) 关于 直线 xz 十 y=0 的 对 称 点 @ 的 坐标 为 
《一 yi 一 2)， 而 点 了 、9 在 抛物 线 y= 二 ar? 一 了 上， ,二 az? 一 1.……@, 
一 人 二 QA《( 一 殷 ) ?一 4.…@， 加 一 回 , 得 对 十 儿 一 4 好 一 办 )， ”点 也 不 在 直 


线 2 十 9 一 0 上 ，… i 十 级 和 0 法 ao 一 扩 ) 一 二 ga 一 二 十 细 代入 四， 得 


aftyit l=0..…®. 
如 果 点 P、@ 存在 , 则 yi 为 实数 , 故 方程 @ 有 两 不 等 的 实 根 ， 


- 4=1-4a( 二 -1)>0, 即 6> 工 . 


927， 已 知 拖 物 线 y 一 (2 一 子 ) 和 直线 19g = 2 二 9， 0E 
(0 至)U (各, = )， 为 使 抛物 线 上 存在 关于 直线 1 的 对 称 点 ， 
求 9 的 取 值 范围 

[ 解 ] 设 抛物 线 y=(2 一 子 ) 上 关于 直线 y=c 志 9 对 称 的 两 点 为 


4 
(zu (mi~ 子 ) ) 和 Q(z2 (mw 于) ) 则 POP 且 线 肌 P@ 的 中 点 
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(ss (+ 
2 2 
在 直线 / 上 . 
se (0 Du 
3 \2 3 
改 人 ' 认 0 一 一 了 
Bh (+z; - 训 )ig0= 一 二. 人 人)， 


3 \2 3 \2 
zi 一) + (一 译 ) X11 + 
3 -3 te0.…@. 


由 四 得 (二 xzo) 夫 0= 区 启 9 一 1, 代入 @， 
宁 tg0—1=(z 一 卫 ) 十 (me 于 
和) > 本 (mtm- 豆 ) ， 


T - 


得 


。 , 昌 3 1 
(tg0—1) (3te’0+tg0+1l)>0. 


+ ~、o, 


3te?0+tg0+1=3(te0+ 二 ) 5 


' 二 9>I 改 9 的 取 值 范围 为 ( 节 ， 台 ) 


$ 6， 最 大 值 、 最 小 值 


928. 求 过 抛物 线 y 一 2pw 焦点 的 疙 长 的 最 小 值 . 


[分 析 ] 可 先 求 出 任 一 条 焦点 弦 长 度 的 解析 式 , 再 求 其 极 值 . 
[ 解 一 ] 设 抛物 线 多 一 2p2 的 弦 的 两 端点 为 4(m1, 妇 ) 和 B(x2, yy), 它 


CC 
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所 在 的 直线 方程 是 2~my+a，… 驴 4B 过 焦点 F( 名 ,0 ) … a 一 名, 故 


直线 4B 的 方程 为 z=my 十 最 …@D， 于 是 各 一 m4 十 号 ， 一 mys 二 名， 


以 代入 于 =2pz, 得 gpmy -p=0. .Yi+ys=2pm, Ya= 一 2 
(1 Yo) = (ty) — yy = pm? + 1), 
.14B| = V V1 — Co) + (Yi1—Y2) = m3(y1 一 —Y2)° + (Y1—Y2)’ 
一 人 OM 二 1) (yi ya) =2p Cm +1)> 2%. 
改 当 妈 一 和 即 过 焦点 的 弦 垂 直 z 轴 时 , 它 的 长 度 最 小 , 其 最 小 值 为 2%. 
[| 解 二 】 以 焦点 五 为 极点 ， 抛 物 线 的 对 称 轴 为 极 轴 建立 极 坐 标 系 《 图 


1), 则 多 一 2pz 相应 的 极 从 标 方程 为 p~ 了 一 -Fy， 设 焦点 弦 4B 的 两 端 
点 的 极 坐 标 为 A(pi, 01)、B《ps, 92), 且 9 一 外 十 w。 于 是 
= 2 + PP -和 -2 
1421 jecosg: 十 cosb01 工 一 cos2 0 sin? 01 > 2 


1 
L 解 三 ]】 设 焦 点 驼 所 在 直线 方程 为 
| ...Q@ 


2 


y=tSin0 
其 中 为 参数 ,0 为 直线 的 倾角 (图 2)， 代 入 抛物 线 方程 久 =2pc 得 
t28in20 — 2pt cos0— =0. 
14B]?= (~t2)? = (+t) ~ diite 
-( 癌 COSO ) dp — dp (cos 0+sin? 0) 


8in*8 Sin2 Sini © 
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14B| 一 二 间 7 >>2p， 状 当 9 一 也 时 ,焦点 弦 |4B| 最 小 ， 其 最 小 值 为 
op, 

[说 阴 “D 求 几何 量 的 极 值 , 一 般 都 可 用 上 述 方法 , 先 把 要 求 的 几何 
量 表示 为 某 一 参 变数 的 解析 式 ， 再 根据 解析 式 的 具体 情况 , 用 适当 方法 求 
其 极 值 ，(2) 抛物 线 久 一 227 的 弦 不 可 能 平行 于 4 轴 ， 但 可 以 平行 于 y 
铀 ， 故 在 [ 解 一 ] 中 设 弦 所 在 的 直线 方程 为 < 一 my 二 a，(3) 与 焦点 弦 有 关 
的 问题 有 时 化 为 极 坐 标 来 解 较 为 简单 , 如 [ 解 二 ]. 


929， 扫 物 线 y 一 2” 和 定点 4 的 坐标 为 (0, 0) (c> 读 ), 己 是 
抛物 线 y 一 z2 上 的 动 点 ， 

(D 求 使 |4P|? 有 最 小 值 的 点 已 的 横 坐标 2 

(2) 假设 在 (D) 中 求 出 的 = 的 正 值 为 ww， 求证 抛物 线 在 P。 
(zo, 20) 的 切线 和 4Po 延 直 . 

[ 解 ] (也 设 点 三 的 仅 标 为 P(z， xz?), 1 4P)?=w, 则 


Ca ne ) + 一 工 
3 ry 
> 1>0， 当 ~ 一， 即 v= 寺 “0 工时 ，w 有 最 


小 值 ， 故 点 了 的 模 沧 标 为 z= 一 或 z= 一 /2+ 


(0) wo 点 Z 的 从 标 为 (\/ 加 二，22 寺 )， 直线 
Po 的 和 料 率 
20 一 二 

4 ”2 


太一 一 一 天 -一 = 


BI VE 
一 


拢 物 线 在 点 Po 的 切线 方程 是 


1/ ，2a 一 工 = /2 
V+) 


切线 的 斜率 


$606， 最 大 值 \ 最 小 值 503 


1 2941 


hi"hs= 一 I， 即 过 点 Po 的 切线 和 4Pe 委 直 . 

9%30.， 设 有 过 原点 且 互 相 垂 直 的 两 直线 分 别 交 执 物 线 妨 =~ 
4p(w+p)(p 之 0) 于 4、 如 和 O、D 四 点 ， 试 求 |4B| 十 |CD| 的 
最 小 值 . 


-ieosg 
[ 解 】 设 纺 4B 所 在 直线 的 方程 为 ”一 ,mg …GD， 则 纺 0D 所 在 直 
0 一 1G0S《g90 + = ~tgin0 . 
线 的 方程 为 { isnrg0o 9) co.0 ““@ OO 代入 y=4p(otp) 
并 化 简 ,得 六 sin?0 一 4picos9 一 4p?~0.…@，'“ 48 与 抛物 线 有 两 个 交点 ， 
“9 《n EJ)。 匣 方程 @ 有 两 根 , 设 其 为 ty 于 是 


4ncos0 pf 42? 
saini0 ” “~? sin20° 


tt = 


1 4 中 | == | 和 一 让 一 Gitto)’— to 
~ /6pcost i6p _ dp _. 
gint © Bln2b Sn 
» 2 
同 理 ,@ 代入 ~4p(%+p), 可 得 10D| 一 Sy 


16» 


4 
14BI + 10D|= bp Tp -= Sin3 20 >16p. 


改 当 9 一 ~ 二 2 时 ,14B| 十 1CD| 的 值 最 小 其 最 小 值 为 16 包 
8981. 试用 a 表 出 从 点 (0, o) 到 草 线 y=| 委 -一 1| 上 的 点 
Q@(w, 9) 的 距离 的 最 小 值 (a>> 了 1)， 


[ 解 ] 当 人 -1>0， 即 zP>V 了 或 z< - V3 时 y=| 写 -于 = 
等 ~ 世故 点 的 坐标 可 表 为 ( 本 -1 于 是 
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[PY ?一 2 二 | (村 - 蕊 -a| =( 和 -a) +24+1. 
“a>1 而 本 >1 在 人 =4 时 ，|PQ| 有 最 小 值 为 V20+1 
当 坟 -1<0， 即 VB<w<V3 时 ， y=| 写 -站 = 1 一 2 ， 故 点 9 
的 举 标 可 表 为 (%, 1 一 分 -)， 于 是 


ores[- 光 -可 


~ +an+ (a—1)’, 
>1, … 在 z=0 时 ，|29j 有 最 小 值 为 sa 一 
(一切 —(24+1)=0 -da=ala ~ 人，. 当 1<a<4 时 4-1< 
M32+1l 当 4a>4 时 , 4 一 1]>V34 二 1 故 所 求 距离 的 最 小 值 在 1<a<4 
时 为 a~l; 在 a>4 时 为 V2a 十 1 
932， 已 知 二 次 函数 一 必 一 22seoa 十 于 < (a 为 参数 ， 


cosa 关 0)。( 了 ) 求证 此 抛物 线 系 的 顶点 轨迹 为 双 曲 线 ; (2) 求 抛 
物 线 y= 十 22 十 6 到 上 述 双 曲线 的 浙 近 线 的 最 短 距离 . 


q 2-+8SIn dx 
[ 解 ] (人 9 一 02 一 2z8ee a + sec?a— sec’ 0 + 


柜 o， 设 (z， 从 为 轨迹 上 任意 一 点 , 则 4 消 寺 参数 a, 即 得 到 一 分 


一 1 ， 故 顶点 轨迹 为 双 曲 线 . 
(3) 抛物 线 Y9= 妇 二 2zr+T6 上 任意 一 点 (zz 中 二 20 了 +6) 到 双 曲 线 
2 一 扩 一 1 的 浙 近 线 rz 一 Y= 二 0, x 十 Yy 二 0 的 距离 分 别 为 


4 


1 1\2 23 
I) + 下 | 
9 


= -万 (+z3+am+6=- 记 |(a+3) +6- 卫 | 


-页 [es 中 :可 


一 (2 一 Secay) 十 
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当 儿 一 -去 时 ,级 的 最 小 什 为 2 当 2; 当主 时 , 0 的 最 小 值 为 
v2 


8 
故 在 此 抛物 线 上 点 (一季 ，- 本 -到 双 晤 线 的 渐 近 线 s+y 一 0 的 距 


离 最 短 , 其 值 为 52. 


933. 设 抛物 线 人 =4aw 的 纺 4B 的 方程 为 sy=4a. (了 D 求 
以 4B 为 底 , 抛物 线 的 内 接 人 A4BC 的 重心 的 轨迹 ; (2) 间 点 0 
位 于 抛物 线 弧 40B 上 何 处 时 , 内 接 A4BO 的 面积 最 大 . 


[分 析 ] 人 4BC 的 顶点 4、B 是 定点 ,顶点 0 
在 抛物 线 上 运动 时 , 人 4BC 的 重心 G 随 着 运动 ， 
因而 可 以 通过 建立 重心 G 与 动 点 C 的 坐标 之 间 
的 关系 来 解 . 由 于 |4B| 是 定 值 , 要 使 A4BC 的 
面积 最 大 , 只 要 使 过 点 0 的 切线 平行 于 48. 

[ 解 ] 设 Glzw, 急 为 轨迹 上 任意 一 点 ,4、 卫 、C 

y= 4ar 


的 坐标 分 别 为 (es, ga)、(Gzo ys) 及 (ap 200. 由 并。 和 

十 J60 一 0，,…， zi 十 29 二 124， 执 十 Yo 一 V1 十 m2 一 8a 一 4a、， 代入 重心 坐 
标 公式 az 一 zt 十 ma 十 op 与 呀 一 织 十 妇 十 20t， 得 35124 一 af?…@， 
3y 一 44a~2at…@, 由 D、 回 消去 九 得 


_ 4 3 4 
-2 -和 -和 -4 


故 所 求 轨迹 是 以 ( 4a， 他 4 ) 为 顶点 的 抛物 线 , 其 开口 方向 与 已 知 抛物 线 相 


同 . 
当 过 操 0 的 切线 与 弦 4B 平行 时 ， 内 接 A4BC 的 面积 最 大 .而 过 点 


C 的 切线 笠 率 hl, 得 yo 二 24， 因 而 zo 二 4。 即 当 后 0 的 坐标 为 
(a, 24) 时 , 和 AABC 面积 最 大 

[说 了 明 ] 涉及 项 线 上 的 点 到 定 直 线 距离 的 极 值 问 题 , 常 可 归结 为 求 已 知 
儿 率 的 切线 的 切 点 ， 本 题 因 48B 的 长 为 定 值 ， 故 也 可 由 点 0 到 48 的 距 
离 


J 


得 z2 一 12azx 
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一 | 了 t+2 一 人 = Ft- ~ DD)" 
进行 研究 ， 当 t= M 于 最 大 即 当 0 位 于 (a, 29) 时 , 和 4B0 的 面积 最 
大 

3934， 设 过 点 4( 一 1, 0)、.BGd 0)， 且 对 称 轴 为 y 轴 的 抛物 线 
在 4、B 两 点 的 切线 分 别 为 六 .js, 法 线 分 别 为 Ba、1 又 O.D 分 
别 为 两 切线 1s 和 两 法 线 .2 的 交点 ，( 了 D 求 证 4、B.CO.D 四 
点 共 圆 , 并 写 出 圆 方程 ; (2) 在 何 种 情况 下 , 圆 的 面积 最 小 ? 

[ 解 ] 《1》 因为 过 曲线 上 一 点 的 切线 和 法 线 互 
相生 家 … LL, ja Li 则 四 边 形 4BCD 对 角 互 
补 , 故 4、B.0、D 四 点 共 图. 

设 抛物 线 方程 为 =az?+c (a0)， … 它 过 
A(—1, 0)、 Bl, 0), .. at+c=0, c= 一 4， 则 抛 
物 线 方程 为 a2?-y~a 一 0， 两 切线 及 与 4 的 方 
程 分 别 为 2a%w 二 y 了 24 二 0 与 24% 一 20=0 点 0 的 举 标 为 
(0, 一 24). 两 法 线 与 4 的 方程 分 别 为 2~2ay 一 一 1 与 +2ay=1 .点 D 
的 坐标 为 ( 0 区) 0D 为 加 的 直径 ，CD 中 点 的 坐标 为 (0, -34 )》 
半径 守 10D1 一 | 于 和 -| 

、| 、 1l—4o 3 /1l+4a \2 

略 过 这 四 点 的 国 方程 为 ?+(y 一 一 3 和) 一 (2 )， 

(2) 因 圆 的 半径 


] +4a? 1 ] 
“aT -aT TY 四 ‘Jol 


改 当 且 仅 当 一 一 一 二 一 lal, 即 ol 一 = a= 二 亏 时 , 圆 的 半径 最 小 , 从 而 
圆 面积 的 最 小 值 Sin 二 mr. 

935， 曲 边 梯 形 由 曲线 9g= wz? 二 及 直线 y 一 0, w=1, w=2 所 
围 成 , 试问 通过 曲线 y=w3 十 1, zeE [1, 2] 上 的 哪 一 点 作 切 线 , 能 
使 此 切线 从 曲 边 梯形 上 切 出 一 个 最 大 面积 的 普通 梯形 . 

[ 解 ] 设 2 €[l, 3] 点 (ob 巡 十 了 为 曲线 y= 二 上 一 点 ， 过 这 点 


2 4 . 
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的 切线 方程 为 VHA ppt 即 wy=2240 一 好 十 人 ， 切 线 四 与 


直线 z=1 的 交点 的 纵 坐 标 为 狼 = 2 一 好 + 二 与 
直线 z=2 的 交点 的 纵 坐标 为 办 =4xz1 一 好 十 二 
… 切线 由 在 曲 边 梯形 上 切 出 梯形 的 中 位 线 长 
名 5 纪 一 3 一 导 上 1， 梯形 的 高 为 T， 故 普通 梯形 
的 加 积 =3x1 一 2 十 1 一 -(m- 广 ) + 了 ， 当 


wai= 吾 时 ,全 为 最 大 ， 故 过 点 ( 读 ，- 记 ) 作 切线 ， 能 切 出 最 大 面积 的 普通 
梯形 

936， 在 抛物 线 g= az ce>0) 的 上 方 (9g>ao2), 求 出 一 个 与 抛 
艾 线 相 切 于 原点 的 最 大 的 圆 的 方程 . y 

[ 解 ] 由 于 所 求 的 圆 和 抛物 线 y= ax 切 于 原 
点 ， 故 可 设 它 的 方程 为 2 十 (y 一 5)? 一 BP? 贺 在 
抛物 线 g=az?(a>0) 上 方 ，.. 5>0, 且 y>av’ 
即 2< 如， 以 此 代入 贺 方 程 , 得 0 x 


Y _ FAN2、 p92 _ 二 
y+ (yb)>05, Ty(y-2b+i)>0. 


人 >0， .9g 一 号 十 二 >0， 即 号 < 二 工 …@，… 不 等 式 @ 对 于 任 
意 的 y>0 都 成 立 ，… 28<< 二 ，8< 喜 -， 故 5 的 极 大 值 为 二， 所 求 的 


因 方 1 平 1 


987， 已 知 抛物 线 y= 一 去 2*+4， 在 y 轴 上 求 一 点 ,使 从 


反 志 向 抛物 线 所 作 两 切线 和 2 轴 所 围 成 的 三 角形 的 面积 最 小 . 


[分 析 ] 设 点 一 的 纵 坐 标 为 自 变量 , 过 点 卫 所 作 两 切线 和 2 轴 围 成 的 
三 期 形 面积 为 因 变 量 , 列 出 函数 式 , 再 求 其 最 小 值 . 
[ 解 ] 发 点 三 的 坐标 为 40，2), 过 点 书 的 抛物 线 切线 方程 为 g 一 好 十 0。 
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W 一 /十 
办 组 | | “家 线 是 抛物 线 的 
切线 ，… 4= 人 35 十 32 二 0，Kk 二 土 V25 一 8， 则 两 切线 在 7 机上 截 距 


、 -0 _ 一 角 池 
分 别 是 A 于 和 J 两 切线 和 2 轴 围 成 的 三 角形 面积 


“b>4, 可 邻 5=4se0: 0 (0<p<$) 


心 一 


pb2 
V2360—8 
1l6sec’@p 16 
2V23tep 2V2 singoosw 
4 2 


gin 9 eossp-: 


令 Ww= singcosp, ‘>0, 
vomp ea p = D+ COS p00 0 .号 Sin2z 0 


1 ( Cos g++ eos’ gi+ oeos: p38ing } 
人 


1 9 


一 一 人 ye 这 二 pg 一 一 让 aa 一 


当 cos2g 一 38sin2p， 即 tg? ~ 二 时 ， 等 号 成 立 。… -0<9 < 可 ， .… 当 0 一 


等 时 ,有 最 大 值 一 从 而 8= 人 2 有 最 小 值 总 V5， 此 时 , b= 


16w 3 


les … 当 点 王 的 坐标 为 (a 半 ) 时 ， 过 点 也 所 作 两 切线 


和 zz 轴 围 成 的 三 角形 面积 最 小 . 

938、 求 曲线 ijy| =1 一 2”( 一 1<w 志 DD 的 
外 切 次 形 面积 的 最 小 值 ( 凌 形 顶点 在 坐标 
轴 上 )， 

[ 解 」 因 曲 线 |y|=1-x? 关于 两 轴 均 对 称 ， 


改 萎 形 面积 S =4S ,joa. 企 第 一 象限 内 ， 曲线 
为 Yy 一 1 一 人 设 切 点 为 (, 1 一 坊 , 切 线 方程 为 
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1 tw， 即 y= 一 2tw 十 如 十 I。 它 在 x、Y 轴 上 的 交点 分 别 为 
4 2 
A B, .O04=tir, 0B-i+1 8= 4 二 .04.0B~ + 


1 一 


人 1 一 + 
* t~tgb, 则 #8 cos30.9in0 ' 


coss0.8in 0 = TY ( 


-V3(3) ) = -87F 


。。 当 cos20=3sin20， 即 tg0 一 时 _16V 2 


时 ， Simin 一 9 


co820 十 co840 十 cos20 十 38ia20 ) 
44 


939. 已 知 抛物 线 O, y= 汉 一 wcos0 十 2gin0 一 1 (4 为 参数 )， 
求 抛物 线 在 2 轴 上 两 截 距 的 平方 和 的 最 小 值 和 最 大 值 . 

[ 解 ] 设 抛物 线 0 在 zx 轴 上 的 两 截 距 为 由 、m， 则 四 、m 为 方程 驴 一 
xcos0+2sin9 一 4=0 的 两 实 根 ， ,。 当 cos30~4(9sin9 一 1)>0…@ 时 ， 
21 十 Z2 一 C080， vira=28in0—1l, 故 wi 二 w= (vit)?—2r10==009820 
一 2(2sin9 一 1) 一 (sin9+2)?+7， 但 由 QO 得 gin?0-+8gin9 一 5<0, 有 即 
(sin 0+4+ V21)(sin 9+4— V31)<0,. .sin0+4+ VI>0, .. ~1< 
Sin0< V21~4, 于 是 l1<sin06+2<V2I-2, 1< (sin0+2)?< (V3 -2)?, 

~ (V21~2)?+7< ~ (sin0+4+2)24+7<—1+7, 
即 4V 红 一 43 过 邓 上 +i<6， 故 当 gin0 一 V 红 ~4 时 ,人 十 x2 有 最 小 值 , 其 
值 为 4V21-18; 当 sng= -~ 工时 ,好 十 中 有 最 大 值 , 其 值 为 6. 


$7. 其 它 


940， 已 知 抛物 线 y= 少 与 定点 4( 一 半 , 0 ) 过 抛物 线 右 


兴 文 上 一 扩 卫 的 切线 和 yg 轴 交 于 点 BR, 4 了 与 y9 轴 交 于 点 蚀 
且 1PQ| = | 求 点 卫 的 坐标 、 
[分 析 」 因 人 P8E 是 等 腰 三 角形 , 故 PR 的 中 点 型 与 点 @ 的 连 线 与 
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PR 垂直 。 从 此 即 可 得 解 . 

[ 解 ] 设 点 卫 的 坐标 为 (t, 切 人 >0) 则 过 点 三 
的 切线 方程 为 -和 一 jo， 令 z=0, 得 y= 一 二 即 
尽 刁 的 坐标 为 (0,- 雹 ， 直 线 4P 的 方程 为 

4 2 
y= 一 和 (<+ 村 ), 令 2=0， 则 y= 即 点 
疆 亏 


@ 的 坐标 为 ( 0， 可)， 而 PR 中 点 ML 的 坐标 为 (三 , 0 ) … 1P91~ 
[0R|, .. MQLPR, | 一 4 ) -4 即 4 一 3 一 1 一 0， 解 得 t=1. 


3 十 二 
故 点 卫 的 坐标 为 (1, 了). 
[说 明 ] 本 题 如 利用 1P8| =|R8| 也 可 获得 廊 程 ,但 得 到 的 是 关于 t 的 
四 次 方程 , 比较 麻烦 . 
341， 抛 物 线 多 = 222 的 内 接 人 048 的 垂 心 为 抛 的 且 的 焦 


氮 , 0 为 原点 , 求 点 4.B 的 坐标 . 

[分 析 ] 从 条 件 可 知 4B Ox。， 若 设 定点 4 的 
坐标 , 则 点 8 的 谷 标 也 确定 ， 根据 BF1L 40 或 
有 4FLBO, 列 出 点 4 坐标 满足 的 方程 ， 即 可 得 解 . 

[ 解 ] 设 点 4 的 坐标 为 (zu yo), 则 点 吾 的 坐 
标 为 zu -go)，… 点 0 一 = 
2pxo…(D。 直线 04 的 斜率 三 ~ 直线 BF 的 斜率 ho= — 

Wo 一 一 一 
9 
了 B 下 1 04 .. 和 .一 上 -~ -了 化 简 得 0 DD 代入 @, 
0 7 


得 zo( zo 一 瑟 2 )=0. .wo 天 0，.. mo 一 豆包 yo 二 YY 52， 故 点 4 的 


坐标 为 ( 洁 忆 VBp) 点 的 坐标 为 (Sp, -V5p) 

842， 设 抛物 线 四 一 4 细 (w 一 0) 与 x? 一 4qy 相 切 ， 且 g 关 0， 求 
证 切忌 的 横 坐 标 仅 由 < 确定 . 

[分 析 ] ” 设 两 抛物 线 相 切 于 点 M， 则 过 点 MX 的 两 抛物 线 的 切线 重合 ， 
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由 此 可 求 出 切 点 坐标 . 

[证 ] 设 两 抛物 线 儿 = 和 (4 四 与 和 一 4 … 凶 相 切 于 操 
NM (ao 加 .抛物线 D、 加 过 点 队 的 切线 方程 分 别 为 gg 一 各 (2 和 一 o 
外 3220 一 go + 2prxo ~ dpa=0.%®@; Zor=29(Yy + Yo), BT Yor ~ 29y— 29yo 
二 0.., "« 入 . Ap_y.. 2pro — 4pa 

0...(4), 。 他 、 由 两 条 直线 重合 ， 。。 ze 0 gp (TF0, 
加 夫 0，94 关 0 )， 一 29y0 二 4pqzo 一 8p94， 又 因 点 列 在 抛物 线 四 上 ， 故 
yo 二 4pzo 一 4pa; 代入 上 式 , 得 12p9xo 二 16 pqa, 而 p 生 0, 9 下 0, ro— a 
即 切 点 的 横 坐 标 仅 由 a 确定 . 

™ 一 - 2 _ 身 

943. 求 独 物 线 wW=2tpa 了 4cosc 写 圈 (%—~ Reinwe )’?+ 


(Yt 如 cog 0) 一 六 的 交点 坐标 ， 

[分 析 」 由 于 原 方 程 均 无 常数 项 ， 故 (0，0) 是 方 
程 组 的 一 个 解 ， 即 原点 是 抛物 线 与 圆 的 一 个 交点. 
于 是 过 原点 的 直线 y= 与 两 二 次 曲线 各 另 有 一 
交 扩 ， 所 以 用 y 二 竹 代入 两 二 次 方程 后 , 可 提取 公 
因 式 z, 使 之 变 为 一 次 方程 ， 从 而 确定 的 值 ， 即 可 得 解 . 

[ 解 ] 解 方程 组 

0 
| 4 
(rs— Rsina)’ + (y+Reosa)’= RY...D. 
令 0 一 Al 代入 OW. ®, 得 
| (hi t-tee)=0.@® 
drtMr+2RA csa—sina) |]=0...@, 
由 人 @@、@ 得 x 二 0， 和 
| hm +* tga=0.® 
(D+4AM)T+2RCA Cosa— sing) =0..@, 
出 名 得 2 一 — 4RAcos at 4R cos?a ging...(?), 


由 多 得 cr (sina~Xcos0)..@®, 
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4RAcosat4R cos a sin a SR(sn a—Acose) 0—ACOso) ; 
1 -和 2 
Ri(sina—Acosa)[4R(CIL+A) 0 —2R]=0、 由 此 得 入 = 花 a, 或 
一 一 一 
A (sec2a 一 2) 一 志 (tg?4 一 1)， 即 A= Vel 
2 2 2 
中 入 一刀 ac 代入 加 得 x%=0, y=0 


以 入 == 土 V 到 4- 代入 QH， 得 


s—4Reos’a(tgaT V2-+), 


时 9 
y™~ +4Rcos’ a( tg a 但 5 < Te ) 
故 交 点 坐标 为 (0, 0)、 


( 4R cos? a(tga— V et) 4Reossa (ga\/ 到 2- 工 - 0-)). 


for] teyw 二 十 2 过 一 
( 4R coss a(tgo 十 V/ ea) ,—4R cos a(tga\ -人 -2 。 


344， 抛物 线 y+k=2 与 圆 2 十 (y 一 1)?=1 相 切 , 求 友和 切 
把 的 坐标 . 


[ 解 ] 把 % 一 29 一 5 四 代入 w+(y-1)?=1…@@， 得 
只 一 (286 十 122 十 02 十 2 一 0… 国 . 
当 如 十 2%=0, 即 =0 或 4= 一 3 时 ,图 式 有 一 个 等 于 零 的 重 根 . 
令 8=0， xz 二 0， 代入 @, 得 % 一 0， 故 当 &=0 时 ， 抛 物 线 与 圆 相 切 于 
(0 0)， 令 0 一 -3 2 一 0 代入 四 得 y=2， 故 当 8= -3 时 ,抛物 线 与 
圆 相 切 于 40，2). 


当 4= (2 二 12 一 4(012 二 321 二 一 优 上 1 一 0 即 娘 二 工 时 , 代入 @, 得 


3 9 3 
-2 +16™ 2 有 (一 工 ) =0 
故 方程 鸭 有 两 个 重 根 土 祥 3、 以 1= 工 ，x= 二 六 3 代入 @, 得 y= 


4 4° 2 
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Mi et hdr A EP rp 


. 当 = 坟 时, 抛物线 与 贺 祖 切 于 (证 去 ) 和 (~ v3 5) 


945、 问 “ 为 何 值 时 , 抛物线 久 一 椰 z 与 圆 轨 十 pe 一 2az 十 o2 一 
1=0 (1) 有 四 个 交点 ; (2) 只 有 三 个 交点 ， (3) 只 有 两 个 交点 ; 
(4) 只 有 一 个 交点 ; (5) 无 交点 . 


[分 析 j 讨论 两 曲线 的 交点 个 数 , 只 需 讨论 由 这 两 曲线 方程 所 组 成 的 方 
程 组 的 解 的 组 数 即 可 . 


[ 解 ] 以 纺 = 吾 ? 代 入 贺 方 程 ,整理 得 必 +( 二 24)z+a?-1=0.…@， 
其 判别 式 4 一 一 2 十 二 
一 2 十 二 >4 
CD 当 方 程 有 两 不 等 的 正 实 根 时 ,有 1 工 _ 24<0 解 得 1<a< 扎 . 


a2—1>0 
此 时 抛物 线 和 圆 有 四 个 交点 . 
1 
(3) 当 方 程 由 有 一 正 实 根 、 一 零 根 时 ， | Br 解 得 4 二 1。 此 时 
44 一 工 一 0 


抛物 线 和 图 只 有 三 个 交点 ， 
(3) 当 万 程 @ 有 两 相等 的 正 实 根 ,或 一 正 实 根 、 一 负 实 根 时 , 有 


-2a+ 了 一 0 -2o+- >0 
-24<0, a*—1<0. 
， 17 
解 得 w= 癌 1 只 有 两 个 交点 . 
有 ] 一 ] 0O ] 1 “ 
8 
| 至 或 | > 下 ! 二 
ad 一 =0， 02 一 一 0 交 交 交 
点 点 点 


前 者 无 解 , 后 者 解 得 ga= 一 1， 此 时 抛物 线 
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贺 只 有 一 个 交 所 . : 
(5) 当 方 程 也 无 实 根 或 只 有 负 根 时 ,有 
-ao+ 也 >0 


-24+ 了 <0， 或 11 ow0 
3 


a2—1>0. 


或 a 三 -1 时 ， 抛物 线 


前 着 解 得 4>> 总 百 
和 圆 无 交点 . 

946. 已 知 五 是 抛物 线 吧 =4z 的 焦点 , P、P' 是 抛物 线 上 的 
两 点 ， 知 APFP 是 正三 角形 。 求 正三 角形 的 边 长 . 

[分 析 ] 利用 抛物 线 和 正三 角形 对 称 性 以 及 正 
三 角形 的 内 角 都 是 60*， 即 可 得 此 正三 角形 的 边 
长 和 点 已 纵 坐 标 之 同 的 关系 . 

[| 解 ] 设 点 了 的 坐标 为 (wo, 加 )， 其 中 mm>0， 
%>0. APHFP' 是 正三 角形 , PP' 交 Zz 轴 于 邮 ， 
故 |PPI 一 [BRP' ,PP' FM， /MFP=30°. 于 是 


IMP| _V3 , 。 
1 B23 “DO “点 


P 在 抛物 线 上 ，… 吸 =4x0o， 代 入 中, 得 多 于 4V 3 yp 一 4==0。.. 一 44 十 
2V3. 故 正 和 PFP' 的 边 长 |FP|=2% 一 4(2 土 V3). 

947 .一 正方 形 480CD 的 4.8B 两 顶点 在 抛物 线 y= ZX 上 , 
O 也 两 顶点 在 直线 y=% 一 4 上 . 求 正方 
形 的 边 长 d. 

[ 解 ] 设 和 4.8 两 点 的 坐标 分 别 为 (ty 好)、(tz, 娘 )， 
“ ABJ CD, .. 了 了 二 十 二 1.…@D, 又 

= |4BI?= (ft) + (1)? 
= (一 t9)?[ 十 ( 十 #2) 汪 
~—[ (+tt) mtito [1+ (i+t2)?]. 


[FP|=2|MP|=2w,. 二 志 30°, 即 


J» 
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以 也 代入 ,得 一 2 一 8t1to, 有 


9D__ /2 
tits 一 0) 


一 友 一 1 -#1)—4| 
MP- -学 


由 团 得 刷 -1- 纪 代入 轿 , 则 4 区 本 ， 21 (ti 一人 1…@， 
加 代入 @, 得 d2 一 8V34d+30=0，.", Qd1=5V 323， d=3V 3， 故 正方 形 
ABOD 的 边 长 4 为 5V23 或 3vV 23. 

948 .半径 为 工 圆心 在 轴 上 的 动 圆 与 抛物 线 内 = 22 相交 ， 
问 动 贺 到 达 什 么 位 置 时 ,它们 在 交点 处 的 切线 互相 稚 直 ， 

[分 析 ] 设 贺 心 坐标 为 (a, 0), a 是 要 求 的 未 
知 数 ， 圆 与 抛物 线 的 交点 为 PC(28, 21), t 是 辅 
助 未 知 数 ，… 点 卫 在 圆 上 , 且 抛 物 线 过 点 己 的 
数 记 即 得 解 . 

[ 解 ] 设 动 圆 的 圆心 为 (4，0)， 则 其 方程 为 
《2 一 2) 十 妨 =1， 又 设 此 图 和 抛物 线 的 交 乓 为 
PC28, 24)， 则 《2 六 一 g)? 十 捧 二 上 .…(D， 抛 物 线 在 扣 P 卫 处 的 切线 方程 为 
2ty 一 xX 十 2 四， ”直线 四 和 图 (x 一 4) ?+ 奶 =1 在 点 PP 处 的 切线 
互相 垂直 ， 。。 此 直线 必 过 圆心 (a， 0), 有 即 得 2 = —0"@. 代入 Q@, 得 
da? 24 -1=0, a 二 V5. 册 @ 可 知 a<0，. ao- 了 交互 . 故 当 动 


回国 心 在 (一 记 二 0 ) 时 , 它 和 抛物 线 如 = 2z 在 交点 处 的 切线 互相 垂直 ， 

949. 在 曲线 六 =z 上 求 两 反 P.Q@, 使 有 曲线 在 点 了 的 切线 与 
直线 PQ 垂直 , 在 点 @ 的 切线 与 直线 PQ@ 
的 夹 角 为 开 


[分 析 ] 因 P98 重 直 过 点 已 的 切线 , 故 P@ 
为 过 点 卫 的 法 线 ， 从 而 导出 了 、8 两 点 坐标 
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的 关系 式 . 又 因 PQ 与 过 点 @ 的 切线 夹 角 为 于， 可 得 P.@ 坐标 满足 的 
另 一 关系 式 ， 解 方程 组 即 得 点 P.9 的 坐标 . 

[ 解 ] 设 点 卫 的 坐标 为 (a?, oa), 点 8 的 坐标 为 (5?, 5), 则 过 点 己 的 切 
线 方程 为 9 到 (2+4)， 直 线 PQ 的 方程 为 y= -24 (zo7)+a， 过 
反 旦 的 切线 方程 为 y=— Co+b?). “点 在 直线 PO 上 ，… b= -2c 
(2 一 0 十 a。 0D 关 0 … 上 式 化 简 为 24? 十 245 十 1 二 0.…D，*“* 过 点 和 


1 
一品 


的 切线 与 直线 PQ 的 来 角 为 子 ，.. 始 工 一 “…@@. 由 加 得 


1 .22 
20 


dab—24+25+1=0…@@ 和 445+24-25+1=0.…@， 将 @ 与 @. 人 @ 


分 别 联 立 ,得 
人 人 
2o-20D 二 1 一 0 "(92x2+946b+1=0 ， 


由 方程 组 @ 解 得 *- 一 1, 2 瑟 ， 由 方程 组 @ 解 得 4 一 1, 5 一 一 卫 . 玫 上 
P、9 的 坐标 分 别 为 Q，- 了 D、( 卫 , 吾 ) 或 (DD、(32， -3) 

[说 明 ] 本 题 也 可 利用 PQ 与 两 切线 组 成 的 三 角形 是 等 腰 直 角 三 角形 
得 解 。 

950， 抛 物 线 9 -2pz(p>>0) 和 椭圆- 握 十 小 - 一 1(a>0) 的 交 
凡 中 纵 坐 标 大 于 和 零 的 交点 为 4， 两 曲线 在 点 4 处 的 切线 互相 
垂直 , 且 原 点 和 点 4 的 连 线 的 斜率 为 V27. 
求 g 和 的 值 . 

[ 解 ] 设 点 4 的 坐标 为 (zu yo), 其 中 p>0, 则 
w% 一 损 . 抛物线 在 点 4 处 的 切线 方程 为 yoy= 
der 二) 即 pr 一 yoy 二 -如 -一 0.…D， 椭 贺 在 点 4 


处 的 切线 方程 为 和 其 tayoy= 40” 即 一 所 z+ayoy — da =0...®. 
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2 
“两 曲线 在 点 4 处 的 切线 互相 垂直 ，… p" 了 名 yaryo 一 0， 即 2 
一 a 二 0。 .yo>0, a>0, .gq? 二 2, a=V23， 由 于 原点 和 点 4 的 连 线 
方程 为 Y=- 名 -入 即 y= pe 字 =V 多 go 一 V27, 故 zo=1. "点 


4 在 枯 图- 吕 + 如 1 上 .~ 多 一 1 ， 即 p= 二 1 


351.， 抛物 线 六 2pw(p0) 的 焦点 弦 48B 的 长 为 m, 顶点 为 
0, 求 AO4B 的 面积 . 

[ 解 一 ] 设 弦 4B 的 斜率 为 点 4、 了 的 坐标 分 
别 为 (zz, yr)、(zz, 的) 则 4B 的 方程 为 y=(z 一 各)， 
代入 六 =2pz, 得 

a o2 一 zz 十 全 )=2pz 


3 9 9 2 
Cp_ 0 4 十 00 一 全 二 人 = 了 


ss Kk 2 一 k? 2 
2 ~ (K+2)pL+ t=0. 上 
+ blet tp) = 
2 
9 一 a 2Z123 一 《21 十 039) 与 十 | 一 一 2 


(%1 — 20) + Yi — Ya) = 
“(WT — drm YY) ~ yy = mm , dp + 1 =m, 


Ik| _V 2pm 
VE % 
.0-0- 于 p | 有 | 
8 = “ip 了 2 
改 "3 2 V+Ii 4 V+I 


当 纺 4B 的 斜率 不 存在 时 , 力 二 2p，5s048 一 半 仿 ， 即 为 上 式 的 转 例 


一 上 0 
[ 解 二 ] 设 4B 的 倾角 为 6， 则 其 各 为 | “5 代入 抛物 线 
y=tan 0, 
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方程 得 #2*8in?0 一 2ptcos0 一 Jp 二 0...Q@D， 其 两 根 为 寻 寺 了 4, ts 一 了 B (FF 六 
焦 扣 》， 
14B|=|ti -ts [=V (t+ta)?— 4dtit, 


~ (se) -4( 一 人 )= 2p _ 
Sn20 sin?20 S120 


* sin 0=\/222. 
1 


_ 工 14Bl1OzPl .sng mr /20 .2 
Saoie 一 也 14B| ,10P| .sing 一 到 甸 呈 \/ 饪 PVapm. 


故 


8952，7 为 过 点 1r( -as5 8 ， -号 ) 且 价 角 为 80。 的 直线 ,图 
0 为 中 心 在 坐标 原点 而 半径 为 工 的 圆 ，Os 为 顶点 在 原点 而 集 
点 在 (0 ) 的 争 物 线 、 设 4 为 1 和 04 在 第 三 象限 的 交点 ， 
B 为 04 和 0 在 第 四 和 象限 的 交点 ， (了 写 出 直线 和 加 01 和 折 
物 线 0s 的 方程 ; (2) 求 出 线段 LA， 贺 弧 4B 和 抛物 线 上 一 和 
0B 的 表达 式 ; (3) 设 MM'、B' 依次 为 从 1 、B3 到 必 轴 的 垂 足 , 求 
出 图 弧 4B 和 线段 BB、B'M'、M'M、M4 所 图 成 的 面积 

[ 解 ] (I》 直 线 i 的 方程 为 

y+ 光一 霹 30° (z+ 3V 3 ) 
即 % 一 M3y=0. 贺 01 的 方程 为 2 十 信 =1， 
抛物 线 03 的 方程 为 一 


(2) 外 和 0 得 1 和 0 的 交 贞 (YB ss (~ -去 ) 


2 十 yy 二 1 
.点 4 的 坐标 为 (->, -去 ) 和 Vs 得 和 0 的 交点 


涯 半 ja( 昔 - 辣 :anasa( 划 -型 
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已 知 点 太 的 举 标 为 ( 一， 一 写 ) 则 


线段 M4 的 表达 式 为 ,VE se 3YE, -Y3]. 


3 本 5 
加 弧 4B 的 表达 式 为 y= Vi- ze [2,2| 
姑 物 线 弧 0B 的 表达 式 为 ys, se Ee “| 
(3) Sowm, -10M'| [MM'| = V3. 
A 人 的 长 =aR= 人 1=—- 7 
1 Ym 1 
. DRB04B = 可 ? 12 一 一 5 人 
|V3 V2 
bd eA | Ea V2 -i 
故 贺 弧 4B 和 线段 BB'、B'M'、 ya. MA 折 国 成 的 面 和 
9g= 27V 3 十 6+7m 
24 


953. 已 知 抛物 线 OQ; y= 吉 一 aw4 的 顶点 在 搜 物 线 y= 了 I 一 
2 和 ww 轴 围 成 的 图 形 的 内 部 及 边 上 , 求 < 的 取 值 范围 . 

[分 析 ] ”顶点 (zo，%w) 若 在 给 定 的 范围 内 ， 必须 同时 满足 <<i 一 26 和 
%>0， 解 此 不 等 式 组 , 即 可 得 4 的 范围 ， 

[ 解 ] 将 抛物 线 方程 配方 , 得 9= 字 一 az+a= (z 一 号 ) + 一生， 故 拓 
物 线 的 顶点 为 

(和 4a). ,。 a- 和 <1 一 (所)， 有 4a- 人 >0. 

解 得 a<1, 且 0<a<4， 故 所 求 4 的 范围 为 0<a<1, 

954.. 取 何 值 时 ， 直 线 Ly 一 1=k(w 一 4) 牌 直 平分 执 物 线 
Vy 一 w 的 艾 . 

[分 析 ] 抛物 线 =x 的 弦 若 被 直线 1:y 一 1 一 (x 一 1 垂直 平分 ， 则 弦 
所 在 直线 的 方程 可 表示 为 xz 十 boy 士 D= 0, 它 被 抛物 线 截 得 的 弦 的 中 点 即 为 
它 和 直线 ; 的 交点 , 由 此 可 人 确定 & 的 值 . 
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[ 解 ] 设 抛物 线 的 纺 PQ 被 直线 ! 生 直 平分 , 因 直 线 1 的 方程 为 zz 一 9 
+ 一/ 一 0…@， 故 可 设 PQ 所 在 直线 的 方程 为 z+ 豚 +5 一 0.…@， 解 
@、@， 得 1 和 PQ 的 交点 1( 即 P@ 的 中 点 ) 的 坐标 为 ( 二 二 :二 ， 


由 回 得 2 一 一 所 5 代入 妨 =% 得 妨 + 乳 +5 一 0， 于 是 


六” 十 工 


Vit Y= — kK, .. -全 = ; 即 228 一 所 一 8 十 3. 显然 有 关 0，.… 320 一 
1 一 8 十 2 
一 一 一 一 …@。 又 因 PQ 为 抛物 线 多 =2 的 弦 ， 故 方程 六 + hy+b 一 0 


的 判别 式 必 大 于 零 , 即 加 一 纪 >0, … 2 一 -二 … 作 . 由 @.@ 得 
三 一 5 十 3 凡 
< 
解 得 -2<h<0， 故 当 e (一 2, 0) 时 ,直线 1 垂直 平分 抛物 线 名 =z 的 
弦 . 

9 路、 抛物 线 01，y 一 二 24 十 5 与 2 轴 的 交点 为 4、B， 以 
AB 为 直径 的 圆 为 0a，( 了 DD 求 0s 的 方程 ，(2) 为 使 Oi 的 顶点 
在 圆 Cs 的 内 部 ,4、.2 应 满足 什么 条 件 ? 

[分 析 ] 因为 点 4、B 的 横 坐 标 是 方程 2? 十 
2az 二 0=0 的 两 个 根 ， 要 使 01 的 顶点 在 02 的 
内 部 ， 只 要 使 01 的 顶点 与 圆 Cs 的 圆心 距离 小 
于 圆 0; 的 半径 即 可 . 

[ 解 ] GD 设 点 4、B 的 坐标 分 别 为 (a, 0)、(8, 0)， 以 g=0 代入 Cl 
方程 , 得 x 十 2ax 了 5 二 0”.“, a B= 一 24, aB=0， 线段 4B 的 中 点 ， 即 
0; 的 圆心 , 其 坐标 为 (一 a, 0); 半 径 


r= 二 |4B|=FVa -BV to a8 


FV I Vo. 


故 Cs 的 方程 为 (X 十 09)? 十 妨 二 02 一 b, 即 人 2 十 妨 十 2a2 十 5 二 0, 其 中 a?>b., 
(2) 化 01 的 方程 为 y= (z+a)? 一 (a2~5)，.. 抛物 线 Cu 的 顶点 坐标 

为 (一 4g， 一 (2 一 b))。 欲 使 此 点 在 圆 0 的 内 部 , 则 (一 a 十 a)? 填 《02 一 0)? 二 

ao 一 5b0,， 即 (一 9) (一 b 一 起 <0， 0 一 650>0，..5>>a? 一 1， 故此 时 


Wh 


87. 其 它 581 
a、b 的 关系 为 Q4 一 工 <D<a2 


956. 设 有 抛物 线 O: y 一 一 ie+ 避 “一 入 通过 原点 0 作 O 
的 切线 9 一 mw, 使 切 点 了 在 第 一 象限 ，(1) 求 斜 率 m 的 值 ,以 
及 点 了 的 坐标 ， (2) 过 点 了 作 切 线 的 重 线 , 求 它 与 抛物 线 的 另 


一 交点 Q 的 坐标 ; (3) 设 QO 上 有 一 点 R(t 一 妇 十 吃 t 一 4)， 为 


使 AOPQ 的 面积 小 于 人 PQB 的 面积 , 试 求 t 的 变化 范围 . 

[分 析 ] 根据 直线 与 抛物 线 相 切 的 条 件 可 求 出 和 了 
的 值 ， 从 而 求 出 切 点 卫 的 坐标 和 过 点 了 的 法 线 方程 ; 
再 解 方程 组 求 得 点 8 的 坐标 .由 于 人 0PQ 的 面积 
是 定 值 , 要 使 人 OPQ 的 面积 小 于 和 人 POR 的 面积 , 只 
要 使 点 到 PQ 的 距离 大 于 点 0 到 PQ 的 距离 ， 从 
而 可 求 得 上 的 变化 范围 . 

[ 解 ] (DD 设 点 卫 的 坐标 为 (zi 级 )， 则 仿 =mmda 


“OD = 一 避 + 二 4"@@， 四 代入 加 ， Sr") 


“点 了 为 切 点 ， (mm 一 台 ) 一 16=0, 得 mw 一 二 ,或 w= 立 ， 当 加 一 


时 ，za 一 2 一 一 17; 当 加 一 去 时， 四 一 2， jl。 点 忆 在 第 _- 象 
限 ，.…， 所 求 的 斜率 mw 一 元 ， 点 了 的 坐标 为 (2, 1)， 

(2) 过 点 了 作 切 线 的 重 线 , 其 方程 为 y= 一 25 十 5…@@， 代入 抛物 线 方 
可 得 只 “90 设 点 @ 的 坐标 为 (za ga) 则 2zz 一 9，… ms 一 呈 . 
代入 B@, 得 yo 一 4 … 点 9 的 坐标 为 (本 ， -4). 

(3) 点 五 到 直线 PQ 的 距离 
|2:+( -+4) -5| | 

V5 V5 
点 0 到 直线 PQ@ 的 距离 4=V5，'. Saorge<Sapep …Qd<d 故 


:| 3 一 一 大 ?十 Fx 


d= 
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| 
2 -一 一 十 9| > 各 
请 -林寺 外 >5 


即 4>0.@ 或 #- 革 t+14<0.-@. 
由 不 等 式 @ 可 得 t< 工 一 Y ,或 权 一 十， 而 不 等 式 加 无 解 . 故 
所 求 的 + 的 变化 范围 为 (一 ,车 ) (+, +) 


957.， 抛物 线 只 = 22pz 内 接 三 角形 的 一 顶点 在 不 点 ,三 边 上 hy 
高 都 通过 焦点 , 求 此 三 角形 的 外 接 圆 方程 . 


[ 解 ] 因 所 求 园 过 原点 , 故 设 其 方程 为 2 十 六 一 2ax -2209 一 0 中 ， 广 
因 三 角形 的 另 两 顶点 在 抛物 线 P==2px 上 ,政令 其 坐 
标 分 别 为 (2p 扩 ,2pt1) 和 (2pt3, 2pto2)， 显 然 ， 刀 六 0， 


bo#0， 又 三 角形 三 边 上 的 高 都 过 焦点 了 (名, 0 ), 可 
得 O814B, 故 b= 一刀 …@， 又 AP10B， 


ph 2pta 1 
_p 2 
2pt 5 
即 26 十 28 一 二 加 一 0. 届 加 代入 得 26 一 28+ 志 ==0,... n+ z 
z 、 | 5 ~ 3 ’ 
即 4. 了 3 两 点 的 坐标 为 (可 忆 V5p). (号 P， 一 V5p). 分 别 代 入 @, 得 A 
2 9 5p Bpa—2V Bpb=0 | 
25 ， 2 _ 
种. P+5p —5pat+2 5pD 一 0. 


** 二 0， ,， 5a+2V Bb De)， 54—2V 50—p…@. 由 @、 (4) 


解 得 "一 开 2 5 一 0， 故 所 求 的 贺 方 程 为 2?+ 妨 一 也 pr 一 0 


958， 不论 m 为 何 实数 ,直线 y=mw+m 恒 与 以 y 轴 为 对 称 
轴 的 一 条 抛物 线 相 切 ， (也 求 此 抛物 线 的 方程 ; (2) 若 mr 关 0， 试 
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hi i ee ee ee ee "wi 


证 直线 y~ 一 之 十 二 与 直线 9- mx 十 m2 的 交点 恒 在 一 定 直 


线 上 . 

[ 解 ] (DD 设 所 求 的 抛物 线 方 程 为 y==as? 十 cD，““ 不论 和 为何 
实数 , 它 与 直线 y 一 ?0 十 7 相 切 , .“. 方程 ad 十 c 一 mm 二 2 即 Ga22 一 9 十 
一 Mi 一 0 的 判别 式 4 和 = 一 各 (一 0 一 0 对 一 切 多 均 成 立 ， 即 


1+44= z= -车 
QL+44)m?=4qc 对 一 切 m 均 成 立 , 因而 | 。 ”。 由 此 解 得 | 人 
dac=0, c=0 
故 所 求 抛物 线 方程 为 y= 一 子 必 
y 一 一色 + 1 1 1 
(2) 由 方程 组 | ” 解 得 ( % 十 二 )y 一 吉 十 二 mm 十 二 类 0， 


y= My 

…y 一 J]。， 故 两 直线 的 交点 恒 在 一 定 直线 y=1 上 . | 
959.， 抛物 线 = 4az 上 一 点 了 ,其 模 坐 标 为 (3 十 2MV3)a, 过 

点 了 与 焦点 了 的 连 线 与 抛物 线 的 另 一 交点 为 @、 若 以 抛物 线 

的 对 称 轴 为 棱 , 将 抛物 线 上 、 下 两 部 分 折 成 直 二 面 角 时 , 试 求 P、 

& 两 点 间 的 距离 . 


[ 解 ] 设 氮 也 的 坐标 为 《ac 刀 3ab 点 8 的 坐标 
为 (at 9， 20i )， 则 直线 Pe 的 方程 为 


a(t—t 
yat eat) ) yf 
别 27 一 (十 y+ 2att =0 


“PQ 过 焦点 Fla, 0), .". 24+2att'=0, 即 给 = 一 1, "af?=(34+2V 2 )a, 
二 3 十 2V 3 .…@， 即 t= 土 (V23 +1)…@， 设 过 点 PP 与 Y 轴 平行 
的 直线 PPi 和 过 点 @ 与 z 轴 平 行 的 直线 交 于 点 肪 则 点 瑟 的 人 至 标 为 


(of 2at), 即 ( qs， 一 子 ). 设 PPi 交 % 朝 于 到 当 把 抛物 线 以 其 对 称 


轴 为 被 ， 上 、 下 两 部 分 折 成 直 两 面 角 后 ,， 则 PML Ox, PiM Oz， 
'”P-OM-Pi 是 直 二 面 角 ，… PM | MR. … QR | P.M, .PRIQR, 
一， 
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2 
而 [ORI?= [zn zal?= (at?—at?)?=( op 一 全) ， 
又 IPRI?= 1PMI?+ |ME)? -+ 
2 
一 (2491) ?十 (- 学 ) 427 ( ?+ 方 ) 
代入 @, 得 
jon- er 二 ra(e -号 
1 


Le 
-of 
he 
‘t+(VE+l), “=+(V3-1). 代入 四 , 得 | PQ 1? = 56a2. 
1POi =2c Vi4， 故 P、9 两 点 间 的 距离 为 24 V14. 
960. 已 知 抛物 线 信 =2z、 (4) 在 抛物 线 上 任 取 两 点 Pi 
《2 Yi1) 、 Pa (wa, Ya), 经 过 线段 PiPs 的 中 点 -hi 作 直 绕 平 行 于 
扫 物 线 的 轴 与 抛物 线 交 于 点 Po 求证 人 APiPPe 的 面积 等 于 了 


[gy 一 yal (22) 经 过 线段 PiPs 和 PsPs 的 
中 点 分 别 作 直线 平行 于 抛物 线 的 贺 ， 和 扫 
物 线 依 次 交 于 点 把 、Q&， 试 将 AL at 
与 人 PPsQs 的 面积 的 和 用 yi、Ys 下 示 ; 
(3) 仿照 (2) 又 可 作出 四 个 更 小 的 三 角 : 
形 , 照 此 继续 下 去 , 可 作出 一 系列 三 角形 ， 
由 此 设法 求 出 线段 PiPs 与 抛物 线 所 围 成 图 形 的 面积 ， 
[分 析 ] 邻 Su APiPsPs 的 面积 , S2== 人 PiPaY1 十 人 PzPs893 的 面积 ， 
可 推 得 Dn 二 57 Dn-1 不 难 求 出 线段 PiPs 与 拢 物 线 所 图 成 的 面积 . 
[ 解 ] CD 点 PP 的 沧 标 分 别 为 ( 训 ， 妇 )、( 事 , y,), PP 中 
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闻 2 
点 M1 的 坐标 为 ( - 刀 于 经， 芭 二 旭 )，… Ps 坐标 为 


( 41 十 312 ) 
2 Y1 二 YY2 
”2 


2 


即 (< ty) 各 地 问 、 
3 | pp 而 

人 2 

2 1 
2 的 绝对 值 


1 ,13 
一 车 | 级 yl. 


,itya) 凡 十 如 十 妇 
(2)〉 PiPs 的 中 点 M(t 


3Yy1 十 Ya \2 


Wt) Qi we (5 3 如 )， 同 理 , Qs 的 坐标 为 


(各 + 3wy2 ) 
(一 乌 一 一 ,分 上 全 ). 按 (GD 所 得 结果 , 可 得 


1 +yal3 1 
Dsp, P,Q, 一 416 Yi 2 =a7 [iy 


+ a 1 
填 | 2 -| 37 ly). 


DaPsPsQs ™ 6 
Ss= Bap pt HPs— | 一 | 
(3)》 按 (2) 的 结果 , 可 得 四 个 更 小 的 三 角形 面积 之 和 为 
6 一 二 Sepppi 二 而 Sempai 一 症 B 
仿 此 可 以 推 得 5 一 亩 Sv 
G 一 1 十 SS 十 人 吉 + 训 二 


—y2l*. 
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961. 设 贺 C 与 抛物 线 多 一 4oz 的 四 个 交点 中 至 少 有 三 个 重 
合 于 点 P(et?, 2at)， 求 加 0 的 方程 

[分 析 ] 设 圆 0 与 抛物 线 的 第 四 个 交点 为 
%, 利用 抛物 线 过 点 书 的 切线 和 直线 PQ@ 的 方 
程 , 9H] 座 写 出 过 图 与 抛物 线 全 部 交点 的 二 次 曲 
线 系 方程 ， 由 一 般 二 次 方程 为 圆 的 充 要 条 件 ， 
即 可 得 圆 C 的 方程 . 

[ 解 」 抛物 线 过 点 了 (a 刀 , 24t) 的 团 线 方程 为 
Z 一 专 十 哨 一 0， 设 直线 PQ 的 倾角 为 6 直线 P8 的 方程 为 (x 一 at?) 
“sin9 一 (y 一 24t)cos9 一 0， 过 圆 0 与 抛物 线 全 部 交点 的 二 次 曲线 系 方 
程 为 (2 一 翅 十 at 一 ca 的 sing 一 (人 一 2at) cos0]= 和 GP 一 4ar)…(D ( 参 
见 提要 8.723)， 方程 @ 表示 圆 的 充 要 条 件 是 刀 、 妨 项 的 系数 相等 ， 友 
项 的 系数 等 于 堆 ，.', sin0 = 1c080 一 入 …(，cos0 十 tsin 9 二 0:… 人， 即 


co8g0 一 SnO _ 1 _.O， 代 入 @, 得 入 =1+2…@， 以 @、 


(zs—ty+at )(—z—iyit+3at) = (+ 0 ~ 4ar)., 
化 简 即 得 贺 C 的 方程 
03 十 一 20(312 十 272 十 4aiay 一 30214 一 0. 

[说 明 ] 《D) 当 氮 了 位 于 抛物 线 顶 点 时 ， 直 线 P8 与 过 点 了 的 切线 重 
合 , 因而 点 8@ 也 与 卫 重合 . 圆 C 的 方程 为 到 十 多 一 4ez=0， (32) 圆 C 称 
为 抛物 线 包 =4a2 在 点 Plat?，29t) 的 密切 贺 。 (3) 本 题 的 另 一 解法 参见 
第 1038 题 . 


8. 证 明 题 


962， 抛物 线 上 任意 一 点 了 的 切线 与 通 径 的 延长 线 及 准 线 各 
相交 于 点 4、.B. 求证 这 两 点 到 焦点 了 的 距离 相等 . 


[分 析 ] 分 别 计算 出 这 两 点 到 焦点 的 距离 即 得 证 法 一 ， 又 , 抛物 线 焦点 
在 切线 上 的 射影 9 在 过 抛物 线 顶 点 的 切线 CUy 上， 而 184|、183| 在 对 称 
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轴 上 的 射影 相等 , 则 焦点 在 切线 上 的 射影 @ 平分 4B, 推 得 jf4|== 1381. 
即 证 法 二 . 

[证 一 ] 设 抛 物 线 方 程 为 R=2prz， 抛 物 线 上 一 点 卫 的 坐标 为 (2p23 
2pt) ,过 点 了 的 切线 方程 为 2py 王 p(X 十 2p?), 即 31y 二 z 十 2p8. 切线 与 通 


径 延长 线 交点 4 的 华 标 为 ( 备 ， 的 十) 切线 与 准 线 交 点 的 坐标 为 


-2 2 ， -| P| | 2 Dd 1 

( 2’ HII? + 
2 

=- |. .|4F|=1BF|. 


[证 二 ] 设 抛 物 线 色 =2p2 的 切线 P4 与 过 顶 
点 的 切线 交 于 点 @@ 过 切 点 了 P(2pt,，2p) 的 切线 方 
程 为 一 2iy 二 2p 一 0， 所 以 点 8 的 坐标 为 (0, pb》， 
直线 Ag 的 斜率 hyo= 一 25 而 过 点 一 的 切线 斜 
这 为 村， 7Q@1L4B 

[48|=|BY|, |4F|=|BF|. 

963， 过 抛物 线 =2pz(p>>0) 上 一 点 卫 作 抛物 线 的 切线 交 
5 轴 于 点 二, 点 也 为 抛物 线 焦点 . 求证 ， 
[PF|=|TF|. 

[证 ] 设 点 卫 的 坐标 为 (xo, yo), 则 过 点 了 
的 切线 方程 为 

yoy =P (K+), 
切线 和 2Z 轴 交 点 了 的 坐标 为 《一 xo, 0)， 


区 12 条 十 mo。， 又 | 玫 本 一 加 十 二 ,TPR 一 128 


864. 抛物 线 久 =22w 上 一 点 P, PM 垂直 于 w 轴 , 下 为 垂 
足 ; 过 线段 PM 的 中 点 慷 作 直 线 WQ 与 w 辅 平行 , 交 抛 物 线 


3107|=2lPM|. 


了 
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[证 ] 设 抛物 线 上 点 书 的 坐标 为 (2p 刀 20 则 点 型 的 举 标 为 (322 和 0)， 
点 N 的 坐标 为 (2pP，pb， 点 8 坐标 为 


工 3 ) 
( 守 pt 2 pt . 
'， 直线 MQ 的 方程 为 
2%+ 3iy — 4pt?=:0, 


成 了 坐标 为 


7(0, 59:). . Lo ， 
[LIPMI = 122 引 3107| =231DMT 
965. 抛物 线 的 对 称 轴 和 抛物 线 的 焦点 蓄 的 夹 角 为 0, 通 色 长 
为 1， 求证 焦点 弦 的 长 等 于 一 与 了 


[证 ] 设 抛物 线 方 程 为 六 2px， 则 焦点 为 了 (全 ，0) 焦点 弦 的 倾角 为 


一 上 
0. 下 全 点 中 的 参考 和 为 | 宁 二 084 代入 久 = 3pw 整理 得 
4 一 1Sin 0, 


六 Sin20 一 2pfcos 0 一 D2 一 0. 
“。 焦点 驴 长 = | 六 一 人 


= 
SID4 0 + 5 VN sin’ i 
2 。。、 
0 《” 通 径 长 1=2p). 


[说 有明] (41) 研究 直线 与 二 次 曲线 关系 时 ， 用 参数 式 直线 方程 常 较 简 
便 ， 本 题 如 果 用 点 斜 式 证 明 ， 应 注意 讨论 96=90° 这 种 情况 ，(2) 有 关 贺 
锥 曲线 的 焦点 弦 回 题 ,用 极 坐 标 解 也 较 方 便 ， 

966. 抛物 线 P=4az(a>>0) 的 轴 与 准 线 相 交 于 点 4, 过 点 4 
作 抛 物 线 割 线 4BC， 又 过 焦点 了 作 制 线 480 的 平行 线 交 抛 
物 线 于 点 人 @. 吾 ， 求 证: |4B| .140|=|Q@F|.|FR|. 

[分 析 ] 写 出 市 线 4BC 和 焦点 弦 WBE 的 参数 方程 ,利用 参数 i 的 几何 
意义 即 可 证 明 . 


8 证 明 题 589 


[证 ] 因 点 4 的 坐标 为 (一 4, 0)， 设 市 线 4BC 的 倾角 为 2 则 直线 
4BC 的 方程 为 
一 一 0 十 4cos0O 
{ ,teing | 
点 了 的 坐标 为 (a, 0), 焦点 弦 88EE 的 方程 为 
和 呈 


y=t 8in0 
把 曲 代入 妇 =4ac 得 寺 的 二 次 方程 t2gin?0~4atcos0+4a? 一 0 
2 
14B|.140|~- .把 加 代入 妨 =4oz, 得 六 的 二 次 方程 


ir2gsin20 一 4at'cos6 一 4a2 一 0 


| 一 4o2 | 4c3 
| 一 
即 QF|I: IFRI=|AB|:1ACT. 


967 . 4 是 抛物 线 F 一 2px 上 的 一 点 , BO 是 阜 直 于 zx 轴 的 一 
条 咏 . 直线 40 交 抛 物 线 的 轴 于 召 , 直线 4B 交 抛 物 线 的 轴 于 
D， 求 证 抛物 线 项 点 平分 线段 DE. > B 

[分 析 ] 证 明 D、B 两 点 的 横 坐 标 是 相反 数 ， A 

[证 ]」 设 点 B 的 坐标 为 (2p，2pt1)， 则 点 O 
的 坐标 为 (2p 并 一 2pt1)， 又 设 点 和 4 的 坐标 为 
(2pt2，2pto), 则 直线 B4 的 方程 为 

y 一 224 一 二 二 一 (一 20 约 ) 
直线 B4 和 3 轴 交 点 刀 的 坐标 为 (一 2ptttp，0)， 直线 C4 方程 为 
y — Apts = (7 一 2p 好 )， 
直线 04 和 zz 轴 交 点 五 的 坐标 为 (2ptito, 0)，'“D、 瑟 两 点 的 横 坐 标 是 
相 及 数 , 所 以 点 0 平分 线段 DB, 

968. 求证 抛物 线 上 任意 一 点 的 法 线 平分 过 此 点 的 焦 半 径 和 
过 此 点 的 直径 所 夹 的 角 . 

[分 析 ] 如 图 , PF 是 焦 半 径 , PK 是 直径 ，RPT 是 切线 , PB 是 法 线 . 
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.PK fz 轴 ,.“. LKPR= 人 人 FTP， 因此 ,要 证 明 w=oa, 只 要 证 明 
ZFEFPT= /ETD, 
即 证 明 |PF|=|FI7|. 

[证 一 ] 设 抛 物 线 方程 为 六 =2px， 古 为 焦 
尽 ; 了 (Xi1,Y1) 为 抛物 线 上 任意 一 点 , 过 点 卫 的 
切线 RPT 的 方程 为 yy 一 p(x 十 4), 切线 与 
2 轴 的 交点 了 坐标 为 (一 Xx1, 0), 于 是 


| 五 了 | 一 Xl 十 与， IPF'! 一 1 十 廓 ， 

~ [PF|I=|FT|I, LFPT= /FTP. x PK /zs 轴 ,… LKPR= /FTP= 
FPT. 而 LKPR+4Q1 一 人 FPT+mo 一 90°, .“. ad 一 a。 命 题 得 证 ， 

[证 二 ] 直径 PK 的 斜率 加 ==0, 法 线 PB 的 斜 康 如 = -J 焦 半 径 的 


斜率 加 = 一 4H， 于 是 


<21 一 力 
并 ] 一 无 
tg oi = 
SNT TTRh 
2 
tg a th PD 20-p 一 纺 (3zi 二 D) 多 
l+koks J]_W., 2y —p(2r1+p) pp' 
好 O71 一 如 
“» tga=tga, HH 0O<a<90°, 0<a<900° “al=a», 


969. 过 以 为 焦点 的 抛物 线 上 任意 两 点 P、Q@ 的 切线 相交 
于 上, 求证; 

PF= /QTH, 
LPTF= /TOF. 

[分 析 ] 因为 执 物 线 焦点 在 它 的 切线 上 的 射 
影 的 轨迹 是 抛物 线 过 顶点 的 切线 (参见 第 981 
题 )， 所 以 从 证 T、 有 .fAN 四 点 共 圆 入 手 . : 

[证 ] 设 抛物 线 方程 为 好 = 2pz， 过 抛物 线 硕 点 0 的 切线 ( 即 y 轴 ) 交 
TPTQ 于 点 了 L、N, 连结 FM、FN, 则 FM | PT, FN |_TO， 故 TM、F、 
NN 四 点 共 圆 ，L 人 NTF=ANMF， 又 过 点 卫 作 RTMNW， 垂 足 为 及 , 则 
KPfOF. 根据 抛物 线 光 学 性 质 ( 即 上 题 ), 有 人 MPEKE LTPF, 人 ANMF 


) 
天 
M 


$8. 证 明 题 591 


和 MPEK 均 与 APMR 互 余 ，.… LNMF= AMPK.、， 推 得 ZNITF= 
LTPF, 即 LOTF= 人 TPF， 同 理 可 证 LPTF~= 人 TYF. 

970. 过 抛物 线 上 两 点 P、Q 的 两 切线 交 于 点 了 J， 求证 (1) 
TP、TQ 在 焦点 了 所 张 的 角 相等 ， (2) | 了 TI” PP | AQ 
(3) 人 已 PYcP APFTE. 

[证 一 ] (了 DD) 设 抛 物 线 方程 为 六 ==2px， 点 了 
的 坐标 为 (2p 如 ,3p 如 ， 点 8 的 坐标 为 (2p8，2pt2)， 
两 切线 交点 了 的 作 (228t，2( 十 妇 )) ,直线 
PF 的 斜率 jpz= -2 直线 8F 的 斜率 zzr= 


本， 直线 TF 的 斜率 hos 一 字 针 十 对, 根据 直线 交角 公式 得 


_ 2( 一 t;) _ 23(t1—t2) 
tg AT 一 BAiFY™ Trt 


0</ZPFT<n, 0</TFO<, “. LPFT= /ThO, 


(2) |FP| =2p8 + 太 ，|FQ|=2p+ 太 ， 
[PT |? 一 (2ptits— $) 4p ty 

2 

一 让 如 十 祖 ( 共 十 坟 十 汪 - 


= 人 | 2pR+ 名 )= FP| .1rel. 


(3) * ZLPFT= /QFT, |FT|?=|FP|.|FQ1,T Tr" -i 


AFPTo APTO. 
[证 二 ] 设 YP、TQ 分 别 交 抛物 线 过 顶点 的 切线 于 4、B。， 由 上 题 可 知 
页 A、T、B 四 点 共 圆 , 且 LOTF=LTPF，LPTF=/ATQF， 即 得 
ZTFP= /TFO., ., AFPT~AFTO, |FT|:IFP|=|FQ|:|FTI, ] 
[FT|?= |FP|.|FQ|. : 
941， 过 以 了 了 为 焦点 的 抛物 线 上 三 点 4、B8.0O 的 切线 两 两 
相交 于 4'、 B80'， 求证 . 
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|FA|.|EFB|.|FO| 
一 | 74 7ZB EC 
[证 ] 根据 上 题 (2) 的 结论 有 
IFB'lI*=|1FA|. pa 
同 理 可 得 
|FO'|?= | FA|.|FBI, |FA'l?=|FB|. |FO|. 
三 式 相 乘 得 


上 14 有 EC = |FA) .1FBI?.|FC|’, 
|FAl:.|FB|.IFCO I=|FA).IFB|.|FC|. 
972， 经 过 抛物 线 准 线 上 的 一 点 引 两 条 切线 ,求证 准 线 
上 这 反 和 焦 护 连 线 与 准 线 的 夹 角 饭 切 线 平 分 ， 


[证 一 ] 设 抛物 线 方程 为 纺 =2px， 抛 物 线 
上 一 点 PC(2pl8，2p1)， 过 点 了 P 的 切线 方程 


为 2y=z 十 2pt 它 与 准 线 % 一 一 仿 交 于 点 
8@(- 号 - 卫 +pt )，FQ 的 直线 方程 为 


,-(- 诗 +t) 作 - 喜 直 
点 了 到 %8 的 距离 为 


D 


1 pt 
(于) -和 -各 Bt 十 -5 _ —Dt— 2pt3 — | 
了 
Vi+(:- 二 ) tr 
= Pt Et) 2 人 2 十 上 上 
SCI TI) Pr 


而 点 卫 到 准 线 距 离 为 2p2 十 三 ， .点 卫 到 8F 和 准 线 的 距离 相等 , PQ 
是 准 线 和 QF 夹 角 的 平分 线 . 

[证 二 ] 设 抛物 线 方 程 为 y==2pz， 过 准 线 人 2= -三 上 任意 一 反 印 
( -号 加) 作 两 切线 的 切 点 弦 PP 为 yy=p(z- 号 ) 总 过 人 点 (号 ,0). 


883. 证 明 题 593 


直线 9F 的 斜率 hos= 一 下 一 一 -人 P,QPPP， 设 点 P、P' 在 
-也 - 电 


准 线 上 的 射影 分 别 为 D、D'.“… |PF|=|PD], |PF|I=|PD'], .. PY、 
PQ 分 别 平 分 人 FQD 及 人 FQD'. 

973. 如 果 对 称 轴 互相 垂直 的 两 条 抛物 线 交 于 4、D、C、 忆 
四 上 点。 求证 四 边 形 480D 的 对 角 互 补 . 

[分 析 ] ”要 证 明 四 边 形 4B0D 的 对 角 互 补 ， 即 证 明 这 两 条 抛物 线 的 区 
点 共 圆 ,利用 曲线 方程 的 概念 即 可 得 证 . 

[证 ] 设 一 抛物 线 方程 为 ?=2p1x， 则 男 一 条 为 (% 一 mm)?=2p2(y 一 ?2)， 
它们 的 交点 4、B.0.D 的 坐标 为 Gt, ob) (i=1, 2, 3, 4)， 则 多 一 22012o 
(2 一 wm) ?二 2pa《y; 一 wn)。， 相 加 得 

EE 

Bp 《zs ys) (=1, 2, 3, 4) 适 合 贺 方程 

x2 + yo (2p1 + 2m)7— 2py + m+2p2on =0., 
因此 四 地形 4BCD 为 圆 内 接 四 边 形 , 其 对 角 互 衬 . 

974， 设 抛物 线 仿 =4aw 与 圆 有 四 个 交点 了 P、Q@、 BS， 求证. 
RD PR、QS, PS、QR 三 组 直线 与 对 ? 
称 轴 的 倾角 分 别 互 补 . 

[分 析 ] ”和 欲 证 PQ、RS 与 轴 的 倾角 互补 , 只 要 证 
明 它 们 的 斜率 互 为 相反 数 . 人 了 


(at 3at)、g ob，20t) 的 连 线 斜率 为 一 -一 


Er 


2ats)、S (ci 2ats) 连 线 的 斜率 为 二 二 -二 一 , 因而 只 要 证 明 二 二 Tr 


-二 一 一 一 , 即 三 十 妇 十 四 寸 而 一 0， 利 用 了 、8、B、5 四 点 共 贺 的 条 件 以 及 韦 
3 


达 定 理 , 即 可 得 证 ， 
[证 ] 设 P.Q、R、S 四 点 的 坐标 为 (qj ，2at?) (i 二 1 2, 3, 4)、 如 果 此 
四 点 为 圆 必 十 妨 十 Dz 十 By 十 了 =0 和 抛物 线 的 交 扩 , 则 
(ati)2+ (Dat) + Datt) + Edat) +t F=0, 
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BE a + (da2-taD) i +t Bt + FF=0. 
tsa、t3、ty 是 方程 a2t 十 (4 十 gD) 六 十 24B1 填 了 二 0 的 根 ， 
由 者 达 定 理 得 女 十 2 十 i 二 二 0， 即 轿 十 友 一 一 (十 ty)， 

fF@、ES 的 斜率 分 别 为 


20( 电 一 如) _ 4 天， 一 2 _ 2 
dt) Htto 二 让 tto 


“jpgs 一 bas， 故 PO、RS 与 对 称 轴 的 倾角 互补 ， 间 理 可 证 : PR、@35， 
PS.QR 与 轴 的 倾角 互补 . 

945.， 已 知 抛物 线 系 ,y 一 十 (2m 十 1)z 十 m2 一 1, 求 证， (1) 不 
论 m 是 何 值 ， 抛物线 的 顶点 在 同一 直线 1 上 ; (2) 任 一 平行 于 
( 且 与 抛物 线 相交 的 直线 被 各 抛物 线 截 得 的 线段 相等 . 

[分 析 ] 只 要 求 得 抛物 线 的 顶点 坐标 对 于 mm 的 依赖 关系 ,然后 消去 mm 
即 得 直线 1 的 方程 ， 要 证 平行 于 1 的 直线 被 各 抛物 线 截 得 的 线段 相等 ,只 
要 证 明 名 线段 在 = 轴 上 射影 相等 

[证 ] (1) 将 抛物 线 系 方程 化 为 (y+ 子 十 mw) 一 (z+m 二 于】 。… 顶点 

z 十 ?十 二 =0 
村 江 | 5 消去 m 得 2-% 一 下 ~0， 因 此 不 论 mm 取 何 


Apo 一 


值 ,抛物 线 项 点 总 在 同一 直线 47- 秘 ~3=0 上 . 
(3) 任 一 平行 于 7 的 直线 ?的 方程 为 一 y+b 一 0， 抛物 线 与 ?的 交点 坐 
_ 2 一 V 十 D 一 0 
标 满 足 | Y =X 2m+1) r+ mi 1, 
人 一 2 


消去 风 得 2 十 2mz 十 m2 一 1 一 0 二 0， 


则 


214 :23 一 入 2 一 了 一 D 
2 一 23| 一 V (v1 3) — Arire 
一 MY dm ~ dm 10) =2Vito. 
{x4 一 22| 是 直线 ?被 各 抛物 线 所 截 得 的 线段 在 zx 轴 上 的 射影 ， 它 与 mw 无 
关 , 即 不 论 取 何 值 ， 所 得 抛物 线 在 ! 上 截 得 的 线段 在 z 轴 上 的 射影 都 
相等 , 故 各 截 得 线段 也 都 相等 ， 
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976.， 过 抛物 线 一 纺 4B 的 中 点 平行 于 对 称 轴 的 直线 与 抛物 
线 交 于 点 P, 过 点 了 的 切线 为 PT, 求 证 , PT /4B. 


[证 一 ] 设 抛 物 线 方程 为 ?一 2px, 驴 4B 的 
方程 为 y=hw 十 bW% 闪 0), 以 x 一 世代 入 抛物 
线 方程 得 9 ?一 2p Loo, BY ky? _ 24 206 0 
此 方程 的 两 根 yi, ys 是 点 4、B 的 纵 坐标 , 故 
4B 中 点 开 的 纵 坐 标 为 wu 一 二 (二 gp) 一 
即 点 卫 的 纵 坐标 yo 也 为 计 ， 而 过 点 卫 的 切线 斜率 为 -一 


PT ] 48 
[证 二 ] 设 抛物 线 方程 为 六 ==2pz， 弦 4B 两 端的 玲 标 为 人 21 0)、 


Bkxo, Yy2)， 其 中 点 用 的 纵 坐 标 为 yu~ Yt ys), 2 PF 的 纵 坐 标 为 
yp— ty). 过 点 的 切线 的 斜率 为 ni ET ; 而 弦 48 的 


2 
斜 k= = 一 一 一 一 DP ，…， PTJAB 
TT nm PE Ta 


[说 明 ] 抛物 线 信 一 3 中 和 斜 康 为 的 平行 弦 的 中 点 轨迹 是 所 物 线 的 
直径 , 它 是 平行 于 对 称 轴 的 射线 ， 本 题 中 , 点 卫 的 切线 PT 可 看 作 是 这 些 
平行 弦 所 在 直线 的 一 个 极限 位 置 . 


8977 过 抛物 线 久 =-2pz 的 焦点 了 ， 作 直线 与 抛物 线 的 任 一 
切线 径直 ， 则 此 直线 与 准 线 的 交点 A 和 切 点 卫 的 连 线 必 平行 
于 此 抛物 线 的 对 称 轴 . 

[证 ] 设 抛物 线 多 一 2pz 任意 一 切线 的 切 点 为 
PC2 91); 则 切线 方程 为 yy = 二 p(X 十 21), 过 焦点 于 
与 此 切线 垂直 的 直线 方程 为 gx 十 py 一 全 角 …@， 
准 线 方程 为 z= 一 与 …@， 解 方程 与 回 ， 得 
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它们 的 交点 为 Y{ -号 , 乓 )，… 加 =gr，… PN 平行 于 抛物 线 的 对 称 灿 。 


978， 抛 物 线 的 四 条 切线 作成 四 边 形 , 则 此 四 边 形 对 角 线 中 反 


的 连 线 与 抛物 线 的 轴 平 行 . 

[分 析 ] “ 求 册 四边形 的 四 个 顶点 坐标 , 即 可 得 证 . 

[证 ] 设 抛 物 线 方程 为 好 = 2pz。 四 条 切线 的 切 点 坐标 为 (2ptf, 2pte) 
(Gi 二 1, 2, 3, 4), 四 条 切线 方程 为 * 一 2;y 十 2p 二 =0, 四 切线 组 成 的 四 
沪 形 的 四 个 顶点 坐标 分 别 为 ，A C3piriz, p(ti+io))、B(2pizts, p(ts 十 t3))、 
CC2ptats, p(s 十 刀 ))、DC2ptst1, p(t 十 碟 ))， 对 角 线 40、BD 的 中 点 至、 人 
的 纵 坐 标 分 别 为 ，Yx== 与 (和 十 加 十 妇 十 如 )， gr 一 与 (把 十 妇 十 让 十条 
“yx 一 Yw，.. MN /抛物 线 的 轴 . 

[说 明 ] 凡 涉 及 抛物 线 的 内 接 三 角形 , 或 切线 构成 的 三 角形 、 四边形 性 
质 的 问题 用 抛物 线 的 参数 方程 ,可 使 证 明 过 程 简 化 . 


979. 已 知 两 条 抛物 线 V= cao2,， 9 一 os， 过 原点 0 引 与 这 两 
条 抛物 线 都 相交 的 直线 QAs41.0B3B1、00Cs01 与 这 两 条 抛物 线 
的 交点 分 别 为 A1、4s,， Bi、Ba, O1、0Csa.、 (求证; A1Bi /AaBs; 
(2) 求 Sac :Sa4mo0, 的 值 . 


[ 解 ] (I) 设 过 原点 的 直线 041、.0B1、0C1 的 

方程 为 4 一 Ni7，2=1o0, 9 一 paz。 则 它们 与 两 抛 
kx 1 k Je? 

斩 线 交点 为 | ， 公仆 .43 (2 了 ) 已 


Ka 全 B， (之 全 1 0 (2 地) 0; 
1 Ol Qa Ca 1 ul 


fea a ) “1 _ VB ~ Ya, _. Yn, ~ Ya, 

(名, Bm) Ds = 1 + hy, Wp sg + fs, 
A1B1 1 AsB,. 

(分 同 理 可 得 ，B101 /B03, C141 1 C54 .“. 和 人 A1B101 c 人 43DB23、 


7 7 IN EE 
Ch /TW)7。 类 
1 it [az | 
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似 地 ，| 4sBa| a CR Sahm0, : Soapp, — 
| A1B11°%: | 42B2]? = 2 


980. 设 441 4s、…'Ae 为 抛物 线 y=az? 上 的 六 个 点 , 且 A4149Y 
4445，4a4a 1 4546、 求 证 : As4s 1 464:. 


[证 ] 设 点 4 的 坐标 为 (2，bD) 0 一 二 2，…，6》 则 
4 QZ 一 01) 
fa 4， 一 op ~ 一 GZ) 十 0)。 | 
由 A14， 444s, 得 Ka 4A,s™— Ra,a,, 即 zi1+ T= T+ ts; 
由 A24s / 4s4e, 得 44 一 /44， 即 Za 十 2o 一 26 十 25， 


于 是 44 一 4 十 2) 一 0L(za 十 红 一 人 56) 十 (xz6 十 站 一 20)] = altet+ 1) = 
Eada .+ 4334414641. 


381.， 从 抛物 线 指 焦 点 向 它 的 任意 切线 作 垂 线 ， 求 证 其 重 足 
一 定 在 过 抛物 线 顶 点 的 切线 上 . 


[和 证] 设 抛物 线 方程 为 池 =2px， 过 抛物 线 上 任意 一 点 P(xzo，gwoy 的 
切线 方程 为 oy 一 pz 二 zo)， 过 焦点 (各 ，0) 向 切线 引 生 线 的 方程 为 y= 
yoy = p(T vo) 


-全 r+-9， 它们 的 交 点 满足 1, ~ -各 c+ 和 名 消去 y, 得 pz 十 pzo 


+ 如 -如 一 0， 将 奶 =2pxo 代入 ， 得 2z 十 pm 十 2xoz 一 pxo 一 0， 即 


(p+220)X 一 0。 而 Bp 十 270 生 0, 歼 2=0. 

[说 明 ] 本题 和 下 列 轨 迹 题 相同 , 过 抛物 线 的 焦点 向 抛物 线 的 动 切线 引 
垂 线 , 则 垂 足 的 轨迹 为 过 抛物 线 顶点 的 切线 。 也 可 改 为 ; 扫 物 线 的 任意 切 
线 与 抛物 线 过 项 点 的 切线 的 交点 和 焦点 的 连 线 与 切线 垂直 . 


382. 证 明 ，( 了 过 抛物 线 多 = 222 的 准 线 上 任 一 点 所 作 的 两 


条 切线 互相 垂直 ;〈2) 过 抛物 线 焦点 弦 两 端 所 作 的 两 条 切线 其 交 
点 必 在 它 的 准 线 上 ， 
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[证 ] (1) 没准 续 上 点 为 (下 下 wm) 过 此 点 的 直线 yh(o+ 喇 ) 
+yo, 即 5= 一 于 一 如 代入 妨 =2pz， 得 hy? 一 2py + 2pyo 十 Rp? 二 0. 
其 判别 式 4= 细 ?一 入 (2pyo 填 Bp?)=0， 整 理 得 2p? 十 2pyok 一 2 二 0， 则 
hh 一 一 1，。 “及 、 有 a 是 过 点 ( 一 如, yo) 与 抛物 线 相 切 的 两 历 线 的 斜率 ， 
故 两 切线 互相 垂直 ， 

(2) 点 (xzo yo) 关 于 抛物 线 的 切 点 弦 方 程 为 yoy ==p(《z 十 x0), 如 果 切 点 弦 
过 焦点 ( 丘 ,0), 则 p( 各 + )=0, 故 四 = 名, 即 两 切线 交点 (xo, yo) 在 


准 线 上 . 
[说 明 ] 抛物 线 两 互相 垂直 切线 交点 的 轨迹 为 抛物 线 的 准 线 , 且 两 切 点 
连 线 过 焦点 ， 


983. 和 “2p% 焦 太 玉 的 直线 与 争 物 线 交 于 点 4、 


1 2 
B 2 
求证 : 7 “TFBT pp 


[分 析 ] 用 参数 表示 抛物 线 上 两 点 4、B 的 坐标 , 根据 直线 4B 过 焦点 
,可 确定 4 五 对 应 的 参数 之 间 关 系 , 再 计算 焦 半 径 即 得 证 
[证 一 ] 设 AB 两 点 坐标 为 (2pt?， 2pt1)、 (2pt3, 2pts), 则 


[FA| 一 2p 闪 十 性 | 五 如 | 一 22 冯 十 与 


“4B 过 焦点 卫生 ,0)，.…. = 生 , 9 一 0 满足 过 4 了 两 点 连 线 方 各 
XT— (t+ta)y+ 2pt1t2=0, 


即 得 t1° 12 ~— -元 
1 1 1 1 
Ta 5 To 


22 友 十 272 妆 十 三 


4[2( 疗 十 胡 ) 十 4] 
DL1641t2 十 4( 杂 十 襄 ) 十 | 
4 [2G7+2)+1] 2 


| 


p [4(#+)+2] »* 


bo 
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[证 二 ] 建立 极 坐 标 系 , 使 抛物 线 方程 为 p= 一 全 - 亡 ， 点 和 4 的 极 兴 


标 为 (pi fi)， 点 吾 的 极 坐 标 为 (pa，m 十 如)， 
1 1 1 1 1-ec8s0 ,ilitcs0 2 
IpA| El pr pb 2 D » 


[说 明 ] 只 涉及 二 次 曲线 焦点 弦 的 问题 ,用 极 坐 标 一 般 较 为 方便 . 


384. 从 抛物 线 对 称 轴 上 与 焦点 等 距离 的 两 点 4、B 作 抛物 
线 的 任 一 切线 的 愤 线 .证 明 垂 线 长 的 平方 差 与 |4B| 之 比 是 一 
个 季 数 ， 


[证 ] 设 抛物 线 的 方程 为 好 一 2pm%， 过 抛物 线 上 任 
一 成 了 (zo, Yo) 的 切线 方程 为 yoy 一 p(z 十 zo)， 距 焦点 
等 距离 a(a0) 的 对 称 轴 上 两 点 为 4( 备 +a，0) 和 
B (各 -a，0) 这 两 点 到 切线 距离 平方 益 为 


站 | | em zo) | 


oo 
V P+ V+ 
~ Pp+2r0) .20 _ 3220 十 2zo) ay 
一 二 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 200， 
2 十 级 2 十 030 
故 (di ~42) :1 4AB|=224p:24=7. 


985. 在 抛物 线 g= 上 的 任 一 点 书 ( 原 点 除外 ) 引 切 线 7 和 
2 轴 、9 轴 分 别 交 于 点 Q、 也 求证 ，| 了 PB :|PQ| 为 定 值 . 


[分 析 ] 因 一 直线 上 两 线段 之 比 都 可 化 为 它们 
在 轴 上 或 4 轴 上 的 射影 之 比 , 故 写 出 过 点 书 的 切 
线 方程 , 由 点 9、 忆 的 横 坐 标 之 比 即 可 证 得 . 

[证 ] 设 抛物 线 y= 吧 上 任 一 点 王 的 坐标 为 
(tu 克 为 寺 0, 过 点 卫 的 切线 1 的 方程 为 za 一 了 名， 
直线 1 与 £ 轴 、y 轴 的 交点 @、 瑟 的 横 坐 标 分 别 为 巡 、0， 因 PR 与 PQ 之 


比 等 于 其 在 zx 轴 上 投影 之 比 , 故 [PR|:1P8|=1io 一 0|: 


to 
一 - 一 -一 分 
to 5 。 
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986. 抛物 线 多 一 2p2 的 任 一 切线 交 过 顶点 的 切线 于 点 用 , 交 
过 定点 Q@Q, 0) 且 与 % 轴 垂直 的 直线 于 点 W， 求 证 ， 自 点 改 到 
以 QV 为 直 各 之 圆 的 切线 长 | 必 T| 为 定 值 . 

[分 析 ] 过 顶点 的 切线 (y 轴 ) 与 直线 8N 是 确定 的 , 而 抛物 线 的 切线 
随 切 点 位 置 不 同 而 变动 ， 故 可 取 切 点 坐标 为 参数 . 推 证 . 

[证 ] 设 过 扫 物 线 上 任 一 点 (2pt?, 2pD) 的 切线 。 于 jw 
方程 为 £2 一 2iy 十 2pt? 一 0， 它 与 过 抛物 线 顶 点 的 
切线 的 交点 坐标 为 到 (0，2 鸭 ; 交 过 定点 @Q, 0) M 
且 与 轴 垂 直 的 直线 于 点 Y 人 亩 (Q+2p 罗 )， ON、 So 
则 以 We 为 直径 的 圆 方程 为 


1+ 2pt2 


yd— ~ 
y_\, 一 一 光一 )-- 
(7) ( 了 一 , 


即 芒 一 二 32 一 y++(w 一 1)? 一 0， 故 点 到 (0, pi) 到 加 的 切线 长 的 平方 


MT (ph? 一 开 32. pt+W 一 PP 一 分 ( 定 值 )， 
即 切线 长 为 定 值 . 本 题 只 有 当 ?之 分 时 才 有 意义 . 


887 .过 抛物 线 y =22z 内 任意 一 点 用 (wo, yo) 作 抛物 线 的 法 
线 最 多 能 作 几 条 ? 并 证 明 这 几 条 法 线 与 抛物 线 的 交点 纵 坐 标 之 
和 为 零 ， 


[分 析 ] 利用 抛物 线 的 法 线 过 点 好 的 条 件 以 及 代数 基本 定理 和 韦 达 定 
理 即 可 得 证 ， 

[证 ] 过 抛物 线 多 一 2pz 上 一 点 《22 如 ，22 有 的 法 线 方程 为 322 二 9> 
4 让 十 2pi。',” 法 线 过 点 到 (zu yo)，.“，4p 攻 十 2(p 一 00)t 一 tp 二 0.…@， 方 
程 D 是 t 的 三 次 方程 , 最 多 存在 三 个 实 根 ; 六、 因 、 轨 ， 故 过 点 ML 最 多 能 作 
三 条 半 线 ， 这 三 条 法 线 与 抛物 线 的 交点 坐标 为 (2p 贡 , 2p0) 1 二 1,，2,，3), 根 
据 韦 达 定理 ,有 2 十 2pb 十 2pba 一 2p (十 加 十 纪 ) 一 0。 即 交 点 纵 坐 标 之 和 
为 零 . 
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988， 求 证 以 描 物 线 的 焦点 蕊 为 直径 的 加 和 抛物 线 的 准 线 相 
切 ， 

[分 析 ] 证 明 焦 点 驼 PiPy 的 中 点 到 准 线 的 距 
离 等 于 去 |PiPs| 即 可 . 


[证 上 」 设 所 和 愧 线 方程 为 多 一 302， 焦点 骇 PifP， 
两 端 坐 标 为 Pi(w, Y1)、 Pa(Y, yy2), 则 2 的 中 点 


M 的 横 坐标 为 zu 一 于 (si+)， 点 到 到 准 线 


z+ 太一 0 的 距离 为 d= 二 《21 十 2) 十 与 。 而 |PiPs| = |PiF| + |PaF] = 
zc1+ty 十 p，.". d= 二 |PiPs|、 即 以 PPs 为 直径 之 加 的 中 心 MK 到 准 线 的 
距离 等 于 半径 , 故此 圆 与 准 线 相 切 . 

[说 明 ] ”本题 也 可 用 综合 法 证 明 。 了 7D 为 梯形 PiDiDsP 的 中 位 线 ， 又 
PP = 1PiDi|, |PsF| 一 1PsDa|， 即 可 推 得 |1DMI = 二 1PiPs. 


989， 抛 物 线 几 = 2pz 的 内 接 三 角形 有 两 边 与 抛物 线 妇 = 
38% 相 切 ,证 明 这 个 三 角形 的 第 三 边 也 与 ”= 2gy 相 切 . 


[分 析 一 ] 为 证 本 题 , 需 写 出 三 角形 的 三 边 方程 ， 为 此 , 可 先 假设 三 个 
顶点 的 坐标 , 从 而 写 出 三 边 方程 , 再 利用 直线 与 抛物 线 相 切 的 充 要 条 件 证 
之 . 

[证 一 ]】 设 抛物 线 妈 = 2pz 的 内 接 人 414s43 三 顶点 4 的 学 标 为 (3pt3， 
2pti) (i 一 1, 2 3)， 且 414s、424; 与 抛物 线 x?=29y 相 切 , 故 4， 均 不 能 位 
于 原点 ， 并 如 43、424s 都 不 可 能 与 抛物 线 2?=2gy 的 对 称 轴 ( 即 y 轴 ) 平 
行 ， 即 加 办 0 此 十 加 尖 0， 妇 十 四 寺 0， 且 雯 、 为 、 妇 两 两 互 不 相等 ， 十 是 直线 


_ 2 ek 7 9 了 . 
414; 的 方程 为 Y 一 220 纪 BCE 2pti), BP y ne (£ + 2pt1to) 


DW， 以 名 代入 方程 ?~29y, 并 化 简 得 (页 十) 一 2gx 一 4pqity =0. 
… 直线 414 与 抛物 线 人 2 一 2gy 相 切 ,… 4=0, 即 q?++4pqiitaGi 芋 ty) ==0.… 
凶 . 又 因 直线 434s 与 抛物 线 妇 一 299 相 切 , 故 人 2 十 40gtata( 妇 十 才 ) 二 0.…@， 
显然 ，2 关 0，g 关 0， 则 由 国 、 图 消去 2、Q& 得 tty(ti 填 to) 一 轨 13《b 十 加 )， 
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即 toCti 一 tj) (1 十 ts 十 ta3)=0， 但 妈 隆 0, 磋 才 纪 ，., 生 十 和 十 娩 = 二 0, 寻 十 如 一 
一 让， 代入 四 ,得 9g? 一 4pqiitsta 二 0, 且 妇 十 t= 二 一 相 \ y 


计 0， 故 直线 4;41 的 方程 为 UT Ct api), x2 二 294) 
即 y= -到 Ce+2pta 代入 方程 ?= 24y, 化 简 


得 jzx pa “A= -hpgiitata—0, 
`. 直线 4341 也 与 抛物 线 必 二 24y 相 切 . 


[分 析 二 如 
改 抛物 线 2 二 29y 的 斜率 为 = 的 切线 方程 可 写成 z= 友 十 总 pT 利用 它 


过 4,( 2pb, 3p 的 条 件 ,可 直接 得 出 414;s 与 2 一 29y 相 切 的 充 要 条 件 . 
[证 二 ] 因 414; 与 抛物 线 必 ==29y 相 切 , 故 其 方程 可 设 为 2=hy 十 


pi 由 @ 通过 A,(2p&,， 2pt) (= 二 分 ， 可 知 妨 、ta 是 方程 20 妨 一 


hb.2pt 十 芒 ， 即 多 ht? 一 ph34 一 9 一 0 的 两 根 。 … 姓 十 和 一 用 一 本 入 


消去 b, 即 得 414s 与 ?=2gy 相 切 的 充 要 条 件 ，9== 一 4pfiia( 寻 十 志 )…@. 
同 理 ，424; 与 =29y 相 切 的 充 妥 条 件 为 9 一 ~ 4ptots(tatt3)' (3), 
余 同 [证 一 ]. 

[说 明 ] 本 题 还 可 这 样 考虑 ， 点 4,(2pit, 2pt) (二 1, 2, 3) 关 于 抛物 线 
x 二 29y 的 三 条 极 线 为 2pfiz 二 9(y 十 2pis)。 从 此 可 得 41、4s 的 极 线 交点 


ontit _ Dptot 
Bs( 9 ea _ B:( 一 2 pat 
3 和 4s、43 的 极 线 交 点 Bi pi ti 由 


于 4142、4As4d3 切 x2*=29y 于 Ba、Bi, 故 Ba、 Bi 在 ==29y 上 ， 从 而 推出 
三 极 线 组 成 的 入 B182B3 的 男 一 项 点 Bs 也 在 229y 上 ， 因 过 到 一 299 
上 一 点 B83 的 切线 是 唯一 的 , 故 43、Bs、41 三 点 共 线 , 即 4341 与 x23=29y 
相 切 ， 反 之 , 同样 可 证 :“ 者 性 =399% 的 外 切 人 414。43 的 两 个 顶点 在 妈 = 
2pzx 上 , 则 第 三 个 顶点 也 在 =2px 上 .” 


990， 设 抛物 线 沪 =4 押 (vw 一 9) 与 =499 相 切 ， 求 证 ，4a3 == 
27pg3*(p、g、4 均 不 为 零 )， 


1 解 ] 设 两 掀 物 线 的 切 点 为 (zo， J 刚 ] 4 一 40(zo ~ a), Zi = 
4qyo… 罗 。 过 和 点 (Xo, Yo) 抛物 线 妈 = 牧 你 一) 的 切线 方程 为 2px 一 yoy 十 


y= 2 px 


88. 证 当 通 603 


2020 一 4op 一 0， 二 4qy 的 切线 方程 为 02-39y 一 2000 一 0… 作 . 
`“ 切线 轿 、 国 重合，… V0 二 4p9… 回 ， 册 XxX 回 ， 得 zi 一 [62p9(zoyo 一 
xjo)… 人 人， 加 代入 @， 得 16p2g? = 16pg (4pq 一 ayo)， 显 然 pq 六 0， 


、 ， 4 
“一 了 2 民 .…， 回 代入 @, 得 wp 一 各 …@， 回 、 加 代入 @, 得 
2 
4g + 2, WT ds—27pg’ 


991. 设 PQ 为 圆 十 六 =7? 的 平行 于 2 轴 的 纺 ， 圆 心 到 PQ 
的 距离 为 w 求证 ， 几 被 P9 平分 的 此 贺 的 弦 , 都 与 同一 抛物 线 
十 4a(Yy 一 Q) 一 0 相 切 . 

[证 ] 如 图, 设 被 PQ@ 平分 于 点 及 的 弦 为 4B， 
并 取 ALV0M 一 0 为 参数 , 则 4B 所 在 直线 的 方程 为 
y 一 Q 一 (~actg 0)-tg(0+ 吾 ) By—a= ~xcte0 
十 actg*0… 史 ,从 抛物 线 方程 +a (ya) 一 0.…@ 
得 y~a 一 一 子 , 代 入 @, 得 2-4arctg0+4a?otg*g 一 0, 即 (4 一 22ctg 0)? 
一 0。 故 直线 @ 与 抛物 线 @ 的 两 交点 重合 ， 即 直 线 @ 必 与 抛物 线 @@ 
相 切 . 

身 

992、 试 确定 m、n 的 取 值 范围 ,使 椭圆 乞 十 多 -- 工 与 抛物 

线 9 一 光 一色 有 四 个 交点 , 并 证 明 四 个 交点 共 圆 . 


[ 解 ] 显然 , n>0. 将 y= 一 m 代入 椭 贺 方程 , 得 

723 十 (9 一 2027)02 十 2 一 9 一 0 

则 椭圆 与 抛物 线 有 四 个 交点 的 充 要 条 件 是 同时 满足 
4>0， 即 m< +...0); m?—9>0..®; 9~2mn<0.…®. 


由 @@ 得 n>-2>0, 故 又 由 @ 得 p>3-…@， 当 地 ->3, 即 %< 计 时 , 上 


述 不 等 式 组 无 解 ; 当地 -<3, 即 %> 邓 时 , 由 @、@ 得 3<m< 名 +8 


放 当 3<m< 了 + 且 m> 襄 时 ， 沸 和 扫 物 线 有 四 个 交 二 
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若 抛物 线 与 梯 加 有 四 个 交点 , 则 过 四 个 交点 的 圆锥 曲线 为 927 十 ny? -9 
+AYy—T +m) =0, TO— Nr+ny + y+ Am ~ n=0..®, 邻 9— 和 =n, 
则 A=9 一 p， 代 入 @@， 得 贺 方 程 nc? 二 ny? 一 (m9)y 一 9 一 mn-9)m=0， 
此 泗 过 四 个 交点 , 即 四 个 交点 共 图 . 


993. 抛物 线 的 外 切 三 角形 的 外 接 圆 必 过 其 焦点 ， 


[分 析 ] 欲 证 抛物 线 六 =4az 的 外 切 三 角形 
4BC 的 外 接 圆 过 焦点 了 ,可 从 证 LBAC、LBFC 
互补 入 手 。 利用 已 知 切 点 (att，22 刀 的 切线 方程 与 
=tga,(i==1, 2 3) 证明 t 志 LBAC+tg BFC 0 
即 可 ， 也 可 利用 第 969 题 ,直接 证 明 人 BAC+ 
ZBFO=180°, 

[证 一 ]」 设 抛物 线 纺 =4az 的 外 切 三 角形 4BC 
三 边 40、4B.BO 的 切 点 为 PCat?, 24t)) Gi=1, 2, 
3). 令 = 霹 oy 三 边 的 方程 分 别 为 z 一 志 十 哩 一 0. 


i 1 
tg /BAO—— tog(g ay). 
tito 
点 B.C 的 坐标 为 (atota, a(ta 填 ta))、(atatt,， a(ts 十 妇 ))，BF 的 斜率 
ksp— ti) ti 一 - 谨 (ae 十 o%) 一 经 ( 一 aa 一 oo)， 
Qtata—a 1 — tato 


同 理 , for=tg( 一 Ql 一 03). 
Kpr—k co(—aQ2—03)—te(—as—a 
~—tg(~as—ast+ast+a) =tg(—at+a1). 
te /BAC +te /BFO=te(ao—ai) +tg(—~ast+ar) =0, 
故 ZBAC 与 ZBFC 互补 , 即 4、B、F、C 四 扣 共 圆 , 亦 即 人 4BC 的 外 按 
加 过 抛物 线 的 焦点 瑟 ， 著 上 述 闪 中 有 一 为 零 , 其 证 明 见 第 969 题 . 

[证 二 ] 根据 第 969、970 题 的 结论 可 得 : 人 BAF= 人 APF, ALC4F = 
/APsF', BH AAFPi= .481P ACFP= /CFP=a, LBFPs= /ABEP; 
= BB 令 /AFPs=y, /LAAFB=6, Wy +o= B.D) 24+ y=B+ 
5.… 四 ， 以 中 代入 回 得 2z 一 26，… LBAF 6TB+ 人 人 AFF =180°, 


8$2. 证 时 题 605 


ADB4P 二 AC4 LBFPs+ LOFPs=180°, 有 LBAC+ LBFO 
二 180?.，.“、4,B、 了 FC 四 点 共 圆 . 


994. 求证 抛物 线 在 顶点 张 直角 的 总 必 过 一 定点 . 


[分 析 一 ] 人 设 抛物 线 在 顶点 张 直角 的 弦 为 P8, 则 直线 PQ 的 方程 决定 
于 直线 OP 的 斜率 , 把 直线 OP 的 斜率 设 定 , 则 直线 
人 8 方程 可 求 出 ,再 证 明 P8& 过 定点 . 

[证 一 」] 设 抛物 线 方程 为 六 =2pzx， 抛 物 线 在 项 
扩张 直角 的 弦 为 P89。 若 直 线 OP 的 斜 案 为 则 


1V 一 0 , 
直线 OP 的 方程 为 y=kx. 解 方程 组 |，_， 得 
0 上 321 DX, 
TT 2 十 dp 2p 由 中 中 
[oa 2，。 故 点 卫 的 坐标 为 (区 。 了 )，…… 09 上 OP，.… 直线 
一 


gg 一 一 了 Z 一 0 X 一 2013 
pai, 得 1 ,0 | y= — 2pk, 
改 点 入 的 坐标 为 (2pp2， 一 2p4)， 直线 PQ 的 方程 为 y(1 一 29) 一 ht 十 3p% 
一 0, 即 1 一 KD 一 k(z 一 2p) 二 0…@H， 当 z=2p, y=0 时 , @ 式 对 于 任 
意 太 都 成 立 。 .. 直线 过 定点 (2p, 0). 

[分 析 二 ] 弦 Pe 的 方程 可 由 P.@ 两 点 的 坐标 确定 ， 若 点 P、Q 坐标 用 
参数 六、 如 表示 ， 求 出 直线 PQ 的 方程 、 再 根据 弦 PQ 在 抛物 线 顶 点 张 直 
角 的 条 件 可 得 只 含 一 个 参数 的 Pe 方程 , 进而 证 PQ 过 一 定点 ， 

[证 二 」 设 弦 P8& 的 端点 为 PC2p 好 ，2pt1)、Q(2p 如 ，2pt2), 则 弦 PQ 所 在 


的 直线 方程 为 xz 一 (三 十 bg 十 2pbb 一 0 OP109, .… 元 元 一 一 即 
红 i'to= 一 1。 直线 PQ 方程 简化 为 zx 一 (+ 四)yg -2p=0， 若 令 
- (H 十 二 ) 一 和 则 直线 PQ 方程 可 化 为 (+ 一 2p)+Ay=0， 它 是 过 两 直线 
xz 一 2 如 一 0,y=0 的 交点 (2p, 0) 的 直线 系 方程 ， 故 直线 PQ 过 定点 (2p, 0)、 

595. 若 过 两 执 物 线 y=w? 一 2w 十 9 和 yb 一 一 妇 十 cz 十 的 一 
个 交点 上 的 切线 互相 垂直 , 求证 抛物 线 y= 一 十 az 二 5 过 定 
太 @， 并 求 点 @ 坐标 


0@ 的 方程 为 y= -二 %, 名 组 | 
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[分 析 ] 和 欲 证 掀 物 线 y= 二 一 2 二 ax 十 b 过 定点 旬 ， 须 找 出 a.5 之 间 的 关 
系 ， 由 两 抛物 线 在 交点 处 的 切线 互相 垂直 求 出 a、2 间 的 关系 ,然后 证 之 . 
[证 ] ” 设 扼 物 线 y= 二 2? 一 2x 十 2.…@ 和 抛物 线 yy 一 一 吧 十 ad 十 D 地 的 


交点 卫 的 坐标 为 (2 级 》， 这 扣 了 的 抛物 线 四 的 切线 方程 是 “3 ~ 
218 一 (2 十 Zi 十 2 即 y-Z(23 一 2710) 十 Wi 十 201 一 4 一 0; 过 点 也 的 抛物 线 
@ 的 切线 方程 是 -做 = 一 oz 十 2 二 2 十 包 即 十 2(2mi 一 0) 十 作 一 


ax 一 2 一 0 因为 这 两 条 切线 互相 一 站，.… (221 一 2 一 201) 二 一 14， 却 
42 一 (4 二 2a) 二 2x 一 L=0… 国 ， “点 卫 是 两 抛物 线 交 点 , 故 坊 二 71 一 
2zi 十 3 和 仿 一 一 44 十 ca 十 D， 从 两 式 中 消去 Vi， 得 221 一 (2 十 0)Ki 十 2 一 0 
-0… 轩 由 国 . 因 消去 ml 得 24+%-5=0, 即 0= 世 各， 故 抛物 线 
@ 的 方程 为 y= tar +0, 即 yt D)- 0， 所 以 


抛物 线 @ 总 过 曲线 - 思 一 4 十 于 =0 和 < 一 1~0 的 交点 (1 可) 即 不 论 
4 取 何 值 ,抛物线 总 过 定点 @(1， 忌 ) 


996. 一 直线 与 抛物 线 y=w 相交 于 4A、B 两 点 ， 它 们 的 横 坐 
标 分 别 为 zi、 ws, 此 直线 在 轴 上 的 截 距 为 及 ， 求 证 ， 
1_1.,1 


Ph 1 此 3 


[证 ] 设 动 直线 方程 为 y=*(z 一 RB)， 因 动 直线 与 抛物 线 有 两 交点 , 且 


W 一 KX 一 KE . 
与 = 轴 相 交 , 故 ##0. 由 [oo 消去 多 得 只 一 好 二 5 瑟 一 0。 点 人 


的 模 私 术 二 是 这 方程 的 两 个 解 。 … Xi 十 x 二 kk， 21' 03 一 5 已， 
1 = 2 一 k 1 


997.， 抛物 线 V=22 十 9 (p>0, 9>0) 把 坐标 平面 分 成 两 个 区 
域 ， 求 证 ， 从 包括 原点 的 区 域 中 的 任 一 点 Rla, 5), 电 可 引 抛物 线 
的 两 条 切线 ， 


8$8. 证 明 题 607 


[分 析 ] 设 过 点 R 的 切线 方程 为 yb 一 Cx 一 4a)。 若 能 证 明 有 两 不 
等 的 实数 解 , 即 说 明 从 点 下 可 引 两 条 切线 . 

[证 j] 设 过 点 召 (4, 人 的 抛物 线 的 切线 方程 为 

y—b=—k(r—a) 
y 一 5= ECz 一 0)， 解 方程 组 1 得 z 
9 一 2 十 由 
的 二 次 方程 px 一 kt 十 9 一 6 十 ak 二 0…(D。， 直线 和 
抛物 线 相 切 ，.…. 方程 由 的 判别 式 4= 友 一 
‘gq—b+ak)=0, Bh2— 4pak — 4p9 + 46p=0.…®. 
方程 @ 的 判别 式 4 二 16p?a? 一 16pb 填 16pq 二 16p(a2p 十 9 一 5). 

灵 过 点 卫 与 儿 轴 平 行 的 直线 与 抛物 线 交 于 点 Bla, yo)， 则 yo>>5. 
”20a2 十 9 一 加 一 0， …， Da2 十 9 一 D >pa tqg~g=0('." p>0,9>0, 
一 0D> 一)。 改 当 点 (qa, 95) 在 抛物 线 分 平面 成 两 部 分 中 包括 原点 的 那 一 
部 分 时 ，4' 二 16p(la2p 十 4q 一 5) >>0 成 立 ， 方程 @ 中 小 有 两 不 等 的 实数 解 ， 
因此 过 点 BB 可 作 两 条 直线 和 抛物 线 相 切 . 


998. 已 知 点 Po(zo, go) 与 抛物 线 六 =4az (a>>0), 求 证 ，(1) 
当 氮 + 在 抛物 线 内 部 时 ,网 一 4ezo<0 (2) 当 点 Po 在 抛物 线 
外 部 时 ，% 一 4axzo>0. 》 
直线 yw 交 抛物 线 寺 点 0， 坐标 为 ( 伺 , on) 
”点 在 抛物 线 内 部 ，.， zo>zo， 即 >- 如 
4>0，., 扎 ~4azo<0，(9) 当 点 Po(zo, yo) 在 抛物 线 外 部 时 ， 作 直线 
y 一 加 交 抛物 线 于 点 8, mo<zo 而 zo=- 如 ，.. zo< 恕 ， 即 坊 -4azo>0. 


5%99， 试 证 ， 抛 物 线 无 渐 近 线 ， 


[证 」 没 抛 物 线 方程 为 六 二 2pzx， 其 渐 近 线 的 参数 方程 为 
{ 


y—yottsing 
《6 为 倾角 ,t 为 参数 ), 代入 钢 物 线 方程 ,得 (yo 二 tsin9)?=2p(zxo 十 tc0809)， 
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即 妇 sn20+3( Sin 一 pecosD0)t 十 一 2pxzo 一 0， 著 此 直线 为 抛物 线 的 渐 


sin20 一 0…@ 
页 1 一 J )， > 
近 线 ， 则 { ， soo_oemg-0.@ 从 国 得 0=nm《%E7), 代 八 中 


得 p 一 0, 这 与 拢 物 线 的 条 件 2 关 0 矛盾 , 故 抛物 线 无 渐 近 线 . 

1000. 试 证 ， 抛 物 线 上 任意 四 点 组 成 的 四 边 形 不 可 能 是 平行 
四 边 形 . 

[证 ] 设 抛物 线 方程 为 六 二 2px， 抛 物 线 上 四 点 4、B、C、DD 的 举 标 为 


(2p 如 ， 2pti) (i 一 1，2, 3, 4)， 假 设 4BCD 为 平行 四 边 形 , 则 hsp= hop, 《ao 


1 1 1 工 
AD;» hp £1 to tt 和 to ta tt 。 由 此 解 得 1 3 va™ V4; 


则 点 4、C 重合 , 点 B.D 重合 ,与 已 知 条 件 任意 四 点 能 组 成 四 边 形 矛盾 , 故 
ABOD 不 可 能 是 平行 四 边 形 . 

1001. 试 证 ， 搜 物 线 的 三 切线 围 成 的 三 角形 的 垂 心 必 在 准 
线 上 . / 

[分 析 ] 抛物 线 y=2pz 的 切线 方程 为 Z 一 240 二 22 如一 04 一 ] 2，3)， 
据 此 可 求 出 三 角形 高 的 方程 , 再 求 出 和 准 线 的 交点 坐标 , 即 可 符 证 . 

[证 ] 设 抛物 线 方程 为 好 =2pz， 其 三 条 切线 的 切 点 为 4(2pii, 2pt1)、 
B(2pi, 2pto)、OC2pi8，2pta), 则 在 点 全 CC 处 切线 的 交点 书 的 坐标 为 
《32Dtata， 力 ( 妇 十 妇 ))， 从 点 P 向 过 点 4 的 切线 2t1Yy = 二 2piti 引 垂 线 ， 其 


方程 为 38Hz-g 一 D( 轨 十 妇 ] 十 4piitata; 它 和 准 线 5= 一 仿 的 交点 纵 坐 标 为 


y 二 PD( 刀 十 刀 十 t8) 十 4ptitats， 因为 这 个 坐标 关于 丘 、 to、 夫 是 对 称 的 ,所 以 
过 4、.B.C 三 点 的 切线 所 组 成 的 三 角形 ， 它们 各 边 上 的 高 与 准 线 交 点 均 为 


(如 ptt +ta) + pttsts). 此 点 即 为 垂 心 , 亦 即 此 三 角形 的 重心 必 
在 准 线 上 . 

1002， 设 圆心 十 沪 十 Dz 十 By 十 了 =0 和 折 物 线 依 二 2p2 居于 
四 点 ， 求 证 这 四 个 交点 的 纵 坐 标的 代数 和 等 于 零 ， 

[分 析 ] 列 出 四 个 交点 的 纵 坐 标 所 满足 的 方程 ,然后 用 韦 达 定理 证 明 ， 


$583. 证 明 题 609 


2 十 久 十 PDz 十 玖 9 十 五 一 0 ， 
[证 ] 由 1,,_oyw 消去 得 +2p(2p+DD)y+ 


4p"By+4p“F==0， 其 根 即 四 个 交点 的 纵 坐 标 jy2、Ya、， 出 韦 达 定理 得 
红 十 yz 十 y3 十 角 % 二 0, 故 加 和 抛物 线 四 个 交点 的 纵 坐 标的 代数 和 等 于 零 . 

1003. 若 抛 物 线 风 =2p2z 的 三 条 切线 与 轴 的 夹 角 分 别 为 60°、 
45 、30`. 求证 三 切 点 的 纵横 坐标 分 别 成 等 比 数列 


[证 一 ] 按 题 意 抛物 线 的 三 切线 斜率 分 别 为 V1、 >， 三 切线 的 


方程 分 别 为 V 一 V 3z 十 5 2 xz 十 与 ,9 - 广 z+ p. 二 切 点 


的 坐标 分 别 为 (全 -与 )、 (多 p)( 吾 , V3p) … 名. 如- 坟 - 
( 吕 ) ， -入 "V3p=pP， 故 三 切 点 的 纵 . 模 华 标 分 别 成 等 比 数列 
[证 -了 设 二 切 点 的 电 本 人 别 为 (z1，Y1)、《22，Yy2)、《X3， ya)， 则 三 切线 


的 斜率 分 别 为 之 冯 、 pa … 三 切线 与 轴 的 夹 角 分 别 为 60。、 465。、 


30° .全 V3, -二 一 工 2 1 有 
"yf yy bg M3 一 


有 一 茹 - 组 = 攻 7 一 年 ~- 吉 故 三 切 点 的 纵 、 横 
坐标 分 别 成 等 比 数列 , 

1004.， 过 抛物 线 风 =2pz 上 两 点 Plwi, yi)、Q (ws, ya) 的 两 
条 切线 交 于 反 ZR。 求 证， 

(1) 点 耳 的 坐标 为 ( 训 扣 , 王 (Wr+y)); 


(2) 三 点 了、 R.Q 的 模 些 标 成 等 比 六 
列 , 纵 坐标 成 等 差 数 列 ; 

(3) 若 PQ 的 中 点 是 召 , 则 线段 RB 被 抛物 线 平分 . 

[证 ] (CD 过 点 P、@ 的 切线 方程 分 别 是 bg=p(z+on…@,， yu= 
DZ 二 2 人， 四 一 外 ,得 y 一 于 (十 罗 0 代入 必得 


于 y=p,Yys~\ 3p. 
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= 的 坐标 为 和 ; Fy 十 912) 


sn Yi, YY ， 二 
@ 人 = 各 ) = 区 点 PR.Q 的 横 坐 标 成 等 比 


数列 .又 妇 十 p=2' 妇 可 全 一 yn，.。P、R.Q 的 纵 坐 标 成 等 差 数列 . 
(3) P@ 中 点 如 的 坐标 为 ( 马 寺 空 , 刀 寺 色 ) 车 中 点 从 标 为 (zo, go)， 


则 
元 (好 十 购 
: 20 一 2 Tra YY 0 
| 21 2 op 2 4p 
四 2 一 菇 二 从 ++ 妇 和 一 y+yy 
轩 维 二 旭 ) 一 2 .ya) 
而 ( 5 pr 


即 多 =2px0， .… 点 (zo，%) 在 抛物 线 多 = 222 上 , 即 线段 RB 被 抛物 线 平 
分 ， 


1005， 求 证 ， 热 物 线 妨 -2po 的 内 接 A4BO 的 面积 S- 
十 | (gy 一 Ya) (ga 一 %a) (Ya 一 1) |， 其 中 mr、 ya、 Ya 是 点 4、B、O 
的 纵 坐 标 ， 

[证 ] 设 入 4BO 三 顶点 坐标 为 (an V1D)、 瑟 (xzo，%2)、C(za，2%a)。 


，。 .3 
间 点 A、 已、 C 在 抛物 线 上 ， 时 二 北 1 20 9 2p” V3 2p" 
7 

Y1 1 
2p 2 
BS-= 寺 2 y2 1 | 的 绝对 值 
/ 2 | 2p ” * 
V3 ,1 
op 2 3 


$38. 证 明 题 6j1 
一 


提取 第 一 列 的 公 因子 二 ， 然 后 第 二 行 减 第 一 行 ,第 三 行 碱 第 一 行 , 化 简 

名 得 | 
一 而 | (y1—Y2) (yo — Ys3) (ys— Y1)]. 

1006. 设 过 抛物 线 内 = 22pz 上 任意 三 点 4、B、O 的 切线 围 成 
”人 PQR, 求证 ，A4BO 的 面积 是 人 PQR 面积 的 两 倍 . 

[证 ] 设 抛物 线 上 任意 三 点 4、B、C 的 坐标 为 
《zy 妇 )、(《22, ys)、《23, ys) 根据 上 题 的 结论 , A 4BC 
的 男 积 51 二 而 lt — Y2) (ga — Ya3) (ys — 90 . 


因 过 点 4 的 切线 方程 为 yy 二 Pp (X14 十 X%)， 过 后 8 
的 切线 方程 为 ywy=p(zs-+X)， 故 两 切线 交点 鲁 的 


坐标 为 ( 葛 生 , 菇 可 业 )， 同 理 可 得 点 呈 往 了 的 坐标 分 别 为 (多, 扫 雪 全) 


YYy3 Yty 
和 (加 EE， 妇 人 )，.…. 人 PQR 的 面积 


yiya Yi 二 Ya 1 
2 2 

Y1Y3 2 1 | 的 绝对 值 
2p 2 “ 


Y2Y3 Yy3? 十 23 1 
2p 2 


Ss 一 方 


= | Cy1—Y2) (Ys — Y3) (Ys — yD)1. 
.SB1=282, | 

1007， 设 抛物 线 9= 人 一 20 2 一 2 一 二 与 2 轴 正 半 轴 的 次 抬 
为 4, 与 y 轴 的 交点 为 刀 求证 直线 48 有 定 问 . 

[分 析 ] 直线 4B 的 斜率 决定 4B 的 方向 , 而 4B 的 斜率 由 点 4、 互 的 
坐标 确定 , 故 可 从 求 点 4、B 的 坐标 入 手 . 

[证 ] 抛物 线 y= 必 一 2425 一 24? 一 1 与 z 轴 交点 的 横 坐 标 zi、zs 是 方程 
2 一 202x 一 242 一 1 =0, 即 (z+1)(z 一 202 一 1) 二 0 的 根 ， .wi 二 24? 十 1> 
0, zs 一 -也 即 点 4 的 坐标 为 (24? 十 1 0)。 抛物 线 与 y 轴 交 点 B 的 坐标 
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J 


2 . \] < _ 0- ( -2a 一 1) 
为 (0， 一 2 一 1)。 … 直线 4B 的 斜率 为 Fhp 一 一 5 0 1. 故 下 
线 4B 有 定向 . 


1008. 设 抛 物 线 y=f(w) =am? 十 bw+o (a>>0) 上 有 相 异 两 点 
(wy, (wD))、B(wa,， f(z3))，m、% 为 正 数 ， 求 证 ， 
Ce mf Co) > 二 ma ma 二 moa )， 


mn 


[分 析 ] 从 提 物 线 的 图 釜 , 研究 人 D2) 与 (人 m2 ) 的 


二 2 2 

几何 意义 , 利用 抛物 线 图 象 下 凸 的 特性 , 即 可 证 明 ， > 
[证 ] 不 失 一 般 性 , 设 习 <zs。 点 4. 瑟 在 zx 轴 
上 的 射影 为 4'、B'， 其 坐标 分 别 为 (z1, 0)、(xo, 0). 
C' 为 委 B' 的 定 比 (% ; 0) 分 点 故 点 0' 的 坐标 


为 (2 0). “mn 是 正 数 ， -0 是 A'B 
的 内 分 点 。 过 点 C 与 y 轴 平 行 的 直线 交 抛物 线 于 点 0, 交 直线 4B 于 点 
0", 则 00=f( TE), 00" ~ SAA mBB f(s) tmf (ee) 
“4>0, 抛物 线 y==f(z) 的 开口 向 上 ( 即 下 凸 )，.'. 0'0">0'C， 即 
Nf (XT1) + mF (Lo) >/f( Nr1 + MTo ). 
kt i nt 


[说 明 ] 本题 条 件 车 改 为 4<0, 则 2 寺中 2 < 4( tm ) 


1009.， 求证 ， 从 抛物 线 久 =2p2 上 任 一 点 卫 (wo, yo) 必 可 作 
它 的 内 接 正三 角形 . 

[分 析 ] 考虑 到 形成 正三 角形 的 条 件 ， 只 要 证 明 在 抛物 线 上 存在 两 点 
4 和 已 使 PR = 1PR|, 并 且 9PR= 可 。 为 了 易于 判明 点 @@ 和 如 的 


和 存在 ,可 利用 坐标 变换 , 将 点 了 作为 新 原点 使 8B 与 新 的 y 轴 平 行 ， 利 
用 @、B 在 抛物 线 上 的 条 件 ， 列 出 含 正三 角形 的 高 a 和 z 轨 旋 转 的 角 9 的 
方程 组 , 证明 a、9 必 存 在 实数 解 即 可 , 


rs 


二 | | 


$3838, 证 明 题 613 


[证 一 ] “… 点 (zo, yo) 在 擅 物 线 久 一 2pz 上 ，… wom 如 ， 作 平移 实 
+ 


光一 十 Xo 一 2 十 
| 2p 则 在 坐标 系 v Py 中 ， 抛物 线 方 程 为 (Y + Yo)2= 


y=y yor z 
2p( w+ 如 2 ) 即 y? 一 2pz +2yoy 0， 作 转轴 变换 
| 一 cos6 一 vsing 
yf = ‘sin0+y" Co80, : z 
则 在 坐标 系 x"Py" 中 , 抛物线 方 程 为 。 二 
(2 sin 0 +y" cos0)2—2p(7" cos0 ~y' sin in0) 
+2yo(w'' sinO +" cos0) =0, 
即 《2 sin Do e080)2—2(Cpce0s0—yosin Oy 
+2(np8sin0+ yo cos0)y =0...0. 
车 从 吉 已 可 作 抛 物 线 也 的 内 接 正 三 角形 , 则 可 选取 使 其 三 边 方程 为 


Y= 了 守信 一 一 了 和 "a， 即 内 接 正三 角形 三 个 顶点 为 
(0, 0)、Q(a， 入) Ra -后 ) 反之 若 有 0 使 两 点 @( -每 ) 


与 (a, 一 ~- 和-) 的 坐标 满足 方程 @， 则 APQR 为 抛物 线 @ 的 内 接 


V3 
正三 角形 . 把 Qla, - 竹 ) R( ww 一 -和 ) 的 坐标 分 别 代入 方程 @, 得 


-村 
( sin0 十 地 COS 9) op cosO —gyo sin0) 
+ psind ty eos0) =—0, 


C sing -3 COS 9) 一 2g(peost - yo sinQ) 


-sing tyeosb) =0, 


两 式 相 加 ,得 
2a2sin20 十 2 


. cos* 0 — 4a(p oos0 —o sind) =0, 
两 式 相 减 ,得 
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每 sinG cosd + 和 smb+i cos 办 一 0. 


a /1 in20 1 一 一 wy Sin 
即 A )ee yo Sin 0...@), 


3 
asinGcos0O+ WainO +t+yo co0s0)=0...@. 


由 加 得 a 一 9055 一 如 Sn 代入 @, 得 


可 十 sin2: 0 
Po 和 en 全 ‘Sin 0 cos 0+ (ppinO + eyo co80) =0, 
一 十 Sin20 
2 
化 简 得 4psin30 -7psin0+3yocos0—4yocos:0=0 也 一 二 而 方 程 两 


端 (cos9 考 0), 得 3pte30-3yte20+72D 志 9+oy=0， 此 为 她 9 的 实 系数 
三 次 方程 ,至 少 有 一 个 实数 解 . 于 是 存在 满足 要 求 的 8 与 a, 故 可 作 内 接 
正三 角形 . 

[证 二 」 过 抛物 线 儿 一 2p2 上 任 一 点 P4zo yo) 的 内 接 APOARGCP、 9、 五 
按 逆 时 针 序 ) 为 正三 角形 的 充 要 条 件 是 |P@|= | PRI(=p)， 一 @PR= 瑟 . 
令 (Oz，P@) = 9， 则 点 9、 五 的 坐标 为 (zo 十 pcos9，yo + psin9)、 
(zo+pcos(9+ 护 )， w+psin(6+ 和 所)). “了 PP、@2、 五 在 抛物 线 上 ， i w 
=2pro0…(), (yot+ psin0)° = 2p(zo + pC0s0)-…®, [tpsin(9+ 各 ) | 
一 20 | mo+a COS (8+ 瑟 川 …@. 从 四 四、 轩 消 去 p, 得 (2cos0 一 yosin9) 
(sin 0+ V3 cos0)?= 28in20 [(p— VM 3 yo)o0s0 — (yo + V3 wp) sing], 
此 为 sin 0、cos9 的 三 次 齐 次 方程 ， 至 少 有 一 实数 解 01, 且 sin91 和 0， 代 7 
入 如， 得 po=3Gpeos 册 一 %singb)/sin20， 由 于 人 p 的 实数 解 存 在 ， 可 
知 以 PCzo，%o) 为 一 顶点 必 可 作 抛 物 线 的 内 接 正三 角形 。 


八 


$9. 轨迹 题 


1010， 一 动 点 到 直线 “= 3 的 距离 等 于 它 到 圆 oa 上 =-46 的 
切线 长 , 求 动 点 的 轨迹 . 


89. 轨迹 题 615 


[ 解 ] 设 P(z, 9 为 轨迹 上 任意 一 所 则 
Iz—3|=Vaity:—16, 
__al/,_ 25 
即 y= —6l% 他) 


“ 点 忆 的 轨迹 是 顶点 为 (全 ，0) 对称 轴 为 x 
轴 , 开 口 向 左 的 抛物 线 


1011. 在 平面 上 给 定 一 点 收 和 一 条 直线 2 试 求 到 定点 寻 的 
距离 ?+ 和 到 定 直 线 1 的 距离 p 之 和 等 于 已 知 数 4 的 点 了 的 轨 
迹 ( 和 盖 0，p>0). 


[分 析 ] 为 了 使 条 件 * 十 p 一 4 成 立 , 必须 要 求 定 
点 到 定 直线 1 的 距离 P<a， 当 p<a 时 ， 可 得 
r=4 一 p， 因而 点 也 到 定点 的 距离 + 等 于 它 到 
与 直线 1 相距 为 4 且 和 1 平行 的 两 直线 入 、d 的 距 
离 ， 根 据 抛物 线 定义 即 可 得 解 ， 当 pa 时, 是 罗 
迹 的 特例 . 

[ 解 ] 取 定 点 下 在 定 直线 ! 上 的 射影 0 为 原点 ,OM 为 2 轴 的 正 半 轴 ， 
建立 直角 坐标 系 。 设 点 M 的 坐标 为 (p，0)，P(z, 9) 为 轨迹 上 任意 一 点 ， 
和 1 平行 的 两 直线 li 5 一 ax 一 一. 

当 p<a 轩 , “7 十 p=4, ,74 一 p， 当 了 在 1 与 91 之 间 的 带 形 区 域 
内 时 , 点 卫 到 点 Mr 的 距离 等 于 点 卫 到 直线 由 的 距离 ， 故 点 忆 的 轨迹 为 
以 为 焦点 ,Qi 为 准 线 的 一 段 抛物 线 弧 ,其 方程 为 V (2 一 p)?++ 六 二 4 一 2 
即 P= 一 2(a 一 p) (2 一 如) ne[0, )， 当 也 在 1 与 9 之 则 的 带 形 区 
域内 时 , 点 卫 到 点 ML 的 距离 等 于 也 到 直线 由 的 距离 ， 故 点 己 的 轨迹 为 
以 ML 为 焦点 , 为 准 线 的 一 段 抛物 线 弧 ,其 方程 为 Vt 一 P)7 了 六 一 a 
即 护 =2Ca+p) (+ 全), mE (4, 0]， 当 p=a 时 , 点 的 轨迹 为 线 


a 和 , 1 
eb A 


2 
段 0M,， 其 方程 为 y=0, 你 € [0, xj] . 
[说 阴 ] 如 果 不 作 1、 0 两 直线 ,直接 根据 所 给 条 件 ? 十 p= 二 4 列 出 方程 
V(r—p) ?十 jz|=a, 也 可 得 出 同样 的 结论 ， 
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1012.， 一 动 点 到 已 知 圆 的 最 短 距 离 ， 等 于 到 这 个 图 的 某 一 固 
定 芍 所 在 直线 的 距离 , 求 此 动 点 的 税 迹 . 

[ 解 ] 取 已 知 回 心 0 为 原点 , 以 0 至 固定 弦 的 
重 线 为 = 轴 ， 建 立 直角 坐标 系 如 图 ， 设 园 0 半径 
为 "， 固 定 驼 4B 所 在 直线 方程 为 z=a (a<?7).、 

设 Pw, 幼 为 国内 轨迹 上 任意 一 点 。 连 OP 延长 相 
交加 0 于 ML, 自 点 卫 作 P@ 4B, 垂 足 为 9, 则 
PM| 为 点 了 到 四 0 的 最 短 距离 。*… |PM|= 
1PO|，. .Vw+y 二 ?一 lx-4l， 两 边 平方 ,得 
T+y (2-4) —27|z—a|+?r’, 即 y= —2ar—27|z~-a|+a?++2， 当 
z>a 时 ,可 得 妨 一 一 (7 十 4g)[2w 一 《r+a)]， 此 即 天 明 轨 迹 在 z= 的 右边 
国内 , 是 顶点 为 ( 了“ 芝 ,0)、 开口 向 左 的 抛物 线 在 圆 内 的 部 分 ; 当 5<a 时 ， 
网 方 和 为 多- (of2e 二 Cr 一 9 这 六 明 轨迹 在 sa 的 左边 四 内 是 
顶点 为 ( 一,0)、 开口 向 右 的 抛物 线 在 圆 内 的 部 分 

类 似 地 ， 3 Ps,y) 在 加 外 时 ， 可 列 出 VB 了 =r+lz-al, 部 妨 = 
一 302 十 27|12 一 4| 十 4 7", 当 w>4 时 ,方程 为 妨 ~、 L272+ (7 ~a)], 
这 表明 轨迹 在 sa 的 右边 加 外 , 是 顶点 为 ( 一 二 ,0)、 开口 向 右 的 扫 槐 
线 在 圆 外 部 分 ; 当 z<a 时 ， 方 程 为 纺 -osaras- (r 十 o)]， 这 表明 
轨迹 在 <~a 的 左边 加 外 , 是 顶点 为 (了 村 ,0)、 开口 向 左 的 抛物 线 在 加 外 


的 部 分 ， 综 上 所 述 ,适合 本 题 条件 的 点 的 轨迹 是 由 两 抛物 线 ; = (7 一 a》 
[2e 二 《7 一 0)] 与 六 一 一 《r+q)[2x 一 《r+q)] 所 组 成 的 , 辕 定 弦 的 两 端点 
4、B 即 两 抛物 线 的 交点 . 


1013， 过 定点 P(g, 0) 的 任意 直线 (a>0), 交 y 轴 于 点 @ 过 
4 作 QT LFQ, 交 s 坟 7, 延长 TQ 至, 使 17Q|~|QP|. 
试 求 点 卫 的 轨迹 ， 


分析] 因 点 卫 是 随 F6@ 的 方向 而 变动 诸 可 取 ZeFg0 为 EE 
据 扣 是 TP 的 中 点 ,， 8T 上 FQ,. 即 可 得 解 . : 


9. 思 迹 题 。 617 


[ 解 ] 设 人 LzF@8~9, 显然 6 天 友 则 点 日 的 坐标 为 (0，--atg0). 


.QT LFQ，.“. 直线 TQ 的 方程 为 十 ytgg 
一 一 4 tg?39， 故 点 工 的 坐标 为 (一 a te?8,，0). 
设 点 已 的 能 标 为 (z， 力 ，… @ 是 TP 的 中 点 , 
“，TP:P9 二 -2 由 此 得 


_—atg0 2p _0+t+2ztg0 _ _ 


… 凡 卫 轨迹 的 参数 方程 为 


{ a te*0 
y= -2a tg0. 


, z fa : 
令 本 一色 9 即 得 { aa 消去 与 得 加 =4az 玖 轨 迹 为 抛 轧 线 、， 


[说 明 - 本 题 实质 上 给 出 了 抛物 线 的 另 一 定义 从 此 得 到 抛物 线 的 全 
数 方程 ， 参 数 上 的 几何 意义 是 过 擅 物 线 多 = 4ax 上 任意 一 点 (at 242) 的 
法 线 的 斜率 的 相反 数 ， 根 据 TP 即 撮 物 线 过 点 的 切线 FQ 与 过 点 P 的 | 
法 线 平行 即 可 得 证 . 据 此 可 推出 抛物 线 的 一 系列 性 质 . 


1014， 当 0 在 [0 各] 上 变动 时 ， 求 扫 物 线 y- ts, 


co820 顶 尽 PP 的 轨迹 。 / 
[ 解 ] 将 原 式 配方 得 y= Ge-asmg)?-GLtasaz0) 设 点 的 坐标 


ZX 一 28np30. 


为 (o 纺 则 上 1 acinag 消去 参数 9 得 加 = 24D 孝 顶 上 | 
P 的 轨迹 是 抛物 线 只 = 一 2(y 二 了) 在 0<x<2 的 一 部 分 . | 

1015. 抛物 线 9/ = oos 十 jz 十 co(a>0) 与 如 轴 正 方向 交 于 两 点 
P、@, 与 y 轴 正方 向 交 于 点 也 且 0P=- PQ@=OB,， 求 抛物 线 顶 - 
点 的 轨迹 . 


[ 解 1 到 0P-ie>g) 为 9 灼 则 09- -210R 
= 万 gg 一 0 一切 (Z 一 2b) 一 “a? — Batw rt 2ad?, 


当 山 一 让 时 ， Y= =t, 291 一 让， ga 二， 
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“Y= | 吝 (- 3iz+ 导 )- 二 = 到 人 - 旦 ) -万 设 (z, V) 为 轨迹 
2 消去 得 2 十 12y 一 0， 故 所 求 轨迹 是 射线 


r+l2y=0 (zx>0), 


1016. y 轴 上 一 点 P(0, 0) 到 曲线 2*=ay 上 的 点 @ 的 距离 
| PQ 最短, 当 oa 取 不 同 数值 时 , 求 点 @ 的 轨迹 方程 ， 

[分 析 ] 因 1P8|?=z?+ Cy-a)? 取 最 小 值 , 利 
用 点 8 满足 的 限制 条 件 ay 消去 求 得 |P@| 
取 最 小 时 y 与 的 关系 ， 从 而 求 得 点 @ 的 轨迹 广 
程 

[ 解 ] 设 Q(x, 功 为 轨迹 上 任意 一 点 .|PQj?== 
2 二 的 一 0? 一 ++ 妨 -20g+a2 GD 又 … 点 在 
ey 代入 中 ,得 |PO|?=ay 寺 一 2ay 十 

中 一 (y 一 各 ) 二 全 ，… |PQ| 最 短 , .Jy 一 上 …@， 从 加 与 加 ~ay 消 
去 参数 即 得 点 @ omy 放晴 3y. 


1017 ， 抛 物 线 y=22 一 2z 十 2 交 直 线 人 PP, 


两 点 ,点 @ 在 PiPs 上， , 且 满 足 -GF+ ToBT -Ta 求 
点 @ 的 轨迹 方程 
[ 解 ] 设 直线 Y=”mz 的 倾角 为 0, 则 它 的 参数 方 


r=t0c0s0 
各 为 上 aa …D， 其 中 t 为 参数 ， … m >0, 
… 0<9< 避 ， 以 @ 代入 抛物 线 方程 , 得 妇 cos20 一 


(2c0s80+sin0)i+2=0 当 4= (2c080+sin0)? —8 co0s0>0, 即 te9> 
2( Vv 2 一 4) 时 ， 方程 有 两 实 根 [2 国 to, 0 为 锐角 ， 故 太 十 三 >>0， t1:t2>0, 
“>>0, 2>>0， 堆 设 j0Pi| =i1，|0Ps| 一 加; 点 见 的 坐标 为 zo 二 tcos9， 
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a .. 1i1,，1 2 1 1 妇 十 要 2 _ 2c0s0+sing 

Yo tosinb, l 人 ta to” 而 ti 人 tita 2 to 2 ? 
4 . _ 4¢cosg _ 4sing 

故 如 2oos 人 8 二 Snb” ~ WT oo0iang’ J 2co80 十 Sin0， 邑 


全 -2= 霹 0…@， -~1=2clg9…@， 两 式 相 乘 ， 得 2zo+ 加 一 40， 
”te 0>2(V 3 一 1), 0<z<wV2. 故 点 9 的 轨迹 方程 为 
2+y~4=0 (0<2<V 2). 

1018. MM 为 抛物 线 y=2 上 的 一 动 点 ,连结 原点 0 与 动 点 
妈 , 以 OM 为 边 作 正 方形 MNKO, 求 动 点 £ 的 轨迹 . 

[ 解 ] 设 动 点 让 的 坐标 为 (t, 太 )， 动 点 互 的 坐 
标 为 (2, Y).'。 坐标 轴 绕 0 旋转 土 和 90° 后， 点 粹 
的 坐标 成 为 点 五 的 坐标 ， 

| t=Xo08( 土 90°) 一 ysin( 上 90°) 
一 8in( 土 90°) 十 yy cos( 士 90°)， 


大 
t = 二 
即 | 。 ，。 消去 参数 4 得 久 = 士 z，… 动 点 下 的 轨迹 是 以 点 0 为 顶 


点 ,开口 分 别 为 向 右 或 向 左 的 两 抛物 线 ， 
1019， 设 平行 于 2 轴 的 动 直线 ! 与 抛物 线 g~ 马 - 的 一 个 交 
点 为 4, 与 直线 g=z 一 2 的 交点 为 及 4.、 刀 在 2 轴 上 的 射影 分 
别 为 4、B'， 求 所 有 这 样 的 矩形 44'B'B 的 中 心 的 轨迹 . 
[ 解 ] 设 动 直线 ! 的 方程 为 y 一 ata>0)， 它 
与 抛物 线 = - 瑟 的 交点 为 4( 士 V 殉 ，), 它 


与 直线 y= 二 % 一 2 的 交点 为 BC4T23, 4)。， .所 
B' 的 坐标 为 (a 十 2, 0)。 设 了 (lz, 幼 为 轨迹 上 任 
_ 土 V21+a+t+2 

TT 


地 

意 一 点 ， 则 | 消去 参数 a， 得 (% 一 y 一 4)*=y， 即 
4 一 一 一 
5 


人 27y 十 妨 一 27 十 Yy 十 1 二 0， 其 轨迹 是 抛物 线 . 
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”1020， 过 抛物 线 访 =2pz 的 焦点 怪 任 意 作 弦 PQ, 求 PQ 中 
点 的 轨迹 方程 z 
[和 解 ] 设 过 点 全 0 的 弦 所 在 的 直线 方程 为 gr (2 一 号 )G, 代 入 
向 物 线 方程 得 妨 一 -中 yp 一 0， 届 其 关 别 式 恒 大 于 过 ， 故 方程 有 两 实 要 


Wi go 且 轨 十 妨 ~ 四 ， 设 纺 % 的 中 点 坐标 为 (z, 力 ， 则 y= 也， 与 @ 


消去 加 得 P 一 p(w 一 各)…@， 当 过 点 的 纺 生 直 于 轴 时 ,其 中 点 即 为 
焦点 为 其 坐标 仍 适 合 方程 @， 故 所 求 的 轨迹 方程 为 包 =p(z- 如 ) 


1021. 求 动 直线 2 y-2C- 4- 人 (为 参数 ) 有 抽 物 线 访 - 


各 的 两 交点 连 线 的 中 点 轨迹 并 证 明 六 罗 迹 和 直线 vtyt1™ 0 
相 切 ， 

“[ 解 ] 由 直线 7 得 sa= 党 + 二 1..@, 代入 抛物 线 方程 得 一 2 一 
4(i+1)=0, '.“4 _s(t42)220 … 方程 恒 有 两 实 根 内、%， 且 信 十 扩 一 
2#。。 设 直线 1 和 抛物 线 两 交点 连 线 的 中 点 坐标 为 (z, 奶 , 则 y=t. 与 @ 
清 去 妃 得 多 一 2(z 一 /一 D)， 即 信 十 1D)?=2(z 一 豆 )， 故 中 点 轨迹 是 顶点 为 
(了 一 1), 焦点 为 (L， 了 D, 对 称 轴 为 y+10 的 抛物 线 

由 直线 方程 +y+1~0 得 g 十 1= 2， 代入 上 述 轨迹 方程, 得 x7 一 2 
+1 一 0， 因 其 判别 式 4 一 0, 故 直线 z+y+1=0 和 轨迹 相 切 ， 

1022， 如 果 抛 物 线 忆 一 229 的 切线 交 等 轴 双 曲线 zy=8 于 
4 了 两 瓜 ， 求 线段 4 已 的 中 点 轨迹 方程 。 


[ 解 一 | 设 (zo, 0) 为 抛物 线 人 22=2py 上 的 
任意 一 点 , 则 人 62pyo… 人 名， 过 点 卫 的 切线 方程 
为 XoXx=p( 妇 4 十 让) … 回 。 当 6 一 0, 一 0 时 , 切线 
好 为 y=0, 和 双 曲 线 zy 一 % 无 交点 。 当 二 0 
时 ,由 xy 二 hb 得 zory 一 2o8 一 0… 国 四 代入 国 ， 


8$9. 轨迹 显 6021 


得 py 十 pyoy 一 wok 二 0。 当 4z0 时 方程 有 两 实 根 、 ya, 县 仿 十 9 一 一 加 
设 线 眉 4B 的 中 点 9 的 坐标 为 (%， 护 ， 则 y= 一 好 -…@, @ 代入 @， 
得 2%o= 一 弛 …@，@、 四 代入 @, 得 pp 一 py， 中 0 
.9% 六 0， 故 所 求 的 轨迹 方程 为 好 = 一 下 外 
[ 解 二 ] 设 沅 物 线 如 2py 的 动 切线 方程 为 2z 一 y 一 2p 如 =0-…@，、 以 
(0, Yo) 为 中 凡 , 双 曲 线 2%= 的 弦 4B 的 方程 为 gox 十 toy 二 270%p… 回 ， 


… @、 @ 两 方程 表示 同一 直线 ，… 如 = 20, m 一 一 2zobo 一 2pf2。 而 
入 尖 0， 消去 参数 入 、t, 并 以 x、y 分 别 代 换 zo、%， 即 得 轨迹 的 方程 


VY 


1023， 求 抛物 线 凤 = 2pe 在 顶 扩 0 张 直角 之 驼 的 点 罗 这 
方程 . 

[ 解 ] 设 4(2p 昂 2pbD) 、 了 3(2p8， 2pt2) 为 抛物 线 
y 一 202 上 的 两 点 , 弦 4B 的 中 点 坐标 为 (zx, 扔 , 则 
z=p(tt+t2) OD, y=p+t) …®@, “* 4A0 | BO, 
kuo = 天， tao 元， .二 一 1.…@，@ 式 平方 ， 
得 纺 二 (好 十 如 十 24119)… 鸭 ，@、 加 代入 @, 即 得 所 求 的 轨迹 方程 

y=p(r ~—2p). 

1024. 已 知 点 4(5, 0) 和 抛物 线 妇 = 4 上 的 动 点 已 ， 求 分 线 
段 了 4 成 定 比 了 了 开 : 加 4= 和 的 点 民 的 轨迹 方程 ， 

[ 解 ] 设 点 P 卫 的 坐标 为 (zo, go), 点 耻 的 从 标 为 Cr, 让，*.* PM:MA4= 


DA 4 
全 全 -20 十 5 yy- TI 由 此 得 zo=(L 二 AN)Z 一 5， 加 一 (十 和 NYy. 


一 50， ，《 寺 和 2 二 4[ 和 + 和 4 一 正 ]， 即 即 一 人 rr) 
此 即 所 求 的 轨迹 方程 . 

1025， 定 长 为 1G> 了 的 线段 4B， 其 两 端 在 抛物 线 y=z? 上 
移动 , 求 ，(1) 动 线段 4B 中 点 六 的 轨迹 方程 ; 3) 高 胃 最 近 
的 中 反 型 的 坐标 . 


入， 。。 网 一 
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[分 析 一 ] (1)〉 设 动 弦 4B 所 在 直线 的 方程 为 Vy= 一 各 十 由 韦 达 定理 
可 用 五 久 表示 4B 的 长 4， 再 由 中 点 条 件 消 去 参数 y 
Kk 入 , 即 得 所 求 轨 迹 方 程 ， 

(2) 点 用 离 z 轴 最 近 时 ,其 纵 坐 标 必 取 最 小 值 ， 
如 果 俊 点 有 的 坐标 为 (zx, y)， 由 求 得 的 轨迹 方程 
所 确定 的 函数 关系 即 可 求 出 y 的 最 小 值 , 从 而 定 出 
点 有 M6 的 坐标 ， 

[ 解 一 ] (了 DD 设 直线 48B 的 方程 为 y= pz 十 人, (… 4B3 不 平行 y 轴 ， 

`. 必 行 在 ), 代入 抛物 线 方程 y= 得 心 一 kx 一 入 =0， 其 两 根 x1、zs 即 
尽 所.B 的 横 坐 标 ; 令 点 4、B 的 纵 举 标 为 级 yo, 则 刀 二 Epi 十 入 凡 一 jx 十 
A yak (MT) Mt, tts= Ah, .|ABI?=12= 
《44 一 0) + (91 — 3) = (L480 ~ 2 BR = (1+%) Es + 2)? — dvr 
一 代 十 区 (如 十 0).…@，… 点 耻 的 措 举 标 % 一 二 (mi 十 和) 一 上 .b= 
27; 代入 也, 得 和 A 一 y 一 2z?， 此 两 式 代 入 名, 得 

12= (十 4c2)(4xz2 二 40 一 8c2)， 

即 4 一 22) (1 十 422) == 如 为 点 的 轨迹 方程 . 

(2) … 点 到 在 抛物 线 9 一 好 内 部 ，… 9 一 o2>0 1+4r?>0. 

_ 2 22 3 
Pay ot < (Wt) =( 包 二 ) 


政和 +1>2, y> 一 。.. 当 牧 一 和 ? 一 1 十 4 即 v= + 时 ， 
31 
Ymin = 4 
:， 点 1, 的 谷 标 为 (+ 1 2 或 (- 2 1 ) 


[分 析 二 ] 写 出 过 动 点 耻 (wo, go) 的 直线 参数 方程 ， 从 点 4、B 所 对 应 
的 参数 记 和 如 的 几何 意义 ， 可 得 责 十 加 =0 和 ?= | 妇 一 妇 ]， 由 韦 达 定理 又 
可 得 两 个 关系 式 ， 从 这 四 个 关系 式 消 去 鼠 . 色 和 0， 即 得 所 求 的 轨迹 方程 . 

[ 解 二 」 设 歼 Czo yo) 为 轨迹 上 任意 一 点 , 弦 4B 的 参数 方程 为 

人 
y=yo+ tsin 6, 
代入 y=xz?， 得 Cos’ 0+ (2r0 co0s0 — sinO)t+ 22 — y=0...0, 其 两 根 为 
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=MA, to—=MB, .. |4B} ?= | -tal ==( 碳 十 可) ?一 ty。 ‘后 好 是 弦 
4B 的 中 点 ， + 0, Bj 2x0 cos 0 ~ sin0 =0, 


| 4 一 上 一 一 4 加 一 4 一 20) (I 十 406)。 以 和 9 代 换 zo、go 即 得 点 
妈 的 轨迹 方程 4(y 一 43) 代 十 4 人 一 六 

[分 析 三 ] 先 求 出 以 动 点 性 (zo, 角 ) 为 中 点 的 抛物 线 的 弦 方 程 , 再 由 韦 
达 定 理 ,直接 得 出 点 履 的 坐标 满足 |4B| =i 条 件 的 方程 , 

[ 解 三 ] 以 Meo, 缴 ) 为 中 点 的 抛物 线 y 一 的 坊 方 程 为 2roz 一 gj 一 2 
一 加 pp@， 即 % 一 2zo7 一 227 十 加 。 代入 9 一 分， 得 2 一 2r07 二 +276 一 yo 二 0. 
其 珊 根 多、 亿 即 4、 刁 两 点 的 横 坐 标 ， 人 十 o 一 2xo，04 v2 二 223 一 yo， 
《2 一 02) 0 十 的 ) drt = dr —4(200—Y0) =4y0— 0), ,= 
27o81 一 200 十 %o， 护 一 27o73 一 270 十 %，.… 级 一 久 = 王 2x0(c1 一人) .= 
[48 一 《2 一 37 十 (中 一 97 一代 十 40 (2 1) =4(y0 ~ 722) (十 4 和 )。 
以 zy 代 换 to、go， 即 得 轨迹 方程 4(y 一 42”) 人 于 422 = 六 

[说 阴 前 两 种 解法 都 运用 了 参数 法 则 ， 凡 能 确定 动 点 位 置 的 量 , 一 般 
都 可 选 作 参 数 , 由 于 所 选 参 数 不 同 , 就 有 不 同 的 解法 , 参数 选 得 好 , 可 使 解 
法 简便 ， 第 三 神 解 法 是 求 轨迹 方程 的 基本 法 则 ,即将 动 点 满足 的 条 件 , 直 
接 转 化 成 动 点 的 坐标 满足 的 方程 . 

本 题 中 的 条 件 为 ?> 二 如 果 改 为 1<1, 则 |4B| 小 于 这 个 抛物 线 的 通 径 
的 长 ; 当 48B 与 xz 轴 平 行 时 ， 后 有 L 的 位 置 离 x 轴 最 近 , 这 时 点 M 的 坐标 

PN 
为 (0, 所). 

1026. 设 抛物 线 妨 二 4awz 上 一 动 点 Q@ 的 法 线 交 ww、y 轴 于 RE. 
心 ， 再 过 点 ER、 分 别 作 ww、y 办 的 焉 线 ， 求 此 两 重 线 交点 了 的 
轨迹 方程 

[ 解 ] 设 动 点 @ 的 坐标 为 (a#，2at), 则 抛物 线 仇 二 4az 在 点 @ 处 的 法 
线 方 程 为 十 Y= 二 a 十 24t，。 当 y=0 时 , ZX 一 gq 十 24, 此 即 点 卫 的 模 沧 
标 ; 当 Z=0 时, y==a8 十 24t， 此 即 点 卫 的 纵 坐 标 ， 故 点 了 轨迹 的 参数 方 


一 人 十 2 
程 为 | | 消去 参数 i 即 得 所 求 的 轨迹 方程 ag?=723 一 2473. 
yy 一 Q 旭 十 2 


2 
» tg0~2r seo? 0~1+d, (cy) (1 + 428). 
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1027.P 是 抛物 线 旷 =2ps 上 任 一 点 , 万 为 焦点 , PT 是 扫 
物 线 的 切线 。 过 顶点 0 作 PT 的 垂 线 , 垂 足 为 妃 ， 直线 O1 
和 PF 相交 于 求 点 的 轨迹 . 

[分 析 ] 取 点 卫 的 华 标 为 参数 ， 分 曾 求 出 OH、 PF 两 直线 的 方程 消 
去 参数 即 得 轨迹 的 方程 ， 


“[ 解 ] 设 点 了 的 坐标 为 (zo, tp)， 则 切线 PT 
的 方程 为 yy 一 px 十 Zo)，.". 0 五 的 方程 为 Yor 


+py~0.…D， 直 线 PF 的 方程 为 (0 一 全 y= 
wo (2— 从 由 @、@ 解 得 . % 一 2 一 仿 ， 
w= - 点 已 在 扰 物 线 上 ， … 级 一 200o 即 二 条 py 一 2p. 人 2 一 2 
化 入 得 3+ 妨 po~0。 放 点 8 和 过 为 以 (和 0 为 加 各 为 半径 的 
a 本 是 亦 可 设 点 卫 的 华 标 为 (2pi2 2pb) 通过 消去 参数 得 解 

1028， 过 抛物 线 O 的 弦 4B 的 中 点 及, 引 O 的 对 称 轴 的 平 


行 线 1 又 过 0 的 焦点 也 作 4B 的 垂 线 。 求 此 重 线 与 1 交点 书 
的 轨迹 . 


.在 解 ] … 设 抛物 线 的 方程 为 =2pzx， 点 4、 五 的 坐标 分 别 是 (2pii， 2pt1) 
和 《2p 上 2pis), 则 4B 中 点 M 的 纵 沧 标 为 gx 一。 
p(t1 十 如)，.'， 直 线 1 的 方程 为 y=p (+1)…@. 
又 过 点 万 目 秋 直 于 4B 的 直线 方程 是 y (t+) 下 


“(6 一 全)…@, 由 @.、@ 得 z= - 甩 或 g=-0. 故 
_ 所 求 的 轨迹 是 已 知 折 物 线 的 准 线 或 对 称 轴 ， 
。 1089. 4、B 是 抛物 线 六 4a 上 的 两 动 点 ，0 为 原点 ， 且 
-04 | 上 0B. 试 求 点 0 在 4B 上 射影 的 轨迹 . : 

[分 析 ] 因 直 线 4B 是 随 4、B 两 点 而 确定 的 , 故 可 取 点 4, 召 的 坐标 


8S9. 轨迹 题 625 


为 (qh 2ati) Gi 一 1, 3), 以 如 所 为 参数 ， 再 从 直线 4B 和 自 点 0 作 4B 的 
重 线 OP 的 方程 及 O4 | 0OB 的 条 件 消去 和 ty 即 得 。 》 
轨迹 的 方程 

“[ 解 ] 设施 物 线 上 动 上 44. 卫 的 坐标 为 (at 2 
和 (c 胡 ，20b) ( 碳 、 加 关 0)， 则 4B 的 方程 为 2 一 
Cat i)yt2atiio= 0 “7 04 LO0B, .. .a 
== 一 工 ， 即 .一 一 和 “4B 的 方程 为 20 一 (+t2)y 一 84==0- 人 @ 过 点 
0 与 4B 垂直 的 直线 OP 的 方程 为 伯 十 切 z 十 2 一 0…@@， 由 四 、 加 消去 
妈 , 切 得 屯 十 名 一 4az= 0， 故 所 求 轨迹 为 圆心 在 (3x，0)， 半 径 为 31a| 的 
贺 ， 原 点 是 轨迹 的 极限 点 
080. 自 抛 物 线 上 任意 一 点 己 向 其 准 线 ? 引 答 线 , 三 足 为 
Q@， 连 接 抛 物 线 的 顶点 0 与 点 PP 的 卫 线 和 连接 摔 物 线 的 焦 扣 下 
与 Q@ 的 直线 交 于 RR. 求 点 马 的 轨迹 . 

[ 解 ] 设 抛物 线 好 = 2pz 上 任 一 点 卫 的 坐标 为 
Go go 网 点 的 和 为 ( 名 ,yo)，.…. 直线 OP 的 
方程 为 y 一 如 w…G@， 直 线 FQ 的 方程 为 y= - ~ 

(2— 佬 @，@Ox@, 得 o-- 如 _o(w 一 各)…@，… 点 卫 在 抛物 线 

上 ，… $= 2pzo 即 =23， 代 入 图 , 得 2 十 儿 一 zz 一 0 、 故 所 求 的 罗 
迹 为 一 梢 加 

1031. 设 三 角形 的 底 边 与 其 高 为 定 长 ， 求 此 三 角形 委 心 的 加 


迹 . 


[ 解 」 取 A4BC 的 顶 氮 卫 为 原点 ， 底 边 BC 
所 在 直线 为 x 轴 , 建立 直角 坐标 系 . 设 点 0 坐标 
为 (4a, 0), 号 扫 的 弘 标 为 W， 有功, 其 中 和 为 参数 ， 
a、hh 为 定 值 ，,, 高 4D 的 方程 为 = 和 A……QD; 高 
BB 的 方程 为 Q- 4)0 十 i 一 0… 四 .从 加 与 凶 
消去 参数 和 即 得 光 ~az+ 册 =0， 故 所 求 轨 迹 为 一 抛物 线 ， 
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1032. 已 知 圆 2 十 内 =o 与 % 轴 正 半 轴 交 于 点 4， 一 条 写 % 
轴 平 行 的 动 直 线 交 y 轴 于 点 .8， 交 右 半 图 于 
点 O. 求 线段 4B.OO 交点 凡 的 轨迹 . 

[ 解 」 设 点 至 的 坐标 为 (2 人 ,点 C0 的 坐标 为 
(zo， yo)， 则 点 BB 的 坐标 为 (0, )。 线 段 4B、0OC 所 
在 的 直线 方程 分 别 为 : Yox+ay=ayo'…(D，Xoy 一 
bo0 pp ，、 又 2 十 狼 一 和 国 、 由 山 、 名 、@ 消 去、 | 


yo, 得 = -2a(z 一 号 )， 故 所 求 轨 迹 为 此 抛物 线 在 圆 C 内 的 一 部 分 (项 
点 除外 ). 
1033， 从 抛物 线 的 顶点 作 动 切线 的 牌 线 ， 求 垂 足 的 轨迹 方 


程 . 
[ 解 一 】 设 4(C82 雪 2p) 为 抛物 线 妨 二 2px 上 任 一 点 ， 过 点 @ 的 切线 方 
程 为 一 2 雯 十 2p 二 0.…D， 过 0 与 切线 垂直 的 y 
直线 OP 的 方程 为 g= 一 2iz… 轩 . 设 zr+0 由 
人 四、 四 消去 上 得 2x8+3xy?- 上 poy2=0， 当 Z=0 ps 
时 , 则 点 书 与 O 重 合 , 显然 原点 也 满足 方程 。 故 © x 


所 求 垂 足 的 轨迹 方程 为 2 十 2zy 十 py? 一 0 
[ 解 二 ] 设 凡 =2pz 的 切线 方程 为 y=m% 十 


起 -《m 和 0), 则 过 顶点 同 它 重 直 的 直线 方程 为 y= -二 x 消去 m, 即 得 轨 


迹 方程 为 2 十 2xy 十 pt 一 0， 当 切 线 垂直 于 x 轴 时 , 顶点 0 也 是 轨迹 上 
的 所， 


1034， 过 抛物 线 的 焦点 作法 线 的 垂 线 , 求 垂 足 的 轨迹 ， 


[ 解 ] 设 抛物 线 好 =4ag 上 任 一 点 昌 的 坐标 为 (of 24t), 则 过 点 的 
法 线 方程 为 好 十 9 一 aq 开 十 2at 由 ， 过 焦点 了 la, 0) 与 法 线 垂直 的 直线 FP 
的 方程 为 z 一 妃 一 4… 国 从 四 .四 消去 记得 [zGz 一 ca) 十 9 光一 aoGz 一 0)。 
[C2—a)?+2y], WL —0) + yao)j=0. ' -0+ =0 
表示 一 点 (a, 0), 而 点 la, 0) 在 久 一 az 一 4) 一 0 上 。 改 轨 迹 方 程 为 扩 二 


8$89, 轨迹 题 627 


olz 一 4)， 其 轨迹 为 项 点 在 (a, 0)、 对 称 轴 与 原 抛 物 线 的 对 称 轴 重 合 . 通 
径 长 为 岂 抛 物 线 的 四 分 之 一 的 一 条 掀 物 线 . 


1035， 已 知 抛物 线 的 两 动 切线 的 交角 为 或 一 a (cz 亚 ) 


求 此 两 动 切线 交点 的 轨迹 方程 . 
[分 析 ] ”两 切线 的 交角 可 由 这 两 条 切线 的 斜率 来 决定 ， 不 管 两 切线 的 
交角 是 a 或 是 wa 当中 持 时 ,总 有 tg? a 一 -4 和 ( 此 处 加、 辐 为 


两 动 切 线 的 斜率 )， 利 用 这 一 关系 , 即 可 求 得 满足 条 件 的 轨迹 方程 . 
[ 解 」 设 抛 物 线 方程 为 =2px…Q， 两 动 切线 4、45 的 斜率 分 别 为 
所 、Ko, 交 扎 为 (zo, Yo)，'.” 已 知 斜 率 天 的 抛物 线 的 切线 方程 为 Y 一 ie 十 


区 四 ， 且 两 切线 均 过 点 (zo, yo)， 故 有 214 加 一 283zo 十 D… 图 和 2%oyo = 
321220 十 0 图， 由 国 、 四 可知 页、 入 是 方程 2zo1 ~ 2yoR + p=0 的 两 根 ， 
且 kt+hs=- 2 ，14 13 一 庆 。 又 切线 4、 8 的 交角 为 gw 或 一 0 c 二 可 ， 
tg? a= Gp ka)” _ (i+ ko) — dkika _ 4(%3— 2p70) . 即 (2zo 十 D)2tg2a 


一 


(J + kl) (1 + RR2)’ 《2co 十 D)2 
号 4 一 20020)… 和 人， 以 和 分 别 代 换 zz、 yo， 即 得 所 求 的 轨迹 方程 
(27 4p) tp a= 4 — 2p7). 
当 两 动 切 线 中 有 一 条 的 斜率 不 存在 时 , 结论 仍 成 立 . 


1036、 坛 求 过 抛物 线 妨 4az 的 焦点 ， 且 与 抛物 线 相 切 于 点 
Q (cta, 2df) 的 圆 方程 ; 当 @ 点 在 抛物 线 上 运动 时 , 求 圆心 的 轨迹 
方程 


[分 析 ] 因 动 圆 的 圆心 由 动 圆 和 抛物线 相 切 的 切 点 4 的 位 置 确 定 , 故 
可 贡 贺 与 撼 物 线 相 切 的 切 点 纺 的 尝 标 为 参数 , 求 
出 圆心 坐标 4z， 急 与 加 所 坐 标的 关系 ， 即 可 求 得 
圆心 轨迹 的 参数 方程 . 

[ 解 ] 设 过 抛物 线 多 一 4az 的 焦点 , 且 与 抛物 
线 相 切 于 点 8(a#，2at) 的 圆 的 圆心 为 PD)， 
抛物 线 与 圆 过 点 8@ 的 公 切 线 为 雹 =z 十 qt2， 设 
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切线 的 倾角 为 a, 则 霹 a= 子 。“… 直线 PQ 为 法 线 ,. 令 el 则 = 
V 工 十 VIF -加 又 
0h 2)2+ 9. .图 ， 把 加、 四 代入 @ 得 7 一 款 a (22 十 1 凶 .~. = 
a(382+D).…®, =—a(3;—#).…©®. 设 圆 忆 的 方程 为 宁 十 久 - _az(362 十 了 
一 93 一 约 十 CC=0C 为 待定 常数 ， 加 了 过 F(a, 0)，. C=34. 
故 所 求 圆 的 方程 为 22 填 g -azG324+D - —ay(3t— 一 站) 十 3 二 0, 
在 人 @、 回 中 把 (从 改写 成 (z, 分 ,得 
2x 一 a(32 十 1… 轿 
[ci 人 


(© xt+® x3, 符 3i% 十 6y= 10at, .. += 
轨迹 万 程 (24 一 L508) =—270y. 


1037. 一 动 加 过 抛物 线 多 4az 的 顶点 0， 是 与 抛物 线 交 于 
及 一 -局 L, 圆 与 抛物 线 在 点 已 处 的 切线 互相 垂直 ， 求证 动 圆 中 
心 的 轨迹 方程 为 22 (28? 十 3 一 1202) 一 0O(3cz 一 4c)3 


[分 析 ] “所 求 圆心 C 为 抛物 线 在 点 三 的 切线 和 线段 OP 的 中 垂 线 的 交 
点 . y 

[证 ] 设 加 与 抛物 线 纺 =4az 另 一 交点 书 的 从 
标 为 (ct、 2at)， 则 OP 的 中 村 线 方程 为 y 一 at 二 


-二 (0 加 3 即 zz 二 2g= 区 -+2ai… DD， 抛物 


线 在 点 书 的 切线 方程 为 x 一 让 十 路 一 0…@， 即 
a82==y 一 x， 代入 四 , 得 315 十 知 =t(iy 一 7x) 十 4at, 即 ty+ (4a — 37)t—4y 


一 0... 二 19 T3244da)+dy ,oy(z+4da) 、 
TC 清 
去 得 [4y?+2(35 一 44)][y? 一 a(3z 一 4)] 一 PCz+44)? 即 动 贺 由 心 C 


的 轨迹 方程 为 2 (2y +2 — ~ 27) 一 Ce 一 —4a)". 
1038. 设 圆 与 抛物 线 o2 =4aa 的 四 个 交点 中 至 少 有 三 三 个 重合 


cz8 十 r Sin wx 一 0t2 十 


(一 20f 一 和 08wX 一 32f 一 


代入 人 )， 即 得 圆心 的 


Er. 


.$9, 轨 迹 题 629 


于 点 了 (Qt?, .2 人 ,其中 为 参数 . 求 这 些 圆 的 中 心 的 轨迹 方 
程 . | 

[分 析 ] 要 求 圆心 的 轨迹 ,可 先 求 有 关 回 系 方程 。 如 圆 与 抛物 线 信 = 
4az 的 四 个 交点 为 卫 、@、 了 .人 S， 则 PS、8B 与 抛物 线 的 轴 的 夹 角 互补 ( 参 
见 第 974 题 ), 即 PS、@R 的 斜率 互 为 相反 数 . 右 @、 导 与 重合, 则 RR 
与 过 点 卫 的 抛物 线 的 切线 重合 。 因而 从 过 点 了 的 切线 方程， 可 求 PS 的 
方程 。 利用 圆锥 曲线 系 方 程 , 可 求 出 这 些 圆 的 中 心 的 轨迹 方程 . 

[ 解 ] 拖 物 线 人 一 4az 过 点 (aB?, 32 鸭 的 切线 人 
方程 为 2 一 Yt a 一 ， 衣 圆 与 该 抛物 线 的 第 四 个 
交感 为 / D. “PS 的 任 率 号 此 切线 的 儿 率 筷 为 相 
有 反 数 ，. .Ps 的 方程 为 

(2Z 一 01 +t(y ~ 2at)=0, 
即 ZX 十 翅 一 3o# 一 0 
所 以 加 系 方程 为 (一 区 十 at 《e+ 好 一 3a17) = -xp - du， 其 中 和 满足 条 
件 : 入 十 如 二 一 14, 即 入 二 一 (1 十 雹 )， “这些 圆 方程 为 2 十 y? 一 一 24(312 十 2)2 


十 4aiay — 3a2t =0, 心 生 本 为 和 ?P49 洛 去 参数 得 27ay 一 


4(z 一 20)3， 此 轨迹 为 半 立 方 抛物 线 ， 与 x 轴 交 于 点 BC24a，0)， 与 抛物 线 
交 于 点 (8a， 土 4V 3 a)， 

[说 阴 ] 本 题 中 所 求 的 加 寺 护 一 20(3i2 十 2)2 十 4atay 一 3c? 记 =0, 称 为 
抛物 线 在 点 Plat?，24t) 的 密切 圆 , 密切 圆 的 中 心 轨 迹 称 为 渐 居 线 ，PS 也 
称 为 密切 弦 . 这 种 解法 是 求 二 次 曲线 的 密切 图 中 心 轨迹 的 通用 方法 . 


1039. 试 求 抛物 线 矿 =4az 的 焦点 关于 动 切线 的 对 称 点 的 软 

[分 析 设 切 点 坐标 为 参数 ， 轨迹 上 的 点 是 焦点 
关于 动 切线 的 对 称 点 ， 则 它们 的 中 点 满足 切线 方 
程 , 它们 的 连 线 与 切线 垂直 , 且 切 点 坐标 满足 抛物 
线 方程 ， 由 此 得 三 个 关系 式 , 消去 两 个 参数 即 得 . 

[ 解 ] 设 抛 物 线 仿 =4az 在 点 久 《m1, 雏 ) 处 的 切 
线 8T 为 yy 二 24a(% 二 m1), 焦点 了 Fla, 0) 关于 该 切线 的 对 称 点 为 Pw, WD) 
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“FP 的 中 点 (人 3 Sem (+ 即 yy = 


2a(Ct + 4) + da OD; 又 wy 即 妇 = -于 …@; 多 = 


yi TY-—a 
4m1…@， 由 加 、 加 得 所 一 7“ 四 ,把 四、 @ 代入 @, 消去 参数 
zr, yy 得 (+4)[yP+(z 一 0) 习 一 0， x 天 a, 故 所 求 轨迹 是 抛物 线 的 准 
线 Z 二 a= 0. 

1040， 试 求 抛物 线 多 = 4cz 的 焦点 关于 动 法 线 的 对 称 点 的 较 
迹 . 

[ 解 ] 设 抛物 线 色 = 4oz 在 点 (ai 2ab) 处 的 法 线 为 好 十 9g 一 20t 十 对 ， 
焦点 Fa, 0) 关 于 该 法 线 的 对 称 点 为 P(z, 殷 ，'… ZP 的 中 点 (2 二, 部 ) 
在 法 线 上 ，.…. T+ 即 oto) ty htt" 
又 “FP 与 法 线 垂直 ，. 《~ 从 :一 和 -一 一 即 t=2…@， 从 @、 
四 解 出 民风 得 [人 ) 消去 二 得 包 =2az- 忆 。 故 所 还 


Y= 22t. 
为 顶点 在 F(a, 0) 的 抛物 线 仿 =22(75 一 a). 


1041. 设 抛物 线 信 =2pz 过 顶 氮 的 两 弦 0P1.0Ps 互相 垂直 ， 
求 以 OPi、 OPs 为 直 色 的 两 圆 男 一 交点 @ 的 轨迹 . 


[ 解 ] 设 点 PP; 的 坐标 为 (22 六 ，20t) (1 二 1，2)， 则 弦 的 斜率 Kop, ™= 
2ph 1 .OP | OP .t= 一 1…D， 以 弦 


OP, 为 直径 的 辆 方程 为 x (zx 一 2ptt) 十 y (y 一 2pti) 
一 0， 即 2Z2 十 扫 一 2081(NZ 十 幼 … 罗 和 人 十 久 一 2 的 
(bz 十 办 … 图 .四 一 国 , 得 2p( 丰 一 雪 [( 丰 十 妇 )2 十 乡 j 
二 0. 贞 尖 轨 ， 又 用 尖 0，.…，( 丰 十 芭 )Z 十 9 一 0 出 ， 
四 十 人 @， 得 妈 十 多 一 DEG3 十 友 )2 十 《 帮 十 轨 ) 雪 一 
2{( 丰 十 办 [人 十 四 2 十 要 一 363 小 ， 议 全、 国 代 入 ,得 到 十 儿 一 2pz， 故 所 
求 的 轨迹 为 以 《p, 0) 为 贺 心 ,2p 为 半径 的 园 . 


$89, 轨迹 题 631 


1042. 设 Q 为 抛物 线 内 = 4coz 上 一 动 点 ,4(64, 0) 为 定 尽 , 以 
太 委 为 中 心 将 4Q@ 按 顺 时 针 方 向 旋转 90° 到 4P， 试 证 : (了 D 扣 
4 的 轨迹 为 抛物 线 ; (2) 该 两 抛物 线 的 四 个 交点 共 圆 . 


[分 析 ] 设 14P=|48|=i, 48 和 4P 的 倾角 分 别 为 2 和 0-90" 则 
氮 了 上 入 坐 标 之 间 的 关系 可 用 人 0 表 出 ， 再 利用 点 纺 在 已 知 抛物 线 上 的 
条 件 即 得 证 . 

[证 了 (1 设 点 @ 和 也 的 坐标 分 别 为 (to, go) 和 
(2, YD)， 则 go=4azo:@D， 令 148|=i, 人 x40=0, 
则 IAP|=t, ZrAP=0-90° .w=tc0s0 + 6a, 
yo=tsing. 而 z=tco8(0 -90°) + 64=tsin 0 + 6a, 
,Yo=Z—64%®, y=tBin(0~90°) = —icos0, 
To 一 Bg 一 y'… 人 加， 名、@ 代 入 有 即 得 点 忆 的 
轨迹 方程 (2 一 64)? 一 -4a(y 一 64a)， 其 轨迹 为 顶点 在 (6a, 64)， 对 称 轴 与 
y 轴 平 行 的 抛物 线 ， 

(2) 将 求 得 的 轨迹 方程 展开 , 得 2 十 4ay -12az+12a2= 一 0, 与 原 抛物 线 
方程 多 -4g 一 0 相 加 ， 得 二 一 16ax 十 4ay 十 12a?==0， 即 (ww 一 84)? 十 
(十 2q) 一 56a”， 故 该 两 抛物 线 的 四 个 交点 都 在 此 加 上 , 

[说 阴 ] 如 果 动 点 P4xz， 幼 的 位 置 由 已 知 曲 线 太 zz， 幼 一 0 上 的 点 
qzo 4%o) 确定 ， 则 求 出 已 zz 级 与 8(zo, yo) 坐标 疗 的 关系 式 后 ， 解 出 z、 
yo, 再 代入 Fa Y) 一 0, 即 得 所 求 的 轨迹 方程 ， 这 是 一 种 常用 的 求 轨迹 的 
方法 . 


10 氏 .已 知 抛物 线 多 一 4cz 上 两 动 点 的 模 坐 标 之 比 为 4:1, 求 
过 此 两 点 的 切线 交点 的 轨迹 方程 . 


[分 析 j 此 两 切线 的 交点 由 两 动 点 ( 切 点 ) 的 坐标 确定 , 故 可 选 两 动 点 坐 
标 所 对 应 的 妇 、 刀 为 参数 ， 再 利用 两 动 点 横 坐 标 之 
比 为 w:1 消去 参数 即 得 解 . 

[ 解 ] 设 抛物 线 护 二 44ax 上 两 动 点 角 , 8 的 坐 
标 为 (att，2a) 和 (a 如 24ta)， 则 过 这 两 点 的 切线 
方程 分 别 为 % 一 ty 十 qi 一 0 和 5 一 地 十 吸 一 0, 故 
bl 和 刀 是 方程 qt 一 t+%=0 的 两 根 ， .… 刀 十 轨 一 
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CE - 辫 


#1 
-一 一。 一 人， :1， 。 — Wr'* . 
WW, 8 一 人 又 At: q 弹 一 让 a 让 


二 it- 25b= (a at | 以 0@., ©、 加 代入 ,得 包 - 之 


一 十 必 < wT - 产 ) 化 入 用 求 的 儿 王 7 各 沪 一 土 CE Yao. 其 


轨迹 为 两 条 抛物 线 . 


1044. 设 点 @ 是 抛物 线 咏 4av 上 的 动 点 ， 连接 抛物 线 的 顶 
点 0O 和 点 @ 在 直线 OQ@ 上 取 一 点 卫 ， 使 OP .04= 及 做 是 党 
数 )， 试 求 点 乙 的 轨迹 方程 . 1 
[ 解 ] 设 09=po 0P=p， Zzx0P=9, 点 @ | _ 
的 笃 标 为 (Xo0，yo)， 则 “w=po cos 0， Yo= po Sin U; 
且 po8 $in? 0~4apo Cos 0. 显然 sin G0,. 故 po= 


各 cos0 .0，… 0p.00=K, … pp= 刀 lO 
代入 , 得 4apcosb 一 12gin26…@@， 设 点 卫 的 坐标 为 (x; 力 ， 则 5 一 peosb， 
y~psin9， 故 @ 可 化 为 4az(z? 十 g) 二 kyr?， 此 即 所 求 的 轨迹 方程. 
说明] 《DD 本 是 解答 采用 直 有 坐标 和 极 华 标 相 结 合 的 方法 , @@ 式 即 
-点 也 的 极 坐标 方程 ， 由 于 给 出 的 是 直角 坐标 系 ， 
故 最 后 应 以 gw Ko? 二 7) 一 Ng 作为 所 求 的 轨迹 广 
程 。 这 是 一 种 有 效 的 解 题 手 自 .|.,. 
(2) 满足 条 件 OP,0g 二 刀 的 点 9(z', y) 变 换 到 
点 了 Cn， 护 的 几何 变换 称 为 反 演 变换 ，0 称 为 反 演 ， 
中 心 , 为 反 演 半径 . | 
OM MP OP op.00 ”2 


Te SE ee wm = 


O00 0 Hy 


加 2 


r ol -一 | Km 
ot zy + 
kay z 12g 
”7 1 Y= D+" 
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”110 和 5， 抛 物 线 多 =4az 上 两 动 点 Pi、Pa 的 切线 交 于 已 点 . 
过 页 点 的 切线 与 此 两 切线 图 成 的 三 角形 PMN 的 面 积 为 党 数 
， 求 点 卫 的 轨迹 方程 

[ 解 ] 设 点 卫 的 坐标 为 (zs, 仿 ， 点 Pi、 肪 的 从 
标 分 别 为 (gqtf，24t1) 和 (at，2atp)， 则 切线 PP 的 
方程 为 4 一 ty 十 4 如 ==0..…D)，PoP 的 方程 为 x 一 toy 
十 4 妈 二 0.…@. 而 过 顶点 的 切线 方程 为 x==0, 代入 | - 
QD, 得 点 用 的 坐标 为 (0, ati)， 人 入 的 坐标 为 《0， 四 .. [MN|= 
ia- 要 |， Soapun—09, 1 Is ME=02， 即 ta? (tt)? 
4 和 国 . 由 名 名 可 知 女 如 是 方程 at? 一 yt+%=0 的 两 根 ，.". (ti 一 1)? 
一 (i 十 刀 )? 一 4 一 - 姑 一 ?2 代入 图 , 即 得 所 求 的 轨迹 方程 ， 

2 — daw) =404 


1046. 设 过 抛物 线 久 = 4az 上 一 点 了 的 法 线 交 抛物 线 于 
有 为 一 点 @ 及 为 抛物 线 的 焦点 ， 试 求 人 ALY 重心 的 轨迹 方 
程 . 


[分 析 ] 人 FPQ 重心 的 位 置 和 P68 的 端点 位 置 有 关 , 而 P@ 是 过 点 P 的 
法 线 , 故 点 P、@ 的 坐标 必 满 足 一 定 关系 ,再 根据 重 
心 坐标 公式 列 出 轨迹 上 任 一 点 的 坐标 和 参数 之 间 
的 两 个 关系 式 ， 从 以 上 三 个 关系 式 中 消去 两 个 参数 
即 得 轨迹 方程 . | 

[ 解 ] 设法 线 弦 两 端的 坐标 分 别 为 plath, 2at1)、 
多 (Q 既 ，2ata), 且 刀 大 ty 妈 关 0( 否 则 法 线 为 抛物 线 的 _ 
和 

对 称 轴 , 点 9 不 存在 )， 由 如 鄙人 人, 得 纺 PQ 的 方程 为 
YH 十 刀 ) 二 22 十 24tita…@。 过 点 卫 的 法 线 方程 为 y 十 fiz 一 24t1 二 a8…@@、 


… 纺 PQ 与 点 卫 的 法 线 重合 ，.… 也 + 所- 也- cotata 得手 十 名 一 


tt 2ahrt+as” 


2 2 
-二 名， 设 (s，9) 为 A 人 FPQ 的 重心 ，。 2 一 2 区...@, 
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2 Salt1+to) Aa 3Yy 
3 … 回 , 由 国 . 思 得 刀 = 到 妇 一 3 1 34 代入 由 ,得 


ss B+ 3 ， 故 所 求 重心 的 轨迹 方程 为 


36aewy2(3z ~—54) 一 81% 二 138a4 

1047. 求 内 接 于 抛物 线 妇 =2po 的 正三 角形 的 中 心 的 轨迹 . 

[分 析 ] 从 第 1009 题 已 证 实 以 抛物 线 上 任意 一 点 为 顶点 的 内 接 正三 
角形 一 定 存 在 , 改 可 取 内 接 正 三 角形 的 顶点 PP 的 誉 标 (22 要 ，2p10) 
(= 2, 3) 为 参数 .根据 人 PiPsPs 为 正三 角形 的 充 要 条 件 : [PiPs|= 
|PiPsl, PsPiPa 一 地 ,建立 妇 、 to、 刀 所 满足 的 两 个 方程 。 因 轨迹 上 任意 
一 所 PP, 切 为 人 PiPsPs 的 中 心 ， 又 得 两 个 方程 ， 从 以 上 四 个 方程 消去 
参数 , 即 得 轨迹 方程 . 

[ 解 ] 设 抛物 线 内 = 2pz 内 接 正三 角形 三 顶点 坐标 为 P,(2pt?, 2pt,) 
4 一 二 ， 2, 3), 此 三 角形 的 中 心 £ 的 坐标 为 《%， y), 

“一 了 ++ 疙 @，g= 他 (+ + 约 …@. 


yy 


… 人 PiPsPs 是 正三 角形 ，.，PiPs= PiBoe'$ ( 设 PI、Po、Ps 按 逆 时 
针 序 )、 从 此 得 
2p(t2 一 t1)[L( 红 十 刀 ) 十 订 (去 + 忆 V3 i)= 2plts—iti)L (tat) 十 订 


即 (js —t) Cthi~V 3)=2(ts—h)(t + @, (ta ~—t) [Ll+ V3 (+t) 1 
一 2(te 一 村 ，。(2 拉 一 入 一 秦 )( 胡 十 要) 二 一 (28 一 页 一 轨 )， 即 

(38 一 各 一 丰 一 要 ) (村 十 刀 ) 一 一 《3s 一刀 一 生 一 t8)…@. 
以 中、 四 代入 加 , 得 


2p p 

: PE EE 、 
/ 

定理 得 如 如 十 四 fs 十 加 丰 一 一 2) ”如 十 楼 十 友 十 2(tito 十 tata 十 tot1) 一 


(三 士 妇 士 四)3， . 下 -部 +1)= (型 ) ， 即 9 一 2p(z 一 4)。 故 所 
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求 轨迹 是 以 (4p, 0) 为 顶点 ,< 为 通 径 长 ,开口 向 右 的 抛物 线 . 


[说 明 ] 利用 ARPPsPas 是 正三 角形 的 男 一 充 要 条 件 ， 重 心 与 垂 心 重 
合 ,也 可 得 两 个 方程 , 从 方程 @@、 @ 与 此 两 方程 消去 参数 也 可 得 解 . 


1048. 自 一 动 点 引 抛 物 线 的 三 法 线 ， 如 果 其 中 两 条 法 线 互相 
垂直, 求 此 动 点 的 轨迹 方程 , 


[分 析 j 每 一 轨迹 点 必 对 应 抛物 线 上 三 个 点 , 即 对 应 三 个 参数 二 、ts, ta， 
因为 三 法 线 共 点 ， 所 以 妇 ts、 妈 应 是 法 线 方程 
21r 十 yy 二 4p 太 十 2pt 的 三 个 实 根 ， 又 因 有 两 条 法 线 
互相 垂下 , 可 得 妇 、 妈 辣 的 一 个 关系 式 。 再 由 韦 达 
定理 消去 ts 后 即 得 . 

[ 解 ] 设 抛 物 线 方程 为 包 =2pz， 则 过 抛物 线 上 
任意 一 点 (2pt?，2p 四 的 法 线 方程 为 2i$ 十 yy 二 4p 十 
3pt…(D, 其 笠 率 = 一 2 四， 设 自动 点 (z, 幼 所 
引 三 法 线 上 和 抛物 线 的 交点 为 (32 如 ，2pi0 《一 ， 2，3)， 则 支 即 为 方 


程 4 如 二 2 (2 一 和 )t- y 二 0…@ 的 根 . 孝王 加- 让 一 全 … 国 . 上 
hb 二 一 1， 由 回 得 绪 ty= 一 1.…@. 人 入 @ 得 bp 以 此 代 
入 @, 得 %= 人 如 (=- 王 幼 ) y+0 时 ,有 y 一 各 - 广 p)…@ 人. 当 
y~0 时 ,由 @、 加 可 知 c 一 子 p， 点 (号 bp, 0) 仍 适合 方程 @， 故 方程 @ 


即 为 所 求 的 轨迹 方程 . 
[说 阴 ] 涉及 抛物 线 三 法 线 的 问题 , 一 般 都 利用 法 线 足 为 (2pt?，2pt) 的 
法 线 方程 42T2% 一 4 上 十 2p5 再 由 书 达 定理 与 方程 根 的 概念 求解 ， 


第 八 章 ”一般 二 次 曲线 


1， 一 般 二 次 曲线 Ax”+BrxyiCy>+Dx+Ey+F=0 的 分 类 
平移 、 旋 转 不 变 式 ， 五 =A+0, 4=B-440, 686= 
24 B D / 四 

B 20 加 |、 半 不 恋 式 ， 开 = Da 十 再 ?一 44 太 一 4 不 

D EE 2F . 


型 别 | 判定 条 件 | 类 别 化 简 后 的 方程 
方 B<0 查 圆 4z'2+Ow2=- 纺 ， 
0 | 97 门人 |3>0 时 ,4>0 
档 辆 型 H@>0 | 无 轨迹 ( 虚 椭 圆 ) | 下 <0 时 ， 录 一 Ce 
一 | 4、C' 是 方程 
Sn 态 圈 加 HA— 全 一 0 
- . a 
4>0 I 
双 曲 线 型 
四 一 0 两 相交 直线 


m4 /Bo 
| Hy ?+ FA :0 
(B<0). 


B40 


无 轨迹 
EE<0 | 《两 虚 平 行家 线 ) 
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2. 一 般 二 次 曲线 Aw?+Bay++Cy?+ Dx+Byt+F=0 的 化 
简 
(1) 4= 忆 一 440 关 0， 中 心 型 二 次 曲线 . 


| 是 方程 24z 十 By 十 万 =0 
- 完 平移 ， { "大 各 组 {p20y 4- 0 


5 一 好 十 20 
Y=Y 十， 
解 平移 后 方程 化 为 4z2 十 Ba 人 十 0y3 十 训 (Dwo t+ Eyo + 2F) 
一 0。 其 中 (Doot Byott 2F)= -再 施 转 ,车 也 0， 取 
日 

. 24 


ctz 20= 全 旋转 后 方程 化 为 A'w -+0¥ = 
(2). 4= B3 一 440 = 0, 非 中 心 型 二 次 曲线 . i 
当 A4>0, B<0 时 ， 原 方程 为 (V Ao 一 Oy)3+ Do+ By+ 
-0, 取 octg0= VS ,旋转 后 方程 化 为 OY?+ Dw 十 By + 也 


=0， 其 中 | _ 


| vV4+O 


xn’'= —D NE ， 7 十 再 2 一 万 3 十 五 3 
Vv 4 十 O 


当 @#¥0 时 , 再 平移 , 方程 化 为 了 yy 圭 Ed -0 当 6-0 
时 , 方程 化 为 0 y+ By+F=0. 

当 4>0, B>0 时 ， 原 方程 为 (V Aa V OY Det By+ 
了 =0, 先 旋 转 ,方法 同上 , 方程 化 为 A443 十 Dw' 十 By 十 FF=0， 
再 平移 ,车 @*0, 方程 化 为 囊 os 士 W :gri= 0 车 6-0 
方程 化 为 42 十 De 二 到 =0 

3.， 过 二 次 曲线 Ax+ Bry+Cy’+ Drx+ Eyt+F=-0 上 一 点 
(wy, 2 的 切线 方程 ( 见 第 1065 题 )， : 
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Avwiz+i+B YY +Oyiyt+D 2 十 五 和 P=-0, 


(2Azi+ Beit+D)w+ (Bwi +20Y; +Eb)y 
+ Drt+bBoy +2F =0, (8.31) 
4， 点 (wo, go) 关 于 二 次 曲线 4w? 十 Boy 二 CVDor + Ey 
十 F0 的 切 点 弦 方 程 ( 见 第 1072 题 ). 
4aoz 十 Bo2 SY +Oyy + D2 5+ YW +F=0. 
(8.41) 
点 (zo，%) 关于 此 二 次 曲线 的 极 线 方程 与 8.41) 相同. 
56. 二 次 曲线 Aw? 十 Bmy Cy? 十 Dz 十 By 二 E =0 的 平分 斜 
率 为 的 平行 弦 的 直径 方程 ( 见 第 1077 题 ). 
(2Az+ By+D) -+E(Bz+20y+E)=0, 
(324A+BE)z+ (B+20F) y+ D+EEr=0. (8.61) 
此 直径 的 斜率 为 W， 其 共 轿 直径 的 斜率 为 ”它们 满足 条 件 ( 见 
第 1087 题 ). 
24 十 (8 十 8 有 十 2081 =0. (8.52) 
二 次 曲线 焦点 所 在 的 直 色 称 为 它 的 主轴 . 
二 次 曲线 一 对 互相 垂直 的 共 斩 直径 称 为 它 的 主 直径 ， 简 称 主 
径 ， 有 心 锥 线 的 主 径 方程 : B(y 一 yo)3 一 2(O 一 A)%— wo0)(Y ~ Yo) 


一 B(w 一 w0)”=0, 其 中 (wo, Yo) 为 中 心 的 坐标 . (8.53) 
无 心 锥 线 的 主 和 色 ( 对 称 轴 ) 方 程 . 
2(A+0O0) (2Az+ By) +24D+BE=0. (8.54) 


6. 焦点 在 极点 上 , 以 焦点 到 准 线 的 垂 线 的 反 向 延长 线 为 极 轴 
的 圆锥 曲线 方程 : 


Li 
fF Tecos6 或 p 1-+ecos0' (8.61) 
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(1) 过 p= 了 一 上 两 点 他 (pi, 加 )、Qa(pa ba) 的 连 线 
方程 ( 见 第 1064 题 ). 
gece “+73 二 0 COS (6-40)—e cosb. (8.62) 
p 


(2) 过 p= 上 一 点 (Pp，0%) 的 切线 方程 ( 见 第 1067 


题 )， 


工 一 2 


03(0 ~0) ~ecosb. (8.63) 


二 次 曲线 系 ( 人 参见 第 1084、1085、1091 题 ) 
定理 过 两 已 知 二 次 曲线 Si(%, 2) = Aw? + Bivy + Ow 十 
Dw+ By+Fi=0(i=1,2) 的 四 个 交点 的 二 次 曲线 系 方程 
Si(w, Y) =NSs(%, Y). (8.71) 
其 中 入 为 任意 常数 ,曲线 系 中 不 包括 二 次 曲线 Ss(%, 9y) =0. 
推论 i 若 Ss(%, Yy) 一 (bw 二 TY 二 ?741) (aw 十 may 十 m9)， 则 
(8.71) 为 过 两 直线 用 十 my 十 4 = 0， lz 十 my 十 na==0 和 
Si(%, 切 一 0 的 四 个 交点 的 二 次 曲线 系 . (8.72) 
推论 2 若 Sa(z, 9) = (lz 十 my+n)”， 则 z 
Si1(%, Y) 一 入 (1 十 7201 十 如)3 
为 与 Si(2, 9 一 0 相 切 的 二 次 曲线 系 ， 其 切 点 为 直线 如 十 mg 十 
2 一 0 和 it 9) = 二 0 的 两 交点 . (8.78) 
推论 3 若 Si1(w，2) 一 0，Ss(w，9) =0 都 退化 为 两 直线 , 此 
两 对 直线 四 个 交点 依次 为 4、 BO. Di 以 Ls=0.、 lso = O0、 Yop 
一 0、lps 一 0 分别 表示 直线 4B、BO、 OD、D4 的 方程 , 则 1。 
lop= 和 lporipa 为 过 4、B、O、D 四 点 的 二 次 曲线 系 .。 (8.74) 
定理 若 人 4BO 三 边 BO、04、4B 所 在 的 直线 方程 分 别 为 
lpso 一 0、 tos 一 0、 tas 一 0, 则 过 4、B.、O 三 点 的 二 次 有 曲线 系 方程 
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为 lpo' loat+ Nloa' Lat Mlap' lso = 0, 其 中 人 彤 为 任意 各 
数 ， (8.75) 


$ 1. 一般 二 次 曲线 方程 及 其 化 简 


1049， 作 曲线 O，41w7 寺 24xy 十 9 十 24w 十 18y 一 86 一 0 的 图 

象 , 并 求 其 焦点 坐标 和 准 线 方程 . 

于 解 一 ] … 4= 忆 -440= -900<0，… 曲线 为 椭圆 型 ， 其 中 心 为 方 
827+24y+24=0 zo=0 t= 十 No 

程 组 { 940 18y+180 的 角 | 光平 移 { ,yw 原 方程 

2' 一 2 C080—Yy sing 

YT DY oe 


yo= 一 二 


化 为 4 ray + 9 -45.… D. 再 旋转 . | 


ctg 29=< 0_4 os 20 一 全 sing 一 -二 ， c080 一 一 一 ， 方程 二 


3 5 10 v1 


y' 


化 为 450"?+5y "45, 即 全 + 如- 一， 在 wr0'y" 坐标 系 中 焦点 坐标 


为 (0, 2V 5) C0 VD 二 方程 为 yy- 2Y 9y3 y= -2 


,P= ‘cos0—wy sin 和 二 on . 在 . 
人 sn0 woos0 … 在 原 从 标 系 s0y 中 焦点 从 标 为 
2V5 6V5 2V 5 _6V5 
(- 5 ~ 5 一 -1)、 (= 5 5 1) 
+ | 2 一 (2 一 320)c080 十 (~oo)sin0 
y 一 一 人 一 020)Sn0 二 (9 一 %)cosb， 
在 原 出 标 系 Z09 和 程 为 
_9V3 ， 9V3 
-+ 2 十 DA Ta 和 而: 高- ~ 一 


Vi0 4°’.. 
妈 纪 ~ aa 和 Z- y= 3+ 05 | | 
[ 解 =] … 4<0， 二 线 为 本 四 型, 故 原 方程 可 化 为 hi toy 9 


其 中 4 0' 是 方程 2 -了 一 二-0 即 )2 一 -60 +225= 0 的 根 6 或 45。 
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2 


而 3-34>0 … 4>0, .A=45, 0'=5, 


~45. Ay 1 0 de 2 , 3tg20 


9 
+8te O03=0, 和 解 得 记 91 二 二 ， 说 bo= 一 3 陆 图 长 村 y 币 ) 的 全 
为 二 8， 又, 中心 誉 标 为 (0; 了， 故 长 轴 的 参数 方 各 为 


~- |x= sd A 
y= 1+tisin ~ ry 
半 焦 距 o=3W 互 ， 中 心 到 准 线 的 距离 
9 


py di 


及 机 区 Ev - 
4c 时 ， 即 得 焦点 全 机 (25，5YE-_1) mS 
-1). 当 f=44 时 且 和 长 连 与 六 红 交 成 Ds, Ds 的 坐标 
(- 训 V5 和 /1) (VE -时 vB- 而 准 线 的 斜率 . 
即 or 轴 的 斜率 为 子 , 故 准 线 方程 为 

a5 和 zy= 3 


Y 一 3 一 了 一 一 一 -一 


1050. 作曲 线 C: +10o+12- 86= 0 的 图 象 ， 并 求 


tL 解 一 」] 4 二 刀 = 440=16>0;: : 当红 为 汉 国 线 愉 . 其 中 心 为 方程 组 
i 人 ~0 - 1 i 于 
i ys 四 
区 二 2' + Lo ， 3 36. 
的 角 {2 和 和 上 贫 方 程 化 为 如 Uf+8gow 326， 
0080 一 —y' sin 0 4-C 3 

再 这 和 1y jin Oi+Yy cos 0 - 有 4 
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y =— (ae" 4), 
方程 四 化 为 气 - -和 =1. 在 从 标 系 20'Y' 中 ,焦点 坐标 为 (3V 5 ,0)， 
(-3V5，0); 总 方程 为 dr 3V zi'= 一 言 V5; 浙 近 线 方程 为 


cE 2 +3 
27x"—¢y’'=0, 2x"+y"'=0 | 1 在 原 坐 标 系 
yr 十 多 ) 一 各 


x0y 中 ， 焦 点 坐标 为 (6,，2)、(0， 一 10); 准 线 方程 为 +2y+2=0，, 


2z 二 2% 十 8=-0; 浙 近 线 方程 为 ++3y 一 0, y 十 4 二 0 

[ 解 二 」 “.“ 4>0， 上 曲线 为 双 曲 线 型 ， 故 原 方程 可 化 为 dz 十 CU 一 
7 其 中 4'.0 是 方程 六 一 HA 一 -=0， 即 和 ~3A~4=0 的 根 ，4 或 
-1 而 B=4>0, .4'>0', ,44, Om -1 57 36, 于 是 原 方 
程 化 简 为 ~ .". tg 20= -六 … 2tg?0—3tg09 一 2~=0， 解 
得 始 91=2, -了 即 双 曲线 实 轴 (z" 轴 ) 的 斜率 为 3 又， 中 
心 坐标 为 3，~ 和 ， 故 实 轴 的 参数 方程 为 


[ve 


V5 


Y= 一 4+t8in0== 一 4 十 2 


py 
半 焦 距 c =3V5， 中 心 到 准 线 的 距离 d= 4 ~ 号 V5， 当 t=+c 时 , 即 
得 焦点 坐标 ; F(6, 2)、F'(0,， 一 10)， 当 i= 土 q 时 | 与 
Di、D) 的 坐标 ( 闻 ， 蔡 、 (5 - 下 而 淮 线 介 率 为 -到 履 准 


6 
线 方程 为 +2 一 2,2+y= -8.*… 霹 B 一 之 MI 
=3 《有 为 两 渐 近 线 夹 角 的 一 半 )，.…， 渐 近 线 的 SS 
斜率 ; x! 


-tg0tgB 3 
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局 一 霹 (m+91 一 一 下 久 廊 名 后 一 0， 故 渐 近 线 的 方程 为 4 二 39 一 0 和 


y+4=0 

1051， 作 曲线 CQ，9w3 一 24xy 十 16y? 一 20w 一 140y 十 200=0 的 
图 象 , 并 求 其 焦点 坐标 和 准 线 方程 . 

L 解 一 ] … 4= 卫 一 44C=0 … 曲线 为 掀 物 线 型 ， 先 旋转 : 


| 7 一 和 00sS0 一 Sinb 
Y=’' Sin 0+y' cosb, 


取 dg = 全， ooa6= 生 ， sin bg 一 三 。 原 方程 化 为 35y? 一 100z' 一 100y 
1 it 1 
+200~0, 即 (y 一 33 一 4(w 一 了 ).…@， 再 平移 生 ,， “， 。 方程 @ 化 为 
9y =Y +2, 
y=4z”。 在 坐标 系 2'0%Y" 中 焦点 坐标 为 (1, 0)， 准 线 方程 为 必 一 ~ 
t= 各 (w+ 一生 (y++2) 
RA 。 得 在 原 坐 标 系 z0y 中 焦点 坐标 为 
y= + 二 告 (y+2)， 


有 ( 子 ， 辣 ) 准 线 方程 为 4 十 3g 一 0 

[ 解 二 ] … 4= 有 一 44C=0，.… 原 方程 为 (3z-490)2=20z 十 140y - 
200， 取 和 为 待定 常数 ， 将 上 式 配 方 ， 得 (3z 一 4 十 N)2 一 (20 十 6X)z+ 
(140 一 8A) yy 十 X2 一 200， 使 直线 3z-4y 二 和 一 0 和 
(20-+-6A)z+ (14140 一 8X)y 十 2 一 200==0 互相 垂直 ， 故 
3(20+6X) 一 4(140 一 8 和 A)=0, 得 2=10， 原 方程 化 为 

(3z—4dyt+10)?=20(4z+3y— 5)..……O., 
先 作 直 线 3z-4y+10=0 和 4z+3y 一 5 二 0 的 图 象 ， 
根据 它们 的 法 线 方向 , 确定 以 此 两 直线 为 坐标 轴 的 正 
向 , 因 z' 轴 转 到 多 轴 为 递 时 针 疝 ， 玫 确定 以 3zx 一 4 
+10=0 为 z' 轴 , 红 +3y 一 5 一 0 为 y 轴 ， 在 坐标 系 xwO'y 中 ,点 Plz',Y) 
;_ 4r+3y~5 


z en 
| 3 5 … @@。 代入 
y = 一 49 十 10 


一 器 
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Q@, 原 方程 化 为 y? 一 42'， 在 坐标 系 z'0y 中, 焦点 坐标 为 (L，0)， 准 线 广 
程 为 了 ~ 1。 代入 @， 即 得 在 坐标 系 z0y 中 焦点 坐标 为 了 (人 二) 


准 线 廊 程 为 49++3y 一 0.. 

[说 阴 ] 第 二 种 解法 对 于 非 中 心 型 二 次 曲线 是 普遍 适 用 的 只 要 4- 0， 
原 方程 可 通过 配方 法 化 为 (% 十 my 十 n)? 一 4pCmz 一 人 y 十 如 ,这 十 my 十 nn 二 站 
为 抛物 线 的 对 称 输 ，”zz 一 六 十 8 一 "为 雪 物 线 壕 顺 导 的 切 线 . 抛物 线 


4|p| 
的 通 径 长 为 J 


1058. 时 和， 同时 折扣 平和 到 人 
条 210%Y 中 的 点 (2, 一 4) 以 后 , 得 到 一 加 锥 曲线 的 新 方 
程 为 23 一 和 yy 求 团 信 出线 在 原 检 标 条 中 的 方程 


. X=%' C0s ~y sin > i 
[ 解 ] 针 坟 公式 为 | EE 平移 公 


x! gin 守 十 y cos 更 
y “Mn TY O04 


2 先后 代入 sy, 即 


得 曲线 在 原 坐标 系 中 的 方程 中 十 2zg 十 纪 十 3z 十 9 一 0 
1053. (1) 应 用 坐标 变换 ， 把 方程 只 一 2zg cos 2x 十 久 = = 2a3 


化 为 最 简 形 式 (0<w< 等 ， az0)， cos 试 讨论 它 
表示 什么 曲线 ? 


[ 解 ] GO “ 0<a< 至 ,ar0， 了 2 一 440= 4 087 2a— 4= 48in’ 2a< 


9 


… 尿 方 程 是 相 加 型 方程 . ctg 20 = < 0，,… 9 二 45*, 转轴 公式 为 
了 一 2 rT—Y 
| 2 代入 原 方程 得 za 人 1 一 oos3o) 二 LT+ oos2m 一 20， 即 
y 一 -一 去 
V2 


je 


@) >>ll 
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pe 


(2) 当 0<a< 亏 时 ,表示 椭圆 当 a=0 时 , 原 方程 变 为 2? 一 22y 十 妨 一 
202， 即 Zz-y+V234a=0 及 xz-y-V2a=0,， 表示 两 平行 线 ; 
当 a 一直 时 ， 原 方程 变 为 2? 十 2%y + 一 243， 即 z+ytMV234=0 及 
z+y~-V 24=0, 也 表示 两 条 平行 线 

1054. 抛物 线 的 顶点 坐标 是 4(V 3， 切 ， 焦 点 父 标 是 
BF(23wW 3, 2).， 它 沿 对 称 轴 平 行 移动 ， 求 它 与 2 轴 相 切 时 的 切 
点 坐标 . 

[分 析 一 ] 给 定 顶 上 只 和 焦点 就 确定 了 挑 物 线 , 它 的 对 称 轴 也 随 着 确定 ， 
这 里 对 称 锦 倾角 为 30%, 因此 可 利用 坐标 变换 把 它 化 成 标准 方程 来 求 , 

v= 寺 (V e+) 


[ 解 一 ] 作 针 折 妆 扫 ] 则 点 筷 、 玉 的 新 举 标 分 别 
y 一 豆 ( 一 十 V 39)， 


是 (2，0)、(4,0)、 在 新 坐标 系 中 ,抛物 线 方程 为 y?=8(Y'~2), 原 
四方 程 为 Vy 一 一 ~ 守信 设 抛物 线 沿 对 称 轴 平 行 移动 m 个 单位 和 


原 z 轴 相 切 , 则 气 物 线 的 方程 为 ?=-8(z' -2~m), 故 消去 尹 后 所 得 关于 
0 的 二 次 方 各 TX2 一 24x' 十 24(2 二 my) 二 0 的 判别 式 4=242 一 4.24(2 十 My 
= 0。.… m 一 4， 从 而 解 得 切 点 坐标 & -了 2 y= -4V 3. 再 利用 变换 公 
一 (V 32 ~Y) z 
式 站 即 得 切 点 在 原 坐 标 系 中 的 坐标 (8V 3, 0). 
y= 地 (+ V3 9 ), 
[分 析 二 ] 写 出 沿 对 称 轴 平 行 移动 的 抛物 线 系 的 方程 , 即 可 利用 与 办 
相 切 的 条 件 , 求 出 切 点 坐标 ， 由 焦点 、 顶点 坐标 可 得 对 称 轴 方 程 与 通 径 之 
长 , 从 而 写 出 符合 题 意 的 抛物 线 系 方程. 
[ 解 二 ] 由 顶点 4CV3, 与 焦点 F(2V3,，2) 可 得 对 称 二 方程 为 
x 3y=0， 通 径 长 为 4V (2V 3 一 V3)?+ (2 — 1)?~=8. 
故此 抛物 线 沿 对 称 轴 平 行 移动 所 得 的 抛物 线 系 方程 为 
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zt— V3Yy YNW 3x 十 y 十 和 
加 2 ) -3 ) 

即 (w 一 V3y)? 二 16(V 3z+y+ 入 ), 其 中 入 为 参数 ， 当 此 抛物 线 与 2 轴 相 
切 , 则 z2 一 16V 3x 一 16 和 X=0 有 等 根 , 其 根 即 所 求 切 点 的 横 坐 标 ， 地 切 所 
坐标 为 (8V 3, 0). 

1055. 证 明 方 程 5x3 一 2wy 十 2y? 一 82 一 2y 十 5 一 0 表示 一 个 

[证 1 …… 5z2? 一 2zy 十 29g2 一 8z 一 29 十 5 一 422 一 4zg 十 久 一 牧 十 妇 士 1 十 
mtorryt 4dr- dyt+4=(27~y—1)?+ (r+y—2)°=0. 


22 一 4 一 上 一 0 
pl {sw a0, 
解 得 |，_1 故此 方程 表示 一 个 点 (b 1). 
1056. 证 明 方 程 2z3 十 5zy 一 392 十 3c 十 16% 一 5=0 家 示 两 条 
相交 直线 


[证 】 “. 2 + 5vy—3y+3r+16y—5= (2 一 y 二 5)(z 十 3y 一 1),.… 原 
方程 表示 两 条 相交 直线 : 22 一 y+5=0 和 z+3y 一 1=0. 

1057 .证 明 方 程 必 十 4y 十 49? 十 22 十 物 一 8 一 0 表示 两 条 平 
行 直 线 . 

[证 ] xz2+4og 十 和 2 十 2z 十 4 一 3 一 (2 士 207 二 20 十 20) ~ 3 

一 (Z 十 27 士 3) 十 30 一 二 )， 

"。 原 方 程 表 示 两 条 平行 直线 : x+2y+3=0 和 z+2y 一 1=0. 

1058， 加 果 方程 62? 十 11lzy 一 10y? 十 x 十 81y 十 8 一 0 的 图 形 是 
退化 圆锥 曲线 , 求 £ 的 值 . 

[能 ] 化 原 方程 为 (2z 十 5y) (3z 一 2y) +z+31y+k 一 0, 因原 方程 的 图 
形 是 退化 圆锥 曲线 ， 故 可 设 其 方程 为 (+5y 十 0) (3z 一 20 十 六 一 0， 即 
(2¢+ 5y) (3 — 2y) + (3a+2b)7x— (24—5b)y+ab=0. 和 原 方 程 比较 , 得 
34+2b=1，--24+560=31, ab=k.。 由 前 两 式 解 得 a= -3, 5 二 5; 代入 后 
一 式 色 得 8 = 一 15. 
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1059. 4 为 何 值 时 ,方程 2 十 2zy 十 ay 十 3% 十 9y=0 表示 两 条 
直线 ,并 求 出 它们 的 方程 . 

[ 解 ] 设 原 方程 可 化 为 (z 十 mg 十 (2TT20) 一 0， 即 x 十 (mm 十 Pp)zy 十 
mpy? 十 nx 十 hpy 二 0， 和 原 方 程 比较 ， 得 % 十 p= 二 2, mp 二 4, 2 一 3 np 二 9， 
由 此 可 得 m= 一], 4a= 一 3 n= 一 3, p= 二 3，.". 当 4= 一 3 时 ， 原 方 程 可 表示 
两 条 直线 , 其 方程 为 2 一 y+3=0 和 4# 十 3y 二 0. 

1060.， 设 方程 203-FMzwy 十 2 一 7w 十 wy 十 3=0 表示 一 对 平行 
直线 , 求 入 入 . 

[ 解 一 ] ‘。 方程 27? 十 ry+2y 一 72 十 LY 十 3 二 0 表示 一 对 平行 直线 ， 
故 可 设 此 方程 为 (axtby+m)(az+by+n)==0， 即 a2r? 二 2abzy 芋 bay 十 
a(m+n)ztb(m+n)yt+mn==0， 和 原 方程 比较 得 @?=2, 53=2, 
2a0 一 入 ,am 十 %) 二 一 7, b(m 十 n) 二 Ww。， 由 此 可 解 得 

一 4, 4 二 一 7?; 或 和 = 一 和 =7. 

[ 解 二 ] … 方程 222 十 和 ry 十 2 一 72 十 MY 十 3 一 0 表示 一 对 平行 直线 ， 
故 可 视 其 为 抛物 线 型 方程 ，.“. 4= 和 一 4.2.2=0, 得 入 二 土 4, 当 入 = 和 时， 
设 原 方程 为 (V 2% 二 V3y+m) (V 272+V 2y+n)~=0, 即 2x? + 4xy 十 
2y2 二 V2 Cm 十 n)2 十 V2(m+t+n)yt+mn 二 0。 和 原 方 程 比 较 ,得 


V2m+n) 一 一 了 
| V 2 (m+n) ==, 
~ , 和 人 一 人 和 一 一 全 
一 7， 当 A= -4 时 , 同 理 可 得 彤 =7. | 或 | 
HA 一 一/ w=7. 


$2， 直线 与 一 般 二 次 曲线 的 关系 


1061， 二 次 划 线 (z, ~0 交 直 线 人 ，，” “(为 参 

y=yYott Sn a 

数 ) 于 4、B，a、5、6 是 直线 参数 方程 中 消去 %、y 后 得 到 的 
二 次 方程 vta 十 好 十 c=0 的 系数 . 

(1) 车 & 是 弦 4B 的 中 点 , 求证 点 @ 到 点 Pwo, yo) 的 距离 
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Pe@l=-| 辽 | 
(2) 车 弦 4B 长 为 L 求证 1 名. 


[证 ] (1) 根据 已 知 条 件 ， 点 @ 的 相应 参数 值 
1 一 于 (4 tp) - 译 '(- 过 ) {PO|= {tl = 过 


(2) 根据 已 知 条 件 , =| ~ ts| 一 W (让 十 妇 )2 一 咎 4 tip, Xtatip= 
ay 2 
-2, tato= 2, lV(-2) 4 MP A 
(全 


1062， 求 抛物 线 (cs 二 03) (2 十 o) = (Bway 一 5)， 的 通 径 
长 ,其 中 gc、2 为 正 数 . 


[| 解 ] 整理 原 方程 ， 得 a2z?~- 2apxy 十 bp202= 一 24b2x 一 2c2b7/ 十 4202， 即 
《az 一 Bt) 一 一 2ab (br+ ay ~ 9) 亦 即 


(2 )- ~2abp 2 十 0 一事 
Ma 二 TD/ Var Varbi* 
2 一 人 DZ 二 02) 
作 转 轴 变 换 1 ~。 则 原 方程 化 简 为 
y = 一 二 (一 oz 二 bn) 
Vo? + 063 / 
3 2ab 1 CD 、 2apb 
/ 和 V0? 十 5 了 7 让 改 通 径 长 2 Va? + bs 
1063， 抛 物 线 p 一 了 一方 的 焦点 弦 长 为 20， 求 该 纺 与 极 加 
的 夹 角 . 
2.5 


[ 解 ] 设 焦 点 驴 长 为 20 的 弦 的 极 角 为 96， 则 T 二 人 Tio (rto) 
1 。 VS 
=20, 即 了 证 也 一 8. 解 得 cos 0 一 土 5 故 该 忠 与 极 轴 
的 夹 角 为 全、 司 开 
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1064， 求 过 圆锥 直线 p 一 一色 -7 上 任意 两 点 Qi《ps，0;)、 
Qs(ps, 05) 的 直线 方程 (01 一 0s 尖 nr, nE 7) 


[ 解 一 ] 据 提要 (3.93)， 直 线 Q192 的 极 坐标 方程 为 -cz 一 < 人 _ 


sin6 下 ) sm 二 已 .四 …gi go 在 圆锥 曲线 上 氏 -1- 
pa pf 四 的 


ecos 01. @)， 1 ecos0,. : 鲜 . 以 回国 代 入 ,得 半 2 Sin (05 一 01) 


~ (1l—ecos0,)sin( 0 0) + (1—ecos0)sin(0,— O00)..……@. 方程 @ 的 右边 
— Sn(0—0)+sin(t—0)—elsin(0~0:) cos0+sin (0s—0) coos 0:] 


—28in 一 -一 一 2 cos{(9 一 所 二 ) — €¢080 {sin ,eo0s 1 — gin O01 cos 0 ) 


~2sin 二 (9; 一 oos (6 一 后) ~e cos0 sin (6 一 60。 故 方程 四 两 
边 除 以 sin《9, 一 外 ) 即 得 所 求 直线 方程 
0 + Ga—01 cos (0— SE 2 )—e cos0. 


[ 解 二 ] 设 过 QiCp1，91)、QaCps，092) 的 直线 方程 为 ~L cos(0 —w) 
一 ecos0,… @D， 这 里 工 、w 是 待定 常数 。'. Q1、Q, 在 圆锥 曲线 上 ，.… 
1-eoos 01, =1-ecosD, 又 Q1、 8 在 直线 O 上 ，… 1 一 ecos91 


2 
= Leos(6 —wW) —ecos01, 1—ecos 0:— =L cogs(bs—wW) —ecos0t,, 


Leos({t —w)=Lo0s(0 一 四 一 二 “PAF, 0 一 oO 十 和 一 OO=0 Do= 


1 1 
5 (+ 02). ，。 i 二 (0 一 纪 )， 改 所 求 直 线 
oos ( :一 二 二) 


Qi 的 方程 为 -中 =seo 可 (和 一 60)cos( 9- 所 二 二 ) 一 soosg 
[说 明 ]】 本 是 即 公式 C8.62) 的 证 明 ， 是 推导 网 锥 曲线 全 一 1 -ocos 0 


切线 方程 的 工具 . 
1065. 试 证 过 二 次 曲线 Azw? 十 Boy--OFP4Doe+Byt+F=0 


021 第 八 章 一 般 二 次 曲线 


上 和 任意 一 点 了 (wi, 1) 的 切线 方程 为 
AXxiw+ 写 - (Wit + vy) 二 Cu 十 号 (二 on 十 Slyty)+F =0. 


[证 ] 设 过 点 PCz 的 ) 的 直线 参数 方程 为 人 一 Tteos6 (为 参 
yy 一 名士 41Sin 人 
数 )、 代入 二 次 曲线 方程 , 化 简 得 (4 eos20+BsingbecosgTCgsin2 0) + 
[ (24Ax1+ By1+ D)cos 0+ (Bri+20y + E)sinO]t + 4z? + Bri 于 Co 十 
Drit By+t+F=0. .P(x4, 纺 ) 在 二 次 曲线 上 ， 故 4z3 二 Bo 二 Co 
Drit Eyit+F 了 一 0. 如果 直线 与 二 次 曲线 相 切 ， 则 4=0， 
(2Axi+ Byit+ Dycos 0 十 (Br1+20y1+E)sin 0=0, 

即 切 线 方 程 为 (24zxi 二 Byi 十 D) (x—7z1)+ (Bes + 20y + B)(y—y)=0, 


化 简 得 Az1x 十 可 (bz 十 X19) 十 Coyiy 十 于 Co 二 on) 十 二 (十 的 ) 十 五 一 0. 


1066， 求 抛物 线 妇 一 2oy 十 妇 一 和 电 十 9g 一 10=0 过 顶点 的 切线 
方程 


[分 析 ] 利用 坐标 变换 ,化 原 方程 为 标准 方程 后 求 之 ， 也 可 利用 待定 系 
数 法 把 原 方程 化 为 (az 十 By 十 2 一 p(22 一 的 十 内 的 形式 (参见 第 1051 
题 ), 从 而 得 过 顶点 的 切线 方程 bt 一 ay -二 0. 


[ 解 一 ] 由 og 29 一 二 一 一 0, 得 9 一 90%，.. 9~ 45。 故 转轴 公 式 


1 
LY 


为 | V3 把 它 代入 原 方程 ,得 (V3y)?-4. 全 开刀 十 开 十 多 10 


2 十 4 V2 /2 
Y= 
V2 5V2W 3V3 
二 0， 有 即 3 一 2V 3y?+5y ~10V3, 经 配方 得 (w+ 二) 一 5 
+ 2 一) :在 新 开标 系 中 ,顶点 全 标 为 ( - 235 三 ， -5( 互 ) 
于 是 在 原 坐标 系 中 顶点 坐标 为 ( 一 党 ， 一 守 )， … 过 拢 物 线 上 -点 


(cb 红 ) 的 切线 方程 为 v5 一 zy 一 yz 十 yy 一 2C2 寺 2 十 入 一 30= 0， 


即 (mg 2 一 (m 一 外 一 于 姑 一 2 + 县 -10= 0. “。 在 顶点 


§ 4， 直 线 与 一 般 二 次 曲线 的 关系 651 


155 215 , 
(= 本， - 和 ) 处 抛物 线 的 切线 方程 为 


3 3 155 215 J, 185 
计 ?~ 计 y+ 一 10=0， 即 “+y+ =0. 

[ 解 二 ] 原 方 程 为 (2 -- 切 和 4 一 9 十 10， 故 可 化 为 (zw 一 y 圭 和 ?二 
242Z 二 8 二 AD) 的 形式 , 即 人 一 的 ?二 (324 一 0 一 (2 十 202 十 12 一 pk 一 0 比较 


原 方程 对 应 项 的 系数 ， 得 2 一 p= 一 4…@， 了 十 D= 一 1…@， 和 一 p= 


-10…@, 由 四 、 回 得 X= 一 子 ， Pp 一 训 ; 代入 图 , 得 1 一 35， 原 广 
程 可 化 为 2-y 一 于 ) 一 写 (z+y 十 55) 故 抛物 线 在 项 点 处 切线 方程 
为 ?+% 二 -一 0 


1067， 求 过 圆锥 曲线 1 cos 9 上 一 点 Ppi, 91) 的 切 
线 的 极 坐 标 方程 . 

[分 析 ] 利用 过 圆锥 曲线 =l-e cog 0 上 两 点 PCp1, 01)、@(p2, 9,) 
的 割 线 方 程 [提要 (8.62)], 令 9,->01 即 得 

[ 解 ] 直线 PQ 的 方程 为 -名 =soo 计 (1 一 04)cos(9 一 名 于 吕 ) -ecos0. 
当 驴 沿 曲线 向 书 无 限 和 逼近 时 ，0:->6， 即 得 过 点 忆 的 切线 方程 


-cosCO —0) ~e cos 0. 


1068. 求 从 点 了 (一 8, 8) 引 曲线 2wy+g?=8 的 两 切线 的 夹 
角 . 
[ 解 ] 设 过 已 (-8，8) 的 切线 为 9 一 N(z 十 8) 二 8， 显然 大 0，… xz= 


-8- 
一 代入 2mg 十 妇 =8, 得 Cb 二 2) 妨 一 16(14b)y 一 86~=0，… 直线 
与 曲线 相 切 ，.… 4==256(1 十 ?十 33k(k 二 2) 二 0， 即 982 十 18% 十 8=0. 

人 ka = -了 = 一 3 
Ki + ko = 局 


652 第 八 章 ”一 般 二 次 曲线 


ho/ Ch Fh hh A (2 4 
看 - 轴 |=V 便于 向 于 两 而 =W (-22-4 辣子 


土 (Ki1 — ks) 一 - el 
1 +i1 ko 3 


故 两 切线 的 夹 角 6 为 are 友 与 或 一 are 二 二 
1069、 设 一 次 曲线 Aw? 十 By 一 1(4 天 0, Bx#0) 的 切线 方程 


te 0 = 


人 9 颁 
为 uw 十 wy 十 1 一 0。 求证; + -1. 


Az?+ By?=1 
[证 一 ] 由 方程 组 [410 消去 % 得 


(V2A+uB)r2 +2Burt+ B—v=0. 
因 直 线 和 二 次 曲线 相 切 ， 故 4=4B2w? 一 4(B 一 V2) (wv?4+Bw) 二 化 简 得 
v2A4w2B=AB。，* A0，B0，.. 全 二 和 = 
[证 二 ] 设 ww 二 Wt+i=0 和 Aw?+By?==1 相 切 的 切 点 为 Pl%o， yo)， 
则 过 点 一 的 切线 方程 为 4xzoz 士 五 yog 一 上 直线 wz+2y 二 IE=0 和 直线 
Azox 十 Byoy 二 1 重合 ，.. WW== 一 4x0,0 一 一 Byo; 亦 即 办 一 -= wo 一 -三 : 
而 点 (zo, 在 二 次 曲线 AT’*+ By’=1. 上 ， 故 和 + 全 一 1 
1070. 已 知 直 线 i 十 my 十 % 一 0 与 二 次 曲线 Aw? 十 Boy 十 
24 BB Di 
Ooa PDz 十 五 /十 不 =0 相 切 ， 求 证 B 20 “|-=0 
2 “| 万 EE 21 n 本 
7 mm nn 0 
[分 析 ] 设 直线 与 二 次 曲线 相 切 的 切 点 坐标 为 zo， 0)。 列 出 切 扩 坐标 


应 该 满足 的 方程 组 ,根据 方程 组 有 解 的 条 件 即 得 证 . 
[证 ] 设 切 点 为 P(xo, %)， 过 点 书 的 二 次 曲线 的 切线 方程 为 4xzozT 


月 SY 十 COyoy 十 刀 人 +P 一 0 化 简 得 


§ 2， 直 线 与 一 般 二 次 曲线 的 关系 6053 


此 直线 与 直线 认 十 my 十 %n 二 0 重合 ， 故 有 342x0 十 Byo 十 D= ~ i，Bzo 填 
20yo0 + B= 一 pt Dzo 十 Byo 二 2F 二 一 中 、.“, to、Yo、t 应 满足 方程 组 
2Axo + Byot D+t=0, 
Bxot+20y0 E+mt=0, 
Drot Eyo+2F+nt=0, 
Jo 十 9%o 十 9% 一 (0 
即 关 于 zy, 2 和 的 线性 齐 次 方程 组 
2Ar+ Byt+DztiA=0, 
Br+20y+ Bz+mA==0, 
Dr+Ey+2F2+nA=0, 
w+ my+ns=0, 
有 一 组 非 零 解 (%o, yo, 二 办. 
24 BB DD 1 
B 20 EE mm 
D EE 2F » 
0 


i mm 外 


1071. 求 过 圆锥 曲线 p= 上 任意 一 点 Plps, 01) 的 
法 线 方程 . 


[ 解 ] 根据 提要 (8.63)， 过 圆锥 曲线 p 一 了 一 ~ 塘 上 一 点 Plpi，91) 
的 切线 方程 为 < 和 于 cos(9 一 01) 一 6 os 9, 化 成 直角 坐标 方程 为 
2(aos 01 一 6) 十 9 sin Di 一 e20. 
故 可 设法 线 方程 为 zsin 61 一 y《cos 0 一 6 一 和 (为 待定 常数 )，… 法 线 过 
点 已 (pl 0)，… 和 一 pi cos 019n 0 一 ptsin bcos 册 一 J 一 eplsin 0， 故 
所 求法 线 方程 为 psin(9 一 91) =eGpsing 一 lsin 8) pi 了 og 


_ — 人 D Sin Or 


1042， 设 自 点 Po(oo，%) 可 作 二 次 曲线 4z?- 二 Bozo 十 Co 十 
Dw By+ 也 ~0 的 丽 切 线 , 切 点 为 @、 届 , 求 切 点 纺 @ 尼 的 方程 
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[ 解 ] 设 @、 巴 的 坐标 分 别 为 (X41 名 )、 (za ba) 则 二 次 曲线 Ax? 十 Bry 
+0Cy+Dz+ BytF=0 在 点 多 民 处 的 切线 方程 分 别 为 

Ariv+3 Yr+ ry) tCyy 十 总 Ge 二 al) + 全 Yt) +tF=0...0), 

4zor 十 可 (gx 十 za) +Cy2y 十 CT 二 二 (十 芒 ) +F=0...®., 
人 节 与 包 均 过 点 Po 

dzo21 十 Croyi Yor1) + Oyoyt + 写 (ZL 二 20) 
+ (Yi+)+ P=0.…@®, 


B D 
Arora 十 5 (Xoys + Yor2) + CYoya 十 可 (wa Zo) 


十 二 (go 十 加 ) 十 也 = 0…@) 
根据 @@ 与 @ 可 知 直线 
hzov 二 于 (oy 十 Yo0) 二 Oyoy 十 本 (Z 十 Wo) 十 瑟 (+ 扩 ) 十 本 0 

为 过 点 Q、 有 R 的 直线 

1078， 设 过 点 Polwo, %o) 的 动 直 线 与 二 次 曲线 4z 十 Bry++ 
OY 十 De 十 ER=0 的 两 交 氮 为 、 必 ， 求 过 点 驴 、 玫 的 两 切 
线 交 点 的 轨迹 . 

[ 解 】 设 @、 五 的 坐标 为 (zu 纹 )、(z2, gm)， 又 过 点 @、 五 的 两 切线 的 交 


点 为 (a, B)。 因 走 线 QR 即 为 由 点 (a, 8B) 作 二 次 曲线 两 切线 的 切 点 纺 , 故 
其 方程 (参见 上 题 ) 为 


Aaw+ (Br+ay) +CBy + 可 ( +a) 十 本 (十 有 +F=0...0, 
直线 9R 过 点 Po，.… Amoa+ 宇 (Yoa 十 v0B)+CyoB 十 写 (z0+0) 十 
全 (yo+B) 十 P=0， 以 (zw, 幼 代 (wm B) 即 得 轨迹 方程 


Azor+t 3 (ort roy) + Cyoy 于 0) 十 互 (十 加 ) +F=0..®@, 
Bp (2Azo+ Byo+ D)z+ (Bro+20yo + EB)Yy+ Drot Byot+ 2F =0, 
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所 求 轨迹 为 此 方程 所 表示 的 直线 在 已 知 二 次 曲线 外 的 部 分 . 
[说 明 ] 习惯 上 称 此 轨迹 所 在 的 直线 为 点 Po 关于 二 次 曲线 的 极 线 ， 而 
4 称 为 此 直线 关于 二 次 曲线 的 极 ， 


10744. 设 0 为 不 在 二 次 曲线 上 且 非 中 心 的 定点 , 过 0 的 动 直 
人 RR, 在 直线 O8R 上 有 一 点 卫 , 满足 条 件 


2 1 
or -00 太 ， 求 证 点 卫 的 轨迹 就 是 点 O 关 于 二 次 曲线 
的 极 线 


[分 析 ] “0O、9、P、 瑟 四 点 共 线 ， 轨 迹 条 件 涉 及 OP、09、OR、… 取 
定点 0 为 原点 建立 坐标 条 , 沁 便 使 轨迹 条 件 解 折 化 . 

[证 ] 取 2 为 原点 ,过 0 的 任 一 定 直线 为 2 袖 建 立 直 角 坐标 系 ， 设 二 
次 曲线 方程 为 4Ax? 二 Bry--0y ?十 Dz+ Ry 二 FP=0, (Ox, OP)=0, OP = p, 
O08 二 pi, OR=po, 则 点 P、4、 玉 的 坐标 分 别 为 (o cos 4, psin 6)、(pi cos 0， 
Pi Sin 9)、(ps Cos 0, pasin 的 .… 点 @、 玉 在 二 次 曲线 上 ，… (4 oos20 十 
BsinQcos0t+C sin0)p?+ (Deos0 + Hain Op+F = 0(G= 323， 即 方程 


2 
F. (了 + (D eosO+BE sin 9) 二 + 和 4 cog20+Bsin9 cos9+0sin?9 一 0 的 


1 J] 1 1 1 1 Deos0+Esing 
9 -二 -十 -一 -一 -一 十 一 一 一 一 -一 一 一 3， 
两 根 为 pl 0 OU Ok ct pb F 
. 2 1 1 .2_ _Deosb+Esing 
OP 00 008” ”pp F ” 


即 Dp cos 6+ Bpsin0+28=0 .点 也 的 轨迹 方程 为 Dz+By+2F 一 0. 
此 即 点 @ 关于 二 次 曲线 452 十 Bxy 荆 Cy? 二 Dr 十 BY 十 P=0 的 极 线 . 

[说 明 ] (I》 本题 证 明了 二 次 曲线 过 定点 0 站 意 割 线 g 忆 被 0 与 0 
的 极 线 分 成 调和 比 ( 即 满足 条 件 -5 一 -+ 下 订 站 (的 技 本 题 的 解法 ， 


如 将 轨迹 条 件 改 为 i) 20P= 一 0 二 OF 《ii OP2=09.0 玉 , 则 可 分 别 得 轨 


迹 方程 为 G) 4w?+ Bry+0y?+ 守 x+ 二 y=0; (ii) Av?+ Boy+0y?= 忆 


1045， 设 点 Pi(wi, 级 ) 关 于 二 次 曲线 的 极 线 过 点 Pa(za，%a》， 
则 点 Ps 关于 二 次 曲线 的 极 线 也 过 点 Pi. 
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[和 证] 后 疡 (zt， 八 )、Pa (za 2) 关于 二 次 曲线 A422?+ Bzxy 二 CY 十 DX+ 
Ey 十 f=0 的 极 线 分 别 为 (24Az1 十 By D)x+ (Bsi+2Cy1+E)y+ Dri+ 
Dazo 十 五 ya 十 2 及 一 0…@， 如 果 四 过 Po 则 (24Ax1+Byi+D)zxa+ (Bri 二 
201+ Eyat+ Dri+ Eyi+2F=0, BT 2Ariz2 + B (Toy t+ TY) 十 20C9143 十 
站 (zi 十 0) + BNFY) t+2F=0, 亦 即 (247z3 十 Bo 十 万 ) 妇 十 (Baxas 士 208 十 
E)yi+ Drst+ Byat+2F=0、.. 名 通过 Pi 

[说 明 ] 符合 上 述 条 件 的 两 点 有 、 Ps 称 为 相配 点 

1076. 一 般 二 次 曲线 的 共 线 点 的 极 线 必 共 点 ; 共 点 的 极 线 的 
极 必 共 线 . 

[分 析 ] 利用 极 与 极 线 的 基本 性 质 ,证明 在 一 点 8 的 极 线 上 的 各 点 的 极 
线 肖 通过 点 8; 反 过 来 , 通过 点 @ 诸 直 线 的 极 均 在 点 @ 的 极 线 上 ， 

[证 】 设 二 次 曲线 方程 为 4z? 十 Bxy4Cy? 十 Dz 十 By 十 也 =0， 点 
gxzo，%o) 的 极 线 1 

4zoz 十 二 (goz 十 的 +Cyoy 十 亏 (z 十 如) + 人 (y+ +F=0...0, 
设 Po yi) 为 上 的 庄 点 GG 二 1， 2, 3, "), 点， 的 极 线 为 
dx 十 (YD+ my) 十 Cg/ + 总 4Z 士 2 十 Fy ty) +t F=0.... 


五 
在 上，.… 4zZo2l 十 二 (yp 十 zijo) 十 Cgtyh 十 本 (mi 十 加 十 到 (yp 十 如 ) 


十 天 一 0， 因此 点 书 的 极 线 包 告 通 过 点 8(wo，go ). 有 即 点 Pi 的 庄 极 线 
共 点 . 

及 之 , 阁 诸 点 PG 一 1 3, 3， …) 的 极 线 四 通过 点 @(zo， bo)， 则 六 均 
在 点 对 的 极 线 WD 上， 即 诸 点 Pi 共 线 . 


10474， 设 二 次 曲线 A423 十 Boy 二 0y3 填 Dz 十 By 十 了 =0 的 一 
组 平行 聊 的 斜率 为 8。 求 证 它 相应 的 直径 方程 是 
(24A+Bk)w+ (B+20h)y+D+Bh=0. 


[证] 设 平 行 弦 系 的 方程 为 4 一 MX 十 和 人 为 参数 ), 代入 二 次 曲线 方程 整 
理 成 


$2. 直线 与 一 般 二 次 曲线 的 关系 657 


CA+ Bh+OR LI CBAT 2OFA TF DE ELLHL ON EA T=0...0) 
在 4=(BA+20KA++DtB8)? 一 4(4 寺 Bh 二 CK) 5022 十 到 十 万 ) 20 的 条 件 
F, 平行 驴 与 二 次 曲线 有 实 交 后: Plzz, 1》、 © (Ts, 43)， 炎 1、 风 3 是 方程 QD 


的 两 个 实 根 ， 轨 十 me 一 全 二 2 二 2 二 一 。 PQ 的 中 点 (直径 上 的 点 ) 


_ 1 BA+20FA.TE ERED ， 
VY 一 一 本 一 入 一 : -kk 四 


^ 即 得 相应 的 直径 方程 2w(4 填 Bh 寺 0k2) = 一 (5-+20k)(y 一 kx) -Ek-D, 
EC(24+ Br)r+ (B+20r y+ D+EE=0. 
1078. 求证 ， 二 次 曲线 4? 十 Bry Dr+ By+F=0 
(2 一 440z0) 的 两 共 弧 直径 的 斜率 友 8 必 满 足 
24 十 也 (十 1) 十 2081 一 0. 
[证 ] 平分 斜率 为 的 平行 弦 的 直径 方程 为 (24-+ Bp)z 十 (B+20k)y+D 
+Bk=0.。 设 此 直径 的 斜率 为 X， 则 其 共 罗 f 直 径 的 斜率 为 hf，*.“ = 


A+ BE » 1 / 
FraGr 24+BCETFE) + 20kE = 0. 


1079. 求证 ， 有心 锥 线 4z3 二 Bxy-On 十 Dz 二 By 十 了 =0 的 
对 称 轴 方程 为 
Bfilw, 9) +2(4—0)fi(%, yfaly, Yy) — Bfi(%, y) =0, 
其 中 所 (ww, 9) =24z 十 Bo 十 万 ,fa Y) = Bz+20y+B. 


[证 ] … 4z2? 十 Bxzy 二 Co 十 Dz 二 To 十 = 是 有 心 锥 线 ，… 4 二 B? 一 
24Ax+ By+D=0 
小， \ | ho 

440<0, 中 心 (wm 幼 是 方程 组 Bw 20u 上 盏 -0 的 解 ,对 称 轴 的 倾角 9 是 
方程 ctg 39 一 -全 二 的 解 , 即 有 如 志 ?9+244 一 0) 霹 9 一 如 =0..…D， 设 过 
-= Tt 6 

对 称 中 心 zo, go), 而 倾角 为 6 的 直线 ( 即 对 称 四) 方程 为 
Y=Yott sin 0, 
代入 有 心 锥 线 方 程 ， 整 理 得 (Acos 0+Bsind cos0+ Osin0)+ 
[BAxo+ Byo+ D)cos 0+(Brot+20% + BE)sin0t+ Ar?+ Broyo t+ Cy?+ Dro 
十 总 bo 十 五 一 0 《co Yo) 是 对 称 中 心 ，.“. 此 方程 的 两 根 刀 、 轨 互 为 相 芭 数 ， 

(2Azo+ Byo+ D)cosO + (Bro + 20yo+ BE)sing =0...®. 
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各 以 (2 幼 代 (zo Yo), 并 令 f(z,2) =24r+ By+D, fo(5,Y) = Br+20y+ 
二 则 从 中 、@ 中 消去 后 , 即 得 对 称 轴 方程 
Bfil%, y)+2(4 -0)fi(, y) fl, y) -Bf2(%, y) =0, 

1080. 求 二 次 曲线 B22 一 6zy 十 5 一 16wW 3w+i6V 3wy=0 
的 斜率 为 2 的 平行 驴 中 点 轨迹 ， 并 求 此 轨迹 与 坐标 轴 交 点 的 坐 
标 . 

[ 解 ] 设 射 率 为 2 的 平行 蓄 方 程 为 y=22 十 +.…DD(t 为 参数 )， 代 入 有 曲 
线 方程 ,得 13z2? 十 (14i+16V 3)z+5t2+16MV3t=0 ， 当 其 判别 式 4>0 
时 , 方程 有 两 实 根 办、 噬 ， 且 人 十 Zao 一 -下 +16v 2 设 平行 驴 中 点 己 的 


坐标 为 (2, 押 , 则 oSV 2 4 ota 代入 @， 并 化 
简 得 x 一 7y -8 V 3 一 0。 故 所 求 的 轨迹 为 直线 £ 一 7y 一 8 M3=0 在 曲线 
6x27-6y+5y? 一 16 V23z+16V3y=0 内 部 的 一 条 线段 . 

直线 x 一 ?7y~8V 2 =0 和 z 轴 的 交点 坐标 为 (8V 3，0)， 和 4 轴 的 交点 


人 7 但 z=8V 23, y=0 时 ,522~ 6%y+5y?—16V 3z 
8V 2 


5xz? 一 6xy 十 5%2 一 iv For16VT 2y<0, (0 - _8V) 丰 由 二 内部 
所 以 轨迹 与 “ 轴 无 交点 ,与 9 轴 的 交点 坐标 为 (0， -82) 


1081， 求 证 : 若 双 曲 线 的 方程 中 没有 久 项 , 则 它 有 一 条 渐 近 
线 平行 于 9 轴 , 并 证 明 其 道 命题 成 立 , 


[证 ] 根据 题 意 设 双 有 曲线 方程 为 4w?-+ Boy+ Ds+By+~0， 且 B+# 

0， 又 设 其 斜率 为 的 渐 近 线 方程 为 y=he+ 和 A、 代 入 双 曲 线 方程 得 

| (A+BE)2 4 (BA EL Ds+ EA+F=0, 

.{ 人 70 ”此 关于 和 的 方程 组 只 有 一 组 解 , 即 有 一 条 渐 近 线 
BA+HE+D=0. * 人、 ’ 


斜率 不 存在 ,， 亦 即 与 y 轴 平 行 ; 反之 , 若 有 一 条 渐 近 线 与 y 轴 平 行 , 则 两 渐 
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近 线 方程 为 . + 一 p 一 0 与 Iw 十 my 十 %==0, 双 有 曲线 方程 为 (f% 一 p) (zmy 十 72) 
一 人， 即 巡 十 mlg 十 (一 2DZ 一 1 一 020 一 和 = 一 0 其 妇 项 系数 为 零 . 
1082. 证 明 双 曲线 4z? 上 + Bry 十 CP 十 了 =0 的 两 渐 近 线 方 程 
为 Aw?+ Boy+Ovy=0. 


[证 1 设 渐 近 线 方程 为 y 一 Ar 十 将 其 代入 双 曲 线 方 程 得 
. 人 人 


4 十 B8 十 ON202-(BXA 十 202)z 十 ON2 十 R 一 0， 
Ye + (BAT OR BA+20kA=0...®. 


C= 


… B2440>0, 当 0=0 时 , 则 万 大 0， 解 得 | | B .… 渐 近 线 方程 


为 9 一 一 条 = 和 2z=0 即 4m2 上 Bag 一 0 当 C+0 时 ,由 四 得 所 二 和 一 ~ 忆 
hbo 到 ， 由 国 得 =0(… B+20k 生 0)， 此 时 (9 一 局 人 四 (二 baw) 一 0， 
即 4z3 十 Bogy 十 0g2=0， 故 渐 近 线 方程 为 Ax?4+ Bag 十 Co2mm0 


1083. 求 双 曲 线 祁 一 -一 1 一 ecos0(e>>1) 的 渐 近 线 方程 . 


[分 析 ] 因 焦 点 下 到 渐 近 线 的 距离 可 求 , 且 自 也 引 渐 近 线 的 重 线 FK、 
FK' 与 0s 轴 的 夹 角 也 可 求 ， 故 利用 提要 《3.92), 即 可 得 浙 近 线 的 方程 . 
[ 解 】 设 8、8' 分 别 为 两 渐 近 线 上 任 一 点 ， 因 
双 曲 线 二 六 一 一 ~e Cos 0(e>14) 的 焦点 了 了 (极点 》 
到 渐 过 线 的 距离 


d= |OF|sin /rx0O0= ae， 一 D， 


_D 
Va:+b? 
ATERK = 本 十 00 = are COB 一 一 也 十 arc 008 一 ， ] hs 
学 -areeos 二 ， 根 据 提要 (3.92) 可 得 两 渐 近 线 09、09/ 的 极 坐 标 方程 
分 别 为 p tos (9— 持 ~arccos =)=b, Poog (9- 六 +areoos ~)=5; 即 


psin(0 ~arccosT )=b, p SR (+arccos=)~ ~b, 
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33. 二 次 曲线 系 


1084， 证 明 ， 方 程 Si(z, y) = 和 NSs(z, y) 表示 过 两 已 知 二 次 


的 四 个 交点 的 二 次 曲线 系 , 其 中 为 任意 常数 . 
[证 1」 设 忆 (zs yn) 《1 一 I，2, 3, 4) 为 两 已 知 二 次 曲线 Si(z, 们 一 0 的 
四 个 交 扩 , 则 Sm Yr) 二 0， 故 Po Ys) 满足 方程 Si1(zx, 9) 一 和 8a(z,Y) 
…， 即 方程 由 表示 的 曲线 过 两 已 知 二 次 项 线 的 四 个 交点 . 

在 过 此 四 个 交 后 的 任意 一 条 二 次 曲线 5S( 不 包括 Sa(zx, 殷 一 0) 上 了 各 一 点 
Qeo, yo) CQ 不 与 Ps 重合 )，… Bo(ao go) 和 0, 令 A=~- 宫 <3 ts , 则 8 的 
方程 为 Bo 失 一 合作 多 -Sobz, 护 ， 即 3 为 过 Zi、Pi、Pa、P4、 9 五 
点 的 二 次 曲线 ， 因 此 , 方程 外 表示 过 两 已 知 二 次 曲线 54《z, 9) 的 四 个 交 
点 的 二 次 曲线 系 . 

[说 明 j 曲线 系 册 中 不 包括 sz y) 一 0. 由 于 在 实数 范围 内 讨论 , 这 里 
两 二 次 曲线 的 四 个 交点 指 的 是 实 交 点 , 但 也 可 推广 到 虚 交 点 与 无 穷 远 点 . 

1085. 设 S(v, oa) 一 4 二 Boy 二 Oo 二 Po 十 画 y 十 及 一 0 与 直 
线 tw 十 my 十 n=0 相交 于 两 点 Pi、 Pa， 求 证 . 

Sv, Yy) =Aw+ my +n)? 
为 与 Sx, 9) 一 0 相 切 的 二 次 曲线 系 ， 其 切 点 为 Pt、Ps, 和 为 非 
零 稍 数 ， 

[证 ] 曲线 全 (z, 幼 一 和 十 MU 十 0 在 点 Po so 的 切线 方程 为 
4aztz 十 本 Guz 十 2g) 十 0gtg 十 豆 (z 上 2 十 学 (9 十 名 ) 十 盏 一 ALPpiz 十 jn 
“NTF my i nitro mneytn) 十 02， Pi 是 SS 四 一 0 
与 w 十 my 十 二 0 的 交 态 ，. S(t 级 ) 一 0，104 十 71TTX 一 0， 故 ?xiz 十 


im (yz to + myy + ns en) mm yt tm = ly (ri 4+ m+ 1) + 
IT 十 MI 十 0) 十 (22 十 2 十 9000 一 0。 所 以 此 切线 与 SGz， 幼 =0 在 点 


Pi 的 切线 4xiX 十 Viet my) + Oy EAC TY+Y) Fe=0 
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重合 , 即 SCz, 四 二 和 (z+my 十 WW) ?与 Slz, 幼 =0 相 切 于 氮 习 。、 同 青 可 
证 两 曲线 也 相 切 于 另 一 交点 Pa， 


1086. 求 过 抛物 线 仿 -=z 入 =22 一 2 的 两 个 交点 P、Q@ 及 
把 44 2)、B(9， 一 3)、.0( 一 2, DT 的 二 次 曲线 方程 . 


[分 析 ] 二 次 曲线 为 五 参数 曲线 , 由 五 个 独立 条 件 确 定 ， 今 二 次 曲线 由 
两 抛物 线 的 交点 卫 、@ 及 点 4、B、C 确定 ， 可 利用 过 其 中 四 点 的 单 参 数 二 
次 曲线 系 米 求 , 

[ 解 ] 直线 P@ 和 4B 的 方程 分 别 为 z~2=0 和 z+y 一 6 一 0， 点 
4( 和 4 3) 各 (9， 一 3) 也 在 抛物 线 纺 ~z 一 0 上 ，… 过 四 点 P、@、4、B 的 
二 次 曲线 方程 可 写 为 (x 一 2)(z-Hy 一 6) 十 和 (4 一 2) 二 0， 其 中 入 为 参数 。 因 


其 又 过 点 CC 一 2, 1D，… X= 一 -与 。 故 所 求 的 方程 为 zc 一 2 (z+y 一 6) 


—28(y*—2)=0, 即 3 二 3xy ~28y’+42—6y+4+36=0 
1087. 已 知 抛物 线 的 对 称 轴 方 程 为 z 一 y=0, 原点 为 顶点 , 通 
径 长 为 4, 求 此 抛物 线 方 程 . 


[ 解 ] 因 抛 物 线 的 对 称 轴 方 程 为 2~y=0, 原点 为 顶点 , 故 抛物 线 在 顶 
挟 处 的 切线 方程 为 zy 二 0。 设 此 抛物 线 方程 为 (5 一 了 ?= 和 (zw 十 Y)， 即 


w= TY 
TY ~ 人 ,T+Yy 入 V 2 \ wa rm 


Li 入 上 而 本 时 天 ™ . A _ 加 时 一 5 
为 % 一 7  … 通 径 为 和 “| 4 于 ， 故 所 求 
抛物 线 方程 为 (2 一 起 ?= 土 4V 3 (zz 十 纺 ， 

1088， 已 知 抛物 线 对 称 轴 方程 为 z 一 y 十 1=0, 过 顶点 的 切线 
方程 为 x 十 y 十 1 二 0, 且 过 点 (3, 0) . 求 抛物 线 的 方程 及 顶点 、 
焦 反 坐标 和 准 线 方程 

[ 解 ] 设 所 求 抛 物 线 方 程 为 (2 一 y 十 1)?= 和 (2 十 y 十 1)，'.“ 过 点 (3, 0)， 
“(3 十 了 D2 一 和 (3 十 1), 和 = 二 4， 故 所 求 抛 物 线 方程 为 
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(Z 一 9 十 二 一 4 十 9 十 二 人 
“一” 解 得 项 点 0 一 1 0) 
r+y+ti1i=0 区 ”人 
因 w' 轴 转 到 YY 轴 为 六 时针 向 ， 故 确定 2 十 9 十 1=0 为 以 办，Z 一 9 十 1 一 
0 为 % 轴 .在 2089 坐标 系 中 ,点 Plz', 乡 ) 的 坐 
标 即 点 卫 关 于 轴 和 w' 轴 的 离 差 . 


代入 @, 抛物 线 方 程 化 为 27~ -2V3y， 在 
v0'y 系 中 ,焦点 坐标 为 (0， 玫 和) 准 线 方程 为 多 一 ， 代 入 @, 得 


在 z0y 系 中 的 焦点 坐标 ( 去， 却 )， 准 线 方 程 2+y+2~=0. 


1089、 抛 物 线 的 对 称 轴 为 2 十 y 二 =0, 顶点 为 (0, 一 ,上 且 
过 原点 , 求 此 抛物 线 方程 . 


[ 解 一 ] 以 顶点 0O〈40，- 了 为 新 原点 , 直线 ZYt+1=0 为 轴 , 建立 
直角 坐标 系 x”O'Y' 如 图 . 设 抛 物 线 方程 为 2? 一 


rz’ 轴 对 x 轴 的 倾斜 角 是 二 它们 之 闻 的 
关系 为 


( -a (2+Yy+1) 
yetytl). 


因此 抛物 线 在 原 坐 标 系 的 方程 为 (t+y 二 1)?=2V 22(-Z + 十 1)， 因 
其 过 原点 0C0, 0)，.…,p 一 妆 之 ， 故 抛物 线 在 原 从 标 系 的 方程 为 
23 十 o2 十 20y 十 3 十 9/ 一 0. 
[ 解 二 ] 因 抛 物 线 的 对 称 轴 为 Yt1 一 0， 所 以 过 顶点 C0， 下 的 切 
线 方 程 为 x~y 一 = 二 0、 因此 可 设 抛物 线 方程 为 (z 十 y 十 1)?==p(x%-y 一 1)， 
又 因为 它 过 原点 (0, 0), 代入 得 p= -1， 故 所 求 抛物 线 方程 为 
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(s+yt+1)= ~ (2—-y—1), BW w+ +22y+3r+y=0. 

1090， 抛 物 线 与 y 轴 相 切 于 原点 ,直线 Z 十 9 十 1 一 0 是 抛物 线 
在 顶点 的 切线 , 求 此 抛物 线 方程 ， 

[ 解 ] 因 抛 物 线 在 项 点 处 的 切线 方程 为 zy 十 1=0, 故 可 设 抛 物 线 对 
称 轴 方 程 为 x 一 y 十 和 一 0, 则 所 求 抛 物 线 方 程 可 
芭 为 (CX 一 y+ 和 ?==p(X+Yy 十 1)…(D,《p 和 0)， 因 
抛物 线 过 原点 ，.… 入 一 2。 又 因 乡 轴 与 抛物 线 相 
切 ，.… 当 2Z=0 时 , 方程 (y 一 和 ?= 和 (yy 十 1) 有 重 
根 , 即 一 和 (2 十 和 y==0 的 判别 式 4== 和 2(2 填 入 )? 
一 0，… wp 关 0，.". 和 A 站 0、 解 得 入 = 一 2, p=4, 代 
入 芭 得 (zz-Vy 一 分 2 一 4(Zz 二 2 二 1， 即 22 一 2zy 十 2 一 8z 一 0 

1091， 已 知 ，4(1，- 力 `.B(G， 8).0(2， 一 加 .也 (5, 作 四 点 ， 
Lp 一 0, 1ao=0，jop= 0, 7p4=0 分 别 表示 过 每 两 点 的 直线 方程 
求证 ，(1) 过 4、B、 OD 的 二 次 曲线 系 可 以 表 成 Up*lop 十 
和 Also*Lpa 一 0， 其 中 入 是 任意 常数 ，(2) 如 果 上 述 二 次 曲线 系 表 
未 抛物 线 型 , 求 此 抛物 线 方程 . 

[ 解 ] (D 利用 两 点 式 分 别 写 出 过 每 两 点 的 直线 方程 ,Lp 4z 一 /一 5 一 0; 
lgo: % ~ 2=0; lop: dr 一 y ~ 13=0; lips: 27—y—3=0. 方程 1p * lop 
+Also'lps=0, ， 即 (4z 一 9 一 5 (dr—y—13) +As~2) (2 一 9 一 3) 一 0… 人 @) 
是 二 次 的 , 以 4、B、 0、 妃 各 点 坐标 代入 均 能 满足 , 且 又 含有 一 个 独立 参数 
和 故 方 程 由 表示 过 4、B、 CO、 DD 四 点 的 二 次 曲线 系 . 

(2) 将 方程 四 整理 成 (16 二 2X) 22 一 (8 二) zy 十 护 一 (79 十 7X) 2 十 
(18 土 2 入)y 二 65+ 64=0.， 如果 方 程 @ 是 抛物 线 型 ， 则 有 4= 
(8 和 7 一 条 416 十 20) 一 0，… 和 一 0 或 -8， 当 和 ==0 时 , 方程 @ 表示 两 平 
行 直 线 , do 一 y-5=0,4z-y~13=0; 当 和 一 一 8 时 , 方程 了 为 一 16z 十 
2y+17 一 0， 即 (y 十 1)?==16《w 一 1)， 是 以 往 ， 一 二 为 顶点 、 通 径 长 为 16、 
对 称 轴 与 zx 轴 平 行 的 拢 物 线 . 


1092. 求 过 Pi(1, 一 1)、Ps(2, 3)、Ps(2, -5)、 Ps(5, 7)、 
Pe( 一 2， 一 9 五 点 的 圆锥 曲线 方程 、 
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[分 析 ] 圆锥 曲线 方程 4x?-+ Bxy 寺 CP 二 Dz 十 By+ 了 =0 中 虽 有 六 个 
系数 , 但 独立 的 只 有 五 个 , 故 只 需 五 个 独立 条 件 就 可 确定 此 曲线 的 方程 , 
[ 解 一 」 设 圆 锥 曲线 方程 为 Ax?+Bry+Cy?+Dz+ BYy+ 了 =0.…QD, 把 
五 点 的 坐标 分 别 代入 , 得 方程 组 
A~-B+iCtD-H+F=0, 
444+6B+90+2D+3H+F=0, 
44—10B+250--2D -5E+F=0, 
204A4+35B+490+5D+T7E+F=0, 
44+18B+810~2D—9E+F=0. 


不 妨 设 B 生 0, 解 得 4= 一 2B， 0C~--.i. B, D=27 B, B= -2 = 


14 7 
~ B. 代入 @@ 式 ,消去 BB 得 28e?-14zy+P 一 114z+30y+101 一 0. 


[ 解 二 ] 由 两 点 式 ， 直线 PiPz 4-y-5=0; PsPy: 4 一 9 一 了 3=0; 
PaPa: 2 一 2 一 0 PaPi: 2 一 9 一 3=0， 则 通过 Pi、Pa、Ps、 四 点 的 贺 锥 
曲线 系 方 程 是 《4 科 一 9 一 5) (4r 一 y 一 13) 十 入 (zw 一 2) (27 一 y-3) 一 0… 四 . 
。 它 经 过 Pe( 一 2， 一 9)，.. 《一 人 (一 123) + 和 (一 4).2==0， 解 得 4=6. 
代入 四 ,得 28z? 一 14xy 十 内 一 114z 十 30y 十 101 一 0 

[说 明 ] (1)》 求 抛物 线 方程 只 需 四 个 独立 条 件 ， 因 为 有 另 一 条 件 B? 一 
440==0;，(2) 求 圆 方程 只 需 三 个 独立 条 件 ， 因 为 有 另 两 条 件 : 4==0, B= 
0; (3) 知已 知 有 心 圆 锥 曲线 的 中 心 在 原点 ,两 坐标 轴 是 它 的 对 称 轴 , 那 只 
要 两 个 条 件 就 够 了 , 因为 此 时 卫 一 0， D0, 如 一 0 


1093. 已 知 圆锥 曲线 们 十 22y 十 5 3 一 7w 一 8y 十 6 一 0 与 两 直 
线 2 一 y 一 6=0 和 383% 十 y 一 11=0 有 四 个 交点 , 求 过 此 四 交点 和 
点 (1, 41) 的 二 次 曲线 方程 . 

[ 解 ] 设 过 党 十 2oy 十 5 一 7z 一 8y 十 6= 0 与 两 直线 2z-9 一 5=-0 及 
3z 十 Yy 一 世 =0 的 四 个 交点 的 二 次 曲线 系 方程 为 

2 十 220 十 502 一 9 一 8 十 6 一 入 (27 一 8 一 5)(3Z 十 9 一 二 >) 人 全， 
因 它 过 点 (1, 1 解 得 和 = 一世 ， 代 入 D， 即 得 所 求 二 次 曲线 方程 为 
34m?-+ 552y + 139y?— 233x— 218y+223=0. 


8 3. 二 次 曲线 系 665 


1094.， 求 切 圆 宛 十 多 = 20 于 两 点 了 (2, 负 和 @( 一 4, 2) 的 抛 
物 线 方程 . 

[ 解 ] 两 点 (2, 4)、( 一 4, 2) 的 连 线 方程 为 x 一 3y 十 10=0, 故 与 圆 十 
久 一 20=0 切 于 (2, 和 4 和 (一 4 2) 两 点 的 圆锥 曲线 系 方程 为 

AT + 20)=2—3y+10)>, 即 人 一 了 芒 zZ2 十 6zy 十 (入 一 9 十 … 一 0. 
当 且 仪 当 4==36 一 4C(4 一 1) 一 名 二 0 时, 曲线 为 抛物 线 ，… A 二 10， 故 所 
求 的 抛物 线 方程 为 9x?++6xy 十 纺 一 20z 填 60y 一 300 二 0. 

1095， 求 过 二 次 曲线 +2y? 一 2=0 和 3o2-%y 一 23=-0 的 交 
氮 , 且 与 直线 24 十 2y 十 1=0 相 切 的 二 次 曲线 方程 . 

[分 析 ] 先 判 定 两 二 次 曲线 有 四 个 实 交点 ,再 利用 过 四 个 交点 的 二 次 曲 
线 系 方程 与 直线 相 切 的 条 件 确定 常数 入 即 可 得 解 , 


2Z2 十 2x 7 一 3 一 0 ， ， 一 1 十 \/33 
全 : 一 2 一 0 一 一 一 一 一 一 一 ， 
[ 解 ] 由 | as? ， 3-0 消去 得 的 ?二 g 一 二 


“y+2 一 -15 二 V33 >0, .2 有 四 实数 解 , 即 两 二 次 曲线 有 四 个 实 交 点 . 设 
过 两 二 次 曲线 四 个 交点 的 二 次 曲线 系 方程 为 2 十 2y? 一 2 和 A222? 一 y 一 2)， 
即 (一 24)2 填 2 二 AY 一 2 十 2 二 0.…QD. 因 它 与 直线 22 十 3y 十 1 一 0 相 切 ， 
故 把 x 一 一 2 二- 代入 @， 得 方程 (17 ~18Wy?++(6 一 8A)y-7+6A=0， 
其 判别 式 4 二 4(3 一 4X)? 一 4(17 一 18 和 A) (64% 一 7)=0, 即 3112 一 63X 上 32 一 0. 


解 得 和 = 工 或 1 下。 分 别 代入 @, 即 得 所 求 二 次 曲线 方程 为 


ZX 一 2 一 Yy 二 0 或 33z2 一 62y?2 一 39y 一 2 二 0 


1096. 求 与 抛物 线 2y* = 5% 十 18 相 切 于 点 了 P(0，8) 和 
Q(--2, 一 2), 且 过 点 4( 一 2, 4 的 圆锥 曲线 方程 


[ 解 ] 抛物 线 2=5% 十 8 在 点 P(0, 3) 和 点 8( 一 2,， 一 2) 处 的 切线 方 
程 分 别 为 52 一 12y 十 36=0 和 5x 十 8y 二 26=0， 又 直线 PQ 的 方程 为 gw 一 
2y 十 6 二 0。 设 与 抛物 线 2%?= 5z 十 18 切 于 P(0, 3) 和 @(-2，-2) 的 圆锥 
盟 线 系 方 程 为 oz 一 12y 十 36)(5x 十 8 十 36) 一 (57 一 2 二 6)?3， 因 所 求 曲 
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线 过 点 4(-3, 1), (一 10-124+36)(-10+8+26)= 和 (--10-2+6)3 
解 得 A= 故 所 求 方程 为 25z? 一 20wy 十 16y?+30z 一 24y 一 72==0. 
[说 明 ] 本 题 也 可 直接 用 曲线 系 2y?~52 一 18= 和 (52 一 2y 十 6)? 来 解 . 


1097. 设 一 抛物 线 与 z.y 轴 分 别 相 切 于 点 4(8%, 0)、 凡 
B(0, 5). 试 求 此 抛物 线 方程 和 项 点、 焦点 坐标 ， 通 径 之 长 与 淮 
线 方程 . 


[分 析 一 ] 利用 与 两 直线 相 切 于 两 点 的 二 次 曲线 系 方程 来 求 . 

[ 解 一 把 x、y 轴 的 方程 看 作 二 次 曲线 方程 y=0, 直线 4B 的 方程 
为 2 二 ca 一 ap 一 0 故 与 了 9 轴 分 别 相 切 于 4(c， 0)、B8(0, 5) 的 二 次 曲线 
系 方程 为 (bY 十 ay 一 09)? 一 Azy…(D， 者 方 程 由 的 基线 为 抛物 线 ， 则 4= 
(2ab 一 和 A)? 一 4a30? 一 0, 得 入 二 445 X=0 时 ,方程 退化 为 两 重合 直线 ). 
故 所 求 的 抛物 线 方程 为 92w? 一 2abwy 十 ao 一 2ab2w 一 2q?by 十 a20?==0. 
陀 方 得 (az 一 oy 士 几 )2 一 20 (cp 十)Z 二 23a(ob -nw)Yy— ab? + pn, 


令 0.35(a8 十 由 十 (一 g3a(8 一 由 =0 则 庆 = 加 他 一 殷 ,方程 @ 可 化 为 


2 十 bb3 “ 
本 ab(a?— b?) 了 4n23p2 ( a203 ) 
[zz Qt 十 DD D3 QZ 十 DY TI/ 


… 此 扼 物 线 的 通 径 之 长 为 er 对 称 轴 方 程 为 


LY 0...®, 


pr— 
rr—ay-t 5 


过 顶点 的 切线 方程 为 az 十 2 一 -一 0… 国 (参见 第 1051 题 )。 解 方 


-了 
程 @ 和 @, 得 顶点 坐标 为 (To wr) 把 对 称 轴 方程 写成 
a 

A 
(OHb) Varo 
Co to) VE 
得 焦点 坐标 (他 zs，- 辣 7 )、 所 求 准 线 方程 为 az 十 到 一 0 
[分 析 二 ] ”从 抛物 线 与 <、y 轴 分 别 相 切 了 于 4 Ca, 0)、 马 (0,5) 确定 抛物 


代入 多 ， 即 
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线 方程 (十 By)?+ Dw-+ By+ 万 ~0 中 系数 B8、D、 轧 、 的 人 
[ 解 二 ] 设 抛物 线 方程 为 (vz 十 By)?+ Ds 十 By 十 了 一 0， 因 它 与 + 轴 切 于 
点 4(a 0), 故人 ?十 Dt+F= 0 有 等 根 , 得 D?~4F=0， 一 所 一 即 刀 一 
~24, 一 a3 因为 抛物 线 与 9 辅 切 于 点 BC0, 5), 故 BY?+By+F~0 有 
1 一 0 - 卫 - - -2 ， 6p= -2( 若 B- 了 
等 根 ,得 ?一 482F 一 0, - 药 =5 即 妃 =- 一个，p8= -全 (车 B= 全 ,不 
合 题 意 )， 由 此 即 可 得 所 求 扫 物 线 方程 。 余 同 [ 解 一 ] 


1098， 求 证 ，(14) 双 曲 线 (4iz 十 Bi 十 OD (4sz 十 Bag 十 Oo) 
一 入 的 浙 近 线 方程 为 ，A1w 十 Biy 二 01 一 0 和 47 十 Boy 十 Cas 王 0; 
(2) 以 (az 二 DC 4 十 Boy 十 Os) 一 0 为 浙 近 线 的 双 曲 线 
方程 为 (di 十 Pi 十 CO) (daw 二 Bay 十 9) = 入 ,其 中 41B3 头 
43B1, 和 为 任意 常数 . 


[证 ] 双 曲 线 握 一 和 =% 的 浙 近 线 方程 为 思 - 妇 一 0 上 且 以 
和 0 为 浙 近 线 的 汉 册 线 广 各 为 本 一 二 一 由 于 双 曲 线 与 其 渐 


0 
近 线 方程， 除 常数 项 外 其 余 完 全 相同 , 因此 , 经 坐标 轴 平 移 和 旋转 变换 后 ， 
它们 的 方程 除 常 数 项 外 完全 一 样 ， 而 且 这 样 的 变换 是 可 道 的 。 故 双 曲 线 
(Aiw+ Bry+01) (A422+ Bxy+0) 一 人 的 渐 近 线 方 程 为 (4iz 二 Big 十 O1)， 
《42 十 Do 二 02) =0， 反 之 亦 然 . 故 有 公共 渐 近 线 (41% 十 Biy 二 01 (4Aox 填 
By 十 Co) 一 0 的 双 曲 线 系 方程 为 (4iz 二 Dig 上 CD (Ayw 十 By 二 09) = 和 


8 4. 图 象 、 区 域 与 作 图 


1099， 作 方程 4(w 一 2 一 2 十 ) 一 六 (9 一 加) 的 曲线 . 


[ 解 ] 化 原 方 程 为 . 
4 — Tp 一 2 二 2) — YY — 7) =0 
4 0) 40 YD) 2) =0, 
即 (一 多 tm4) =0. 
改 方程 的 曲线 为 两 直线 4% 一 y==0, x-Fy 二 0 和 一 椭 国 ?十 一 4 二 0， 
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1100.， 作 方程 (2 一 0 ?十 ( 妨 一 a0”)”=at 的 曲线 . 
[ 解 ] 化 原 方程 为 : 
(2 一 092 十 只 一 20202 十 ao 一 ad 一 0， 
(2 — 0) 2m ~ a) + 2 = 0, (022 十 急 一 0232 一 27202 一 0， 
《02 十 急 一 02 十 V 32 (22 十 凤 一 吧 一 V 3 ry)=0. 
故 方程 的 曲线 为 两 其 贺 : xz? 了 V2xyty=02 和 ww? 一 V3vy+ y= 
此 两 椭 贺 的 半 长 轴 为 4aV2+ V3, 半 短 轴 为 aV2~V3; 两 椭圆 长 轴 的 


倾角 分 别 为 “ 和 下 (如 右上 图 )， 


1101. 作 点 集 D={(z, 9) [2 一 2wy 十 ?一 82 过 0}. 

[ 解 ] 令 f(z, 起 =z? 一 2xy 十 狗 一 8x， 先 画 出 jw, Y) 一 0 的 图 形 ， 因 
f(z, 切 一 0 可 以 化 为 (2 一 % 一 信 2? 一 4(z 二 9 十 人， 故此 
曲线 为 抛物 线 , 它 的 对 称 轴 是 x 一 y 一 2=0, 过 顶点 的 
切线 为 xy+1 一 0， “了 f(2, 0) = 一 12<0，.. 点 集 
D 为 此 抛物 线 的 内 部 (不 包括 边界 ). 

[说 明 ] 对 于 连续 函数 z 一 (zx, 幼 , 若 曲 线 f(x, 办 
~0 将 函数 的 定义 域 履 (2 为 坐标 平面 的 一 个 子 域 ) 
划分 为 大 二 个 区 域 , 则 函数 ?= Fo, 9y) 在 每 个 区 域内 的 值 的 符号 相间 ， 此 
为 解 二 元 不 等 式 提供 了 一 般 方法 , 先 确定 f(z, 妇 的 定义 域 ,再 作 了 (x, = 
0 的 图 象 ; 大 此 图 象 将 定义 域 划分 为 若干 个 区 域 ， 在 每 个 区 域内 任 选 一 个 
所 (w', 妇 ), 则 可 根据 fw', 9 的 符号 ,确定 了 (z, 办 在 该 区 域 上 的 符号 , 从 
站 求 出 二 元 不 等 式 的 解 . 

1102. 作 点 集 

D={(%, 幼 |4( 估 一 022 一 妇 十 扫 ) — PY 2 三 人， 


CC 


$ 4. 图 象 、 区域 与 作 疼 669 


[ 解 ] 设 六 Go 几 一 4 一 z32 一 02 二 扫 ) gy 0) WA 
二 (让 一 纺 ) (4 十 妨 一 4)。 此 函数 定义 域 为 整个 坐标 平 
面 , 奋 jw 9Y) 一 0, 其 图 象 为 两 直线 2 一 y=0, z+y=0， NP 
以 及 李 贺 422 一 4=0. … fC0, 了)=3>0, fC00,-1) TAN 7* 
二 3>>0,…。 据 上 题 说 阴 , 点 集 忆 的 图 形 如 图 阴影 部 分 | 
(包括 边界 ). \ WA 


1108， 已 知 椭圆 及 其 两 焦点 了 、F', 用 尺 规 求 作 ，(1) 过 椭 加 
上 一 点 用 的 切线 ; (2) 过 椭圆 外 一 点 8 的 切线 . 


[分 析 ] 《Hb 因 过 椭圆 上 一 点 六 的 切线 是 椭 辑 上 过 点 了 肛 的 两 个 焦 半 
径 所 成 的 人 RM 的 外 角 分 角 线 ,于 是 得 出 作法 (3) 设 Sa 为 所 作 的 
切线 , 延长 M1 至 下 , 使 | 有 所 | 一 134. 按 假 设 , SMi 平分 人 FMIK. 
… 太 与 是 关于 直线 SMi 的 两 个 对 称 点 ， 而 FM 十 jMIR| 二 24， 即 
IFK|=24， 由 此 可 确定 点 KK 的 位 置 , 从 而 作出 过 点 5S 的 切线 . 

[作法 ] (I》 路 . (2》 作 以 点 下 为 中 心 、24 为 半径 的 圆 , 与 以 点 8 为 
中 心 、15S| 为 半径 的 贺 相 交 于 到 、 瑟 ' 两 点 . 过 点 如 分 别 作 五 不 与 五 ' 下 的 
垂 线 , 即 为 所 求 作 的 两 切线 ， 

[证 ] ”1SR 一 183 开 |，SMa | FK, SM1 与 
"KK 交 于 点 Ms, 而 ]FKI=24, 即 [FMi! + 
FI 二 2a， .点 王 在 椭 加 上， 和 且 52M1 平 分 
人 FMIK,。,“. Si 为 厄 圆 的 切线 ， 同 理 可 证 5M; 
也 是 椭 融 的 切线 . 

[| 说明] 这 类 作 图 题 的 关键 是 分 析 , 证 明 往 往 是 
分 析 的 逆 推 为 了 节省 骗 幅 , 以 下 均 从 赂 . 


1104. 已 知 双 曲线 及 其 两 个 焦 感 了 、F", 用 尺 规 求 作 ，( 了 DD 过 
双 上 曲线 上 任 一 把 并 的 切线 ; (2) 过 双 曲 线 外 一 点 C 的 切线 ; 
(3) 与 已 知 直 线 平行 的 切线 . 

[分析] (2 因 过 双 上 曲线 上 一 点 及 的 切线 平分 过 扣 如 的 两 焦 半 径 的 


夹 角 ， 于 是 可 得 作法 。 (2) 设 CM 为 所 求 作 的 切线 ， 则 直线 CI 平分 
ZFMF'， 在 Mr 上 取 MEI~1MF|, 则 IFE| 一 1PaM -|FM|~24 
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( 实 轴 长 ), 由 此 可 确定 点 下 的 位 置 .同样 可 确定 点 K' 的 位 置 ， 从 而 作出 
过 点 C 的 切线 . (3) 因 仿 点 卫 关 于 与 已 知 直线 1 平行 的 切线 的 对 称 操 在 
以 PF 为 中 心 ，24 为 半径 的 区 上 ， 辣 时 它 又 在 过 F 与 直线 ! 垂直 的 直线 
上 , 因而 点 下 可 以 确定 , 从 而 可 得 作法 . 

[作法 ] (1)》 连结 点 用 与 傣 焦 点 了 、F, 在 履 F 上 截取 | 下 | 一 
1MF|， 作 KF 的 中 垂 线 用 G， 即 得 过 点 加 的 切线 (显然 加 6 平分 
FMF'). 

(2》 以 Fr 为 中 心 、24 为 半径 作 圆 , 与 以 C 为 中 心 、 CF 为 半径 的 山 交 二 
及 、K'. 过 0 作 FK、FK' 的 民 线 , 即 得 过 点 0 的 两 切线 (图 1). 


图 2 


(3) 自如 作 已 知 直线 1 的 垂 线 FD, 与 以 下 为 中 心 、24 为 半径 的 图 交 
于 K、K', 则 FK、RK' 的 中 垂 线 即 是 与 已 知 直线 ! 平行 的 两 切线 ， 当 也 
与 以 Fr 为 中 心 、24 为 半径 的 圆 不 相交 时 ， 无 解 ， 相 切 时 ， 一 解 《 妈 平行 
于 1 的 渐 近 线 ); 相交 于 两 点 人 、K' 时 ,两 解 ( 图 2). 


1105. 已 知 抛物 线 及 其 轴 与 焦点 ， 用 尺 规 求 作 。 (1) 过 抛物 
线 上 一 点 下 的 切线 《2) 过 抛物 线 外 一 点 的 切线 ， 


[分 析 ] (1) 车 抛物 线 上 一 点 用 的 切线 与 轴 交 于 点 D 则 |FMUMI= 
1F71。 据 此 可 得 过 点 让 的 切线 的 作法 。(2) 因 焦 
点 关于 切线 的 对 称 点 在 抛物 线 的 准 线 上 , 而 抛物 线 
上 任 一 点 到 焦点 与 准 线 的 距离 均 相等 . 故 据 此 可 
得 过 抛物 线 外 一 点 仿 的 切线 作法 . 

[作法 ] “〈b 连结 点 到 与 焦点 五 在 轴 上 截取 
一 点 也, 使 了 在 抛物 线 外 部 , 且 [FMU|==1FT|, 连 
结 TM 即 得 抛物 线 的 切线 . 


§ 4， 图 象 、 区 域 与 作 图 071 


(2) 连结 5F, 以 沪 为 中 心 、|8F| 为 半径 ， 作 贺 弧 交 准 线 ! 于 反 久 人 . 
过 点 8、@ 分 别 作 轴 的 平行 线 交 抛物 线 于 点 P、P'， 则 5P、SP 为 过 点 S 
的 两 切线 ， 


1106， 在 殉 氏 平面 上 已 知 一 缴 为 常 大 同 欠 曲 线 的 一 部 分 ， 试 
判别 此 绝 属 于 贺 久 曲线 的 哪 一 种 ? 


[分 析 」 圆锥 曲线 平行 弦 中 点 的 轨迹 为 圆锥 曲线 的 直径 ， 已 知 圆锥 曲 
线 弧 不 难 作 其 两 组 平行 弦 , 从 而 可 得 圆锥 曲线 的 两 直径 。 根 据 两 直径 有 无 
交 乓 写 交 扩 的 位 置 , 即 可 判定 辐 锥 曲线 的 种 类 . 

[ 解 」 作 已 知 圆锥 曲线 弧 的 两 组 平行 弦 , 此 两 组 平行 驳 中 点 的 连 线 即 为 
圆锥 曲线 的 两 直径 . 

(1》 如 此 两 直径 的 交点 0 在 曲线 的 四 段 内 , 则 曲线 为 梯 贺 ， 

(23) 如 交点 Q 福 曲线 四 段 外 , 则 曲线 为 双 有 曲 线 ; 

(3) 如 两 直径 平行 , 则 曲线 为 抛物 线 . 


也 07， 已 知 椭圆 ， 用 尺 规 求 作 ，() 椭圆 的 中 心 ，(2) 椭圆 的 
两 轴 . 


[分 析 ] 《1》 可 先 作 一 直径 , 即 平行 弦 中 点 的 轨迹 , 直径 的 中 点 即 椭 加 
中 心 。(2) 车 过 椭 贺 上 任意 一 点 Mr 作 两 轴 的 平行 线 与 身 圆 相交 于 两 点 ， 
则 此 两 点 必 关 于 中 心 成 对 称 , 即 为 裙 圆 直径 的 两 端 ， 由 此 可 得 椭 加 两 轴 的 
作法 . 

[作法 ] (1) 作 两 平行 弦 BB'、 及 H', 连结 
BB'、 玉 了 H' 的 中 点 , 与 椭圆 交 于 D、.D',，DD' 是 4 
椭圆 的 直径 ，DD’ 的 中 点 0 即 椭 回 的 中 心 . A 

(2) 以 0 为 中 心 , DD' 为 直径 作 贺 与 椭圆 交 DE 
于 点 允 ， 过 0 作 44'/DM、BB'/ MD'， 则 44'、BB' 即 椭圆 的 辅 


1L08、， 已 知 抛物 线 红 , 用 尺 规 求 作 ，( 了 抛物线 的 焦点 ; (2) 抛 
物 线 的 准 线 ， 


[分 析 」 《1) 抛物 线 平行 纺 中 点 的 轨迹 为 抛物 线 的 直径 ， 过 直径 端点 
与 驴 平 行 的 直线 为 抛物 线 的 切线 。 利 用 抛物 线 的 光学 性 质 , 过 切 点 可 作 过 
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焦点 的 一 直线 。 作 两 条 这 样 的 直线 , 它们 的 交点 就 
是 焦点 。(2) 因 抛 物 线 的 焦点 在 切线 上 的 射影 在 
过 顶点 的 切线 上 ， 于 是 抛物 线 的 顶点 和 轴 可 以 作 
出 , 稚 线 也 就 可 以 作出 . 

[作法 ] (1) 作 已 知 抛物 线 弧 的 两 对 平行 弦 
MM ANN 909 /SS ，MM'、NN' 的 中 点 连 线 
RB 与 抛物 线 交 于 PH 8@、58 的 中 点 连 线 玉 KK' 
与 抛物 线 交 于 Po， 过 记 作 TIT1 /MM' 过 Ps 作 
To f WY. 作 人 LTIPIF~= LRPIT!, LTyPoF 一 了 区 Po72 则 PiF PoF 
的 交点 五 即 抛物 线 的 焦点 . 

(3) 上 自 五 作 RPi 的 平行 线 ， 交 抛物 线 于 0, 点 0 即 抛 物 线 的 顶点 。 延 
长 FO 到 了 使 0 为 FD 的 中 点 过 DD 作 KD 的 垂 线 即 得 抛物 线 的 准 线 ， 


$5. 最 大 值 、 最 小 值 


1109. 在 过 原点 与 2 轴 正 方向 成 定 角 a (0<a< 持 ) 的 射线 上 


取 动 点 @, 在 2 轴 的 正 半 轴 上 取 动 点 一, 使 得 人 POQ 的 面积 等 
于 8，、( 人 了 求 线段 PQ@ 中 点 以 的 轨迹 方程 (2) 把 坐标 轴 按 逆 


时 针 旋 转 亏 , 求 轨迹 的 新 方程 (3) 当 |OM| 取 最 小 值 时 , 求 点 


及 的 坐标 , 并 说 明 人 APOQ 是 什么 样 的 三 角形 ; (4) 当 |0M |2。 


[ 解 ] 《了 设 点 P、 用 坐标 分 别 为 (ag，0)、《z， 引 ， 则 点 @ 的 坐标 为 
(2¢—a, 2y). 
(27— a)sin a — 2y cosa=0...0. 


8。poq 一 去 042 一 8，,， 4 
代入 四 式 , 即 得 点 开 的 轨迹 方程 
(Sin xD)2V 一 《cogs 0 一 4Sin a=0...) 
(£2>0, y>0). 


8 5.， 最 大 值 、 最 小 值 673 


4 一 COS FY Sin 3 / 
《2) 以 转轴 公式; | 代入 包 式 ,并 化 简 得 
2 一 和 Sn 可 十 久 COS 本 


/12 3 人 志 19 src? 民 ; 
Z Sn 3 —Y Cos 可 一 和 人 Sin 0 


4 2713 
了 8ct a gt a 
8 2 3 


(3) 由 于 两 点 间 的 中 在 旋转 变换 下 保持 不 ,|OM|?— 47 
gteg </ 


ae 此 时 点 MM 的 模 坐 标 aa 2 ctg ccos 名， 
维和 坐标 yx~2N2cg sn-2Vana, .， 点 人 收 的 坐标 为 


(2V2ctg-2 .cos 2, 2V Sina )， 又 因此 时 点 让 在 办 上 , 即 在 人 PO 
的 角 平 分 线 上 , 而 到 又 是 P8 的 中 点 ,所 以 人 PO 为 等 腰 三 角形 . 

(0 10M la 一 8ctg 可 一 8，.… ctg 对 一 1， .a 一 他 ,于 是 方程 @ 可 
化 为 zy~4=0(z>0，y>>0)， 故 轨迹 是 等 边 双 曲 线 xy=4 在 第 一 象限 内 
的 一 支 . 

1110. 求 曲 线 222 一 22 十 只--6z 一 4 十 中 =0 的 最 高 点 与 最 
低 点 的 坐标 . 


[分 析 ] ”最 高 点 与 最 低 点 的 纵 坐 标 即 % 的 最 大 值 与 最 小 值 ， 
[ 解 ] “… 已 知 曲线 方程 2z? 一 2(g 十 3)x 十 儿 一 物 十 27=0 中 为 实数 ， 
dA m8 yt27)>0, 即 ~+1dy 一 45>0 得 5<y<9. 


“ymin 一 5 Vomax 一 9， 此 时 4 一 0, 其 对 应 的 z= 多 、 故 所 求 最 高 点 与 
最 低 点 的 坐标 分 别 为 (6, 9) 和 (4, 5). 

i111. 求 桶 圆 2z? 一 2zoy 十 久 二 4z+To%+6=0 上 的 点 到 直线 
2% 一 y 一 2 一 0 的 距离 的 最 大 值 与 最 小 值 . 
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[分 析 ] 因 已 知 直线 与 梯 圆 不 相交 , 故 椭圆 平行 于 已 知 直 线 的 切线 的 切 
点 到 直线 的 距离 即 为 所 求 . 

[ 解 ] 设 精 圆 平行 于 已 知 直线 的 切线 方程 为 2% 一 y= 入 (X 为 待定 常数 ). 
Vy 二 27 一 入 代入 桶 圆 方 程 ,得 2x? -27(22 一 从 十 (2 一 和 2 二 4 十 22 一 入 十 
6=0， 即 202-3(-3)z+j-+6 一 0，… 直 线 与 曲线 相 切 ，… 4= 
4(X 一 3)? 一 8(23 一 和 +6) 一 0, 解 得 和 = 一 1、 一 3, 以 及 =- 一 2.—3, 
.… 切 点 为 (一 2， 一 3)、《( 一 38， 一 3). 于 是 得 到 距离 的 最 大 值 dmsx= 二 V5， 


和 最 小 值 dos 一 5. 


$6. 证 明 题 


11123. 设 圆 与 有 心 锥 线 有 四 个 交点 , 依次 为 4、B、C、D, 则 
公共 纺 40、BD 与 主轴 的 倾角 互补 . 

[分 析 一 」] 取 主 轴 为 x 轴 时 ,只 要 证 两 公共 蓄 的 斜率 互 为 相反 数 即 可 . 

[证 一 | 取 有 心 锥 线 的 主轴 为 x 轴 , 并 设 其 方 
程 为 al 十 BP 二 1, 其 中 a 天 B. 圆 与 有 心 锥 线 的 
两 公共 缠 AC、BD 的 方程 为 Hz 十 m1y 十 n1 一 0，, 
lz 二 Wy 十 74 二 0, 则 过 4、B、O、 DD 四 点 的 二 次 
曲线 系 方程 为 
om + By —1=AUr+ my + Nn) ar + moy + 72), 
BE (a— Ma)T AAIma lm) y+ (BB— Mmima) + = 0.….0. 

圆 也 过 4、B、0、 刀 四 点 ， .… 圆 也 是 曲线 系 @ 中 的 一 条 曲线 ， 

方程 @@ 为 圆 的 充 变 条 件 是 : a— Mils=B—Amim, Mm 十 bm) =0, 


和 0， 182 十 12mi 二 0, 若 mma 天 0, 则 是 + 汉 =0 即 40.BD 的 余 
率 互 为 相反 数 ， 着 mi 一 0, 不 妨 设 m4 二 0, 则 1 0， 从 Jp 十 ap 一 0 
可 知 4 一 0, 天 0。， 则 4C、BD 均 与 yy 轴 平 行 , 与 题 设 不 符 ， 因 此 40 与 
BD 和 主轴 的 倾角 互补 . 

[分 析 二 ] 因 4、B、O、DD 依 次 为 贺 与 有 心 锥 线 的 四 个 交点 , 故 纺 4C、 
BD 相交 于 一 点 9， 利 用 4C、BD 的 参数 方程 与 圆 寡 定理 , 可 得 40、BD 


36. 证 明 题 075 


与 主轴 倾角 之 间 的 关系 . 
[证 二 」 设 公共 弦 40、BD 的 倾角 分 别 为 仅 o, 县 相交 于 点 @Czo， 90)， 
其 余 假设 同 [ 证 一 ]， 则 4C、BD 的 方程 分 别 为 
r= teos0 
| y=Yyot t Bin gy 
[~ tCOS 9 
2 一 纺 十 7Sin 9 
分 别 代入 有 心 锥 线 方程 wz?+ By = 二 得 
(acos*0+Bsin20)t2+2(ar0 cos0 + Byosin Ot+art+ By m1=0...®, 
(acos p+ Bsing)t+2(arocosgp+ Byosing)t+ar + By} —1=0...@. 
方程 @ 的 两 根 为 妇 一 8@4， 如 一 80; 方程 国 的 两 根 为 二 QB, =QD. 
4、BB,C、D 四 点 共 廊 ,， .1841:1801==1881:18Dl|, 即 |iz| = |tstil. 
无 论点 4 在 圆 内 或 圆 外 , 都 有 t=tah， 根 据 韦 达 定 理 得 


0. 


arotBy~l _ orit+Byi~1 
acos G+BsIn:0 acos p+Bsin?g?’ 
Ba (1i~sin0) 十 Bsin20=u (1~sing) 十 Bsin2p ,., sin?0=sin? pp, 
049, 且 0<0<m, 0<9p<wn，..0+g=w， 即 40、BD 与 主轴 的 倾角 


互补 . 

[说 阴 ] (1) 本 题 的 另 一 种 后 述 是 :“ 圆 与 有 心 锥 线 依 次 相交 于 四 点 4、 
B、C、D, 则 公共 弦 4C、BD 的 夹 角 平 分 线 与 此 锥 线 的 对 称 轴 平 行 .” 

(23) 如 采 四 交点 4、B、O、 吕 中 4、B 两 点 重合 ， 公 共 弦 40、4DD 与 主 
轴 的 倾角 互补 (图 2). 

(3) 如 果 四 交点 4、B、C、DD 中 4、B、C 三 点 重合 , 则 过 点 4 的 切线 和 
摔 42 与 主轴 的 倾角 互补 (图 3). 
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1113. 过 任意 二 次 曲线 的 弦 PQ 的 中 点 0, 作 两 东 48、0D; 


如 过 4、B、O、DD 的 二 次 曲线 (包括 退化 二 次 曲线 ) 号 直线 人 4 
交 于 RR、 两 点 . 求证 |0R| =108|. 


[分 析 ] 取 0 为 原点 ,直线 PQ 为 y 轴 , 利用 已 知 二 次 曲线 方程 和 48、 
CD 方程 ,可 以 求 出 过 4、B、0、 四 点 的 二 次 曲线 系 方程 .于 是 0R、08 
就 是 二 次 曲线 系 在 Y 轴 上 的 截 距 , 从 而 得 证 ， 

[证 ] 取 PQ 所 在 直线 为 y 轴 ,PQ 的 中 点 0 为 原点 , 建立 直角 坐标 系 ， 
设 10P|=108|=a, 则 PP、@ 两 点 的 坐标 为 (0, @)、《0， 一 )， 过 到 、 两 
点 的 任意 二 次 曲线 方程 为 42?+ Bzy 十 伊 十 Dx 一 8 二 0， 过 点 0 的 任意 两 
弦 AB、 CD( 不 与 PQ 重合 ) 的 方程 分 别 为 9=Kix, y= 二 box 过 4、B.C、D 
四 点 的 二 次 曲线 系 方程 为 

Fz, 人 一 .422 十 PXZV 十 十 DZ 一 02 十 人 CO 一 AI2) (yy 一 50 一 0 
申 在 y 轴 上 的 截 距 即 OR、0S， 为 方程 了 (0, 幼 =0 的 根 ， 王 (0， 幼 一 
(1 二 和 放 一 下 一 0… 回 ，"“ 曲线 四 与 直线 P@ 交 于 
两 点 ，.…. 方程 四 有 两 实 根 OR、 0S, 有 0R 寺 0S =0，, 
即 OR= 一 08. … |0E|=|08|. 

[说 阴 ] 平 几 命题 “过 圆 内 一 弦 P@ 的 中 点 0 任 
意 作 两 纺 4B、CD; 分 别 过 4、 已 、C、 靖 的 两 双 直 线 4 
4AD、BO, 4C、BD 各 与 直线 P89 交 于 MN, MWN.. eM 
则 MN, 2M'N' 均 被 点 0 所 平分 ”是 本 题 的 特例 . AN 

1114. 过 圆锥 曲线 上 两 点 P、Q@ 的 切线 交 于 点 荆 , 了 了 为 焦点 ， 

(1) 车 圆锥 曲线 为 抛物 线 ,求证 ，|PT|?=|FP|.1FQ|; 


(2) 若 圆 锥 曲线 是 椭圆 , 求证 ， 
1 1 11-6 ., /PFQ 


Ei 


[FPI-IFQT TFT 
(2 是 焦 参数 ，e 是 离心 率 ). 


[证 ] 设 圆 锥 曲线 的 方程 是 p= Toogg， 点 P、@ 的 坐标 分 别 为 


(p1, ay)、(py， 09)， 过 点 卫 的 切线 方程 是 0 (0—a1) —e cos 0…GD; 


| 


el b= 


本 -- 


6. 证 明 题 


过 点 @ 的 切线 方程 是 乞 站 一 cos (0 — oo) -~ ec0s0… 加 ， 回 代入 @@， 得 


cos(0 一 ad) =00s(0— py .日 一 机 + 和 5%@. 4 
@ 代入 中 , 得 
< eos (= 十 并 地 各 一 a1 ) 一 e008 (5 + 各 )， F 
p 2 2 OS 
即 p= ep 
e COS ~ 一 cos -o2 一 虹 
点 工 坐 标 为 
ep r 十 和 
2 十 Co Co 一 CH 2 ’ 
ec0s 一 5 GCOS 一 三 一 
2 
1 一 aito E co 一 GT \? 
C08 二 上 一 ~ eos 3 
FPj=— 和 ~ 一. 
IFP|= ]—ecosas” | "|= 1 ~—ecosas 
GD 阁 圆 锥 曲线 为 抛物 线 , 则 e=1， 
PT 
1 十 Ca 2 一 CdL 2 Cd 3 CQ2 
(ees 可 cos 可 ) 481n 5 Sn 可 


本 (1— cosa) (1~— cosao) ’ 
2 


677 


x 


[IFPIL:IFOI=o— IFTI?=)FP]}',|Fo]). 


(1 ~—cosai) (一 Co8as) 
(2)〉 阁 圆锥 曲线 是 椭 略 , 令 qq 二 a 一 BB, qo 二 a 十 B8， 则 
PEO=0I— A=—28. 
| 一 cosS(c 十 2 


1 工 一 Ke co8 a 一 COS B)? 
[FP|.1FQ| [RPS ep 


3 
[ CO8 C CO08 8 十 -5 (cos 2x 十 c08S3B) 


= 


e202 ep 


— 62 cos2w 十 2e cosw cos 有 一 cos2 B | 于 一 cos28 一 628Sin28 


678 第 八 章 一般 二 次 曲线 


1115. 设 椭圆 焦点 骇 两 端 @、 有 的 法 线 相 交 于 5, 求证 过 心 
是 与 长 轴 平 行 的 直线 平分 QB. 

[分 析 ] 只 要 征明 点 5 的 纵 坐 标 与 8RE 中 点 的 纵 坐 标 相等 即 可 ， 因 后 
Q 的 法 线 是 人 FQF' 的 平分 线 ， 点 吕 的 法 线 征 
LFRF 的 平分 线 , 故 点 S 是 人 QRF 的 内 心 , 按 
求 三 角形 内 心 坐标 (参见 第 48 十) 万 法 导入 证 . 

[证 ] 设 棋 贺 方程 为 + 入 一 一， 所 @、 芋 
的 坐标 分 别 为 《2z3， Y1)、 > Y2), 网 [FQ@|I=a— et, | FE| 一 4 一 2?。 因 VY、 

三 点 共 线 , 故 -一 人 Ter =0, EB] aly Ys) =e(r1Yy2 + 72Y1); 

又 ]F'O|=atexni，|F'R|=a 二 ezs, 故人 ABR 的 内 心 纵 坐 标 为 


_ (a+er)ys+ (g++er)yit (Ga~erii+a— er2):0 
& 十 6Z1 定 CC 十 EX 十 4 一 CE04 十 G 一 6093 


_ ai 十 tb) 十 2e(2Z195 十 Zaot1) _ ti 十 ta 
4a DO 。， 


而 QR 中 点 的 纵 誉 标 为 厂 (Y1+ 久 ), 所 以 过 点 避 与 长 轴 平 行 的 直线 平分 
QF. . 
1116. 过 圆锥 曲线 上 任意 两 点 Pi、 Ps 的 切线 交 于 点 二 ,如 
果 PiPs 的 连 线 和 焦点 了 了 对 应 的 准 线 交 于 点 长 ， 求 证: 
LKPT-$. 


[分 析 ] 证 明 点 了 和 点 玉 极 角 之 差 是 可- 
[证 ] 设 圆锥 曲线 的 极 坐标 方程 是 p= 本 -sosg。 点 Pi、 Ps 的 极 华 
标 是 PiCp1, ci)、Pa(oo 02)， 据 提要 C8.63), 过 点 Pi 的 切线 方程 是 
=C0S(0 一 ad) 一 6 C08 0...0), 


过 点 也 3 的 切线 方程 是 
一 008《D 一 a3) 一 6 cos 0...®., 


8$86. 证 明 题 679 


解 @、@ 组 成 的 方程 组 , 得 点 了 的 极 角 为 6~m 十 科 5 守 ， 点 Pi、 Ps 的 
连 线 方程 是 Pi 
0 COS (9- 钳 寺 呈 )~ec09.…@， 人 


准 线 方程 


p= -二 全 ... 
cos 6 x 
将 由 代入 轿 , 得 
-eeos O~sec HF oos (0— Ht) 一 ecos8 
o 9 一 并 二 ~ ' hp_ M+tao_m Hh N+to_ dm. gm 
Bp cos ( 一 5 0. 0 一 5 一 5 或 0 一 一 5 一 5;) 人 一 -可 


+ 并 二 吕 或 6- 十 型 半生; 亦 即 点 下 的 极 角 为 们 十 名 只 或 
学 十- 撕 本名， 故 点 和 点 玉 的 极 角 之 差 是 直 , 即 人 KFT = 本 


1147， 经 过 圆锥 曲线 的 淮 线 上 的 一 点 作 两 条 切线 ， 则 有 ， 
(1) 两 切 点 与 相应 焦点 共 线 ; (2) 这 点 与 焦点 的 连 线 同 经 过 
两 切 点 的 台 互 相 垂 直 ， 

[证 ] 取 焦 点 为 原点 0, 过 焦点 与 准 线 季 直 的 直线 为 z 轴 ,建立 直角 坐 
标 系 . 设 0 到 淮 线 的 距离 为 p( 点 0 在 准 线 的 右 侧 ), 离心 率 为 e 则 圆锥 
曲线 的 方程 为 2 十 纺 =22(4 二 p)， 即 (1 一 ev? 十 一 2602pX 一 e232? 一 0。， 设 
0 (一 p，y1) 为 准 线 上 任意 一 点 ， 上 月 点 @@ 作 圆锥 有 曲线 的 两 切线 的 切 点 
弦 方程 为 (1 一 e) (一 p) z+yiyep(z—p) ~ep?=0, 即 一 pz 二 0 一 0， 
* 0)， 又 0、8 的 连 线 方程 为 7 十 py = 0, 

.人 一 2)91 十 DMI 一 0，.… O8 与 切 点 弦 互 相 王 直 ， 

1118. 求证 ， 圆锥 曲线 经 过 焦点 之 豆 长 与 此 怠 两 个 端点 到 该 
焦点 间 侧 的 准 线 的 距离 之 和 的 比 等 于 离心 率 6. 


[证 ] 设 贺 锥 曲线 焦点 弦 的 端点 为 P08, 焦点 为 点 P、@ 到 准 线 的 
距离 分 别 为 由、 di。 根据 圆锥 曲线 统一 定义 ， ~ 利用 等 
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比 定理 即 得 IPFI+IQPI- 8 ~ 


1119. 求证， 过 有 心 圆锥 曲线 4w* 二 0g 一 1 (40 到 0) 上 任意 
一 点 卫 的 法 线 夹 在 对 称 轴 之 闻 的 线段 被 点 耳 分 成 定 比 . 

[证 ] 设 点 书 坐 标 为 (zu 1), 过 点 卫 的 切线 方程 为 A4z1x+Cy1y 二 1， 
故 法 线 方程 为 Cnz 一 4zig= (0C- 4)magi……D， 法 线 与 对 称 轴 的 交点 
玲 标 为 @ (< 和 ou 0)、R(0 -一 全 蚌 


~ QP:PR~(m1 ~ FA 


“点 卫 分 QR 成 定 比 一 分. 

[说 明 ] ”有 心 锥 线 问题 , 大 多 设 其 方程 为 4z?+0y?~=1(40 大 0)， 以 简 
化 运算 . 

1120、 设 回 欠 曲线 不 过 焦点 的 弦 PQ 过 一 定点 4, 万 为 焦点 ， 
且 (F4,，FP)=2a，( 了 4，FQ) =26. 求证 始 w 怒 为 定 值 . 


[证 ] 设 圆锥 曲线 的 方程 为 1 ecos 0, 点 4 坐标 为 (4, 9), 点 PP、 
9 的 坐标 为 (pt, 24 十 9)、(pz,2B8 十 9), 直线 PQ 的 方程 
太一 see(a 一 B)oos(9 一 < 一 8 一 7 —ecos0 


”PQ 过 定点 4(&, pg)，.。 二 一 sec (a 一 B)cos(a 十 B) 一 e cosp， 化 简 得 
e(p+acosp) eat 出 全 分 比 定理 但 


a COS (0 — 
cos(a— 8B)— yg _ a~e(p+iacoswm) 28inasinp 


cos(a—B)++cos(a-+ 8B) a+e(p+acos®m) 2c0sacospB” 


_ ~e(p+a cos 9) 
te atg B Getwiacos py ( 定 值 ). 


1191. 证 明 ， 通 过 两 定点 P、P' 引 互相 平行 的 两 直线 和 二 次 
机 的 交 上 人 别 为 Q、R 及 Q@、， 无 论 平行 线 的 方向 如 何 ， 


| PQ:.PR | , 
| 五 Dr PPO: :PP’'R’” | | 为 定 值 , 


$6, 证 明 题 681 


[证 ] 设 点 PP、P' 的 誉 标 为 (zx1,， 人 级 ) 及 (za，%2)， 二 次 曲线 方程 为 
f 《x,y) = Az? 4+ Bry O07++Dz+ Ey+ 所 一 0， 直线 P8ER 的 方程 为 
| CT 十 机 0080 则 pg 和 PR 的 值 是 方程 C4cos?0+Bsin9oos9+ 
y= yt+t sin gb, 
CO sin?2 08+[GAri+ By Dos0O+ (Bort20y + BE) sin 0 +F Cv, 1) 
一 0 的 两 个 根 . 
由 于 直线 POEB 与 二 次 曲线 有 两 实 交点 龟 、R， 故 二 次 项 系数 不 等 于 零 . 


、 。 一- f(T1, Y1) BT 
且 捐 书 达 定 理 知 P9.PR- To9gTNSingcosgTOS65g ， 同型 可 得 


1 DI! PR! 一 Ff (va, ys) 
PoPR Acos0+B sing cos0 0 sn:0 


PY: PR = f(T1, 1) 
PoPR f(T2, Y2) 


此 云 仅 与 两 定点 坐标 和 二 次 曲线 方程 有 关 , 为 一 与 平行 线 的 方向 无 关 的 定 
值 . 

[说 明 ] 凡 涉 及 直线 上 两 点 到 此 直线 上 一 定点 距离 的 对 称 式 的 问题 , 可 
用 在 线 的 参数 方程 和 书 达 定 理 进 行 推 证 . 


1122， 从 任意 一 点 Po(zo, go) 作 两 定向 直线 分 别 交 二 次 曲线 
于 Q、R，8、T 了 ， 求证 | 也 由 -了 加 | 为 与 Po 位置 无 关 的 定 值 


[证 」】 设 二 次 曲线 方程 为 f(x, 外 = 44%? 二 Bry+Cy?+ Dz + By 十 了 = 
0.…Q@, 直线 PogR 与 Bo S7 的 价 角 分 别 为 6、9， 则 过 点 Po(zo, yo) 的 直 
线 Pog& 与 Po ST 的 参数 方程 分 别 为 

人 上 0 ， 
4 一 加 十 tiSinbi ” [y=vyo+tsin O02 
四 代入 四 , 得 
(4 COSS G1+B 8in bi S08 QO Sin? 01)t2 
+t[C2Arot Byot+ D)cos0 + (Bro t+20y + E)sinO1 tt (xo, yo0) =0, 
其 两 根 为 女 二 Po9， 刀 PoR， 因 二 次 项 系数 不 等 于 零 , 故 Po9: PoR= 


fF lwo, yo) 守 
Acos’01 + Bsindicos01 + Osin 0 * 同 理 ， 
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.PT job  _ 
PoS PoT A cos? 0, -+ B sin 0, co0s 0» + C sin’ ts 


. |PoQ.:PoR| _ | Acos’? Os+B sin Oa cos 0, + 0 sin? 0， Lp 
Po .Po Acos 0 +B sin OQ eos01 + C Sn’ 人 比 为 与 点 < 
的 位 置 无 关 的 定 伪 . 


[说 明 ] “1D 本 命题 亦 称 牛顿 定理 ， (2)》 当 二 次 曲线 为 有 心 锥 线 ， 所 
人 0， 如 果 半 径 0'4，0'B 分 别 与 两 定向 直线 平行 时 ， 则 


~ 为 定 值 . (3) 如 果 自 Po 作 有 心 锥 线 的 两 切 线 PI、 PoPs CE 
PE 四 0 4 
O'B 


5 
为 切 点 》， 半径 OA 1 Po OPB1/ PoPs, 


1128.、 设 人 4BO 的 三 边 BC、O4、4B 或 其 延长 线 与 一 有 心 


锥 线 分 别 交 于 A1、4s、 Bi1、Bs、0O1、0s, 则 
P4P4OBi OPBa AO'1 » AOs 一 
0O41C4 4DBi 4PBa BO BOs 


[分 析 ] 设 与 80、0A4、4B 平 行 的 半径 分 别 为 a、B、 7. 和 用 和 牛顿 定 
理 ( 见 上 题 [说 明 ]) 芭 可 得 证 . 
[证 ] 设 与 80、C4、4 分 别 平行 的 半径 长 


， 5 BB 
BC. BO _ 7 1041 .04， ie 
BA1:BA, co” I0CB,'.0B, Bi: 


BA1:.BA»:0B1'C By AC1' A0, 
OA1:04A». ABi1: ABy': BO1: BO, 
由 于 分 子 、 分 母 同 号 ， 
BA1:BAs0B1:0By: 401 AOs .1...@ 
OAi1:04». AB1. AB,. BO1' PC: 
[说 明 ] (1 本 命题 亦 称 为 卡 诺 (Carnot) 定理 (23) 若 441、BBi、 
_ — AO1.:. BA1:C0B 
Ci 三 风 = 1 
C 1 三 直线 共 点 ， 则 44)、 BBs. C00, 三 直线 也 共 点 ， . BO"GA1: AB; 


_ 但 402 DB4a 0CBa __1 ， _ 
1, 从 四 可 得 五 .04 .47， 一 1. 和 A4,.BB; CC3 也 相交 于 操 。 


(3) 如 果 人 4BC 的 三 边 与 圆锥 曲线 相 切 于 41、 Bi C1 则 441、BP+、 
C01 相交 于 一 点 (参见 第 1135 题 说 明 )，(4) 设 P、 4、 已 分 别 为 直线 对 


0 


$6. 证 明 题 683 


(BC, 01B2)、(CA4, C241)、(4B，42B1) 的 交点 , 则 忆 允 召 三 点 共 线 〈 参 
见 第 1134 题 ). 


1124， 设 过 圆锥 曲线 p= 一 符 _ -的 焦点 的 任意 圆 和 圆锥 


1 一 8cC0g9 0 


曲线 的 四 个 交点 的 极 径 分 别 为 p1、P3、P3、 和 求证 以 上 p; 的 一 
和 (1) pipapsps — dp’; (2) Tirirt 


P3 AP3 pa 
=- 地- 其 中 必 为 加 的 直径 ， 


[分 析 ] 从 圆锥 曲线 和 圆 方程 中 消去 9, 得 关于 p 的 代数 方程 ， 运 用 韦 
达 定 理 即 可 推 证 . 


[证 ] 已 知 贺 锥 曲线 的 方程 为 p~- 一 人 -gy-“… 名， 车 过 焦点 的 辆 
的 圆心 的 极 角 为 Y， 则 加 方程 为 p 一 Qcos (9 一 7)… 国 . 由 @ 得 


cos0= 因 测 sin G= 上 A| 1-(22) ,代入 加: p=acos0 cosy 


二 dsinbgsiny， 得 [ep? 一 CCp 一 ep)cos ?2 一 02sin2y[e2p 一 (p 一 6p) 纪 ]， 整 
理 得 e2p4 一 2ed cos yp3 十 (Gd2? 十 2e220G eos y — e?d? sin? yy) Pp? — 2epa?o+ 
Ad?esp? =0, 此 方程 的 根 即 为 Pi1、 P2、 P3、 Pd, 根 据 韦 达 定 理 有 Pip2p3sD 一 


22D02 ， 。 
dp?.……@®, pip2ps 十 plpzpd + plpspk + Papsp4 一 2 … 和 由 由 除 以 四 , 得 


A1 pp2 p3 pa ep 
[说 骨 ] 贰 锥 曲线 的 焦 半 径 的 有 关 性 质 , 一般 可 用 加 级 曲 线 的 极 坐 标 广 
程 , 按 题目 要 求 研究 所 得 p 的 代数 方程 , 然后 求解 . 


1125. Pi、Ps、…、P, 为 抛物 线 上 nn 个 点 , 万 为 焦点 ， 且 
FP FPs. … .PP 等 分 周 角 了 F,， 则 鹤 [PT 为 定 值 


[证 ] 设 LePPi=a, 则 ZePP=at | 人 | Gil, 2 …, 0). 
由 抛物 线 的 极 坐 标 方程 p 一 一 上- 万, 得 


1—cos 


684 第 八 章 一 般 二 次 曲线 


D 
FP=———— A (=1, 2, ., 1), 
圭一 oos| at or | 


1— cos [at | 


1 1 n 27) 1 + | | 
_， 一 一 一 一 jC0S| 2 十 一 一 一 一 一 
全 TFBT 名 2 5 五 全 
一 二 _ 1 Sco | + ein T 
? J Sin 二 1 " 
1 3 {sin [et | 一 Sin [at CL | 
? gpsin 和 全 " 
4 
9 . (2n— 1)n 
= 一 一 ja |a+ |-s (<- 夺 )} 
? 2nD Sin 开 " 
1 
1 1 . IF . or 1 
Gd Gi 
1 


说明] 本 题 推 广 到 椭圆 仍 成 立 ， 但 不 能 推广 到 双 曲 线 ， 例 如 ，%=2, 
rTIFP=a, 当 


: 1 
aE€ ( 一 arc 008 + Aare COS =) U (= ~ ArC COS 二 1 十 2rG Cos = 
e e 6 


时 ，FPi<0，FP, > 0; 或 PPI>0,， FP,<0 则 1 局 T+TFT 不 是 
定 值 . 
1126， 自 圆锥 曲线 上 任意 一 点 到 其 内 接 四 边 形 两 双 对 边 上 距离 


之 积 的 比 为 定 值 . 
工分 析 ] 为 研究 一 点 到 圆锥 曲线 内 接 四 边 形 各 边 的 距离 , 可 设 四 边 形 四 
边 所 在 直线 的 方程 为 法 线 式 ， 有 了 四 边 的 方程 , 可 根据 过 四 边 形 四 顶点 的 
一 次 曲线 系 方程 进行 推 证 . 

[证 ]」 届 圆 锥 曲线 内 接 四 边 形 四 边 的 方程 依次 为 alw, 4) 一 x 60s a 十 
y sma~pi=0, Bl(z, y) = reos B+ ysinB~p=0, yz, Y) =7x eosy 
ysin y—pa=0, do Y) =z cos0+ysin 0 一 0 一 0， 则 此 圆锥 曲线 方程 为 
ck YYY (YL, Y) = 和 BT, Y)6(L, ,+ 为 非 零 常数 . 令 Po(zo %) 为 此 圆锥 


$6. 证 明 题 685 


曲线 上 任意 一 点 ， 则 a (wo, yo) YY (mo, yo) 一 人 CCXo， go)6(Zo， yo)， 


vw (wo, #0) 7 (wo, Yo) 一 人 入 
B(xo, Yo) 0 (To, Yo) 


但 |a(zo, yo) ]、1B《zo, yo) |、|yY《xo，g0) |、15《zo,， Yo) 分 别 为 点 Po 到 四 边 
的 距离 91、Q@o、 Qs、Q4、.. 9 一 1A. 
[说 明 ] 本 命题 亦 称 帕 普 斯 (Fappus) 定 理 . 


， 证 有 -pp 
1127， 证 明 极 坐标 方程 p 一 了 一 zn 太 与 p 一 一 了 cos57 下 
示 同 一 曲线 . 
[证 ] 设 Plp, 9) 是 曲线 p 一 于 一 -万 上 任意 一 点 ， 
en _ en _ 
TG PT 了 -ec085 ™ ， 


故 点 PC 91D) 必 在 由 线 p- 了 2 上 ， 区 之 对 于 出 线 
一 一 任意 一 点 (p, 0), 


TT 


一 于 
”nn -一 _. 6 _-_ 1 )- 
” f oD (p+ 工 十 ecogs 吕 


… 点 (-p，0++r) 在 曲线 p= 上 . 而 点 Go 02) 即 ( 一 p,9 十 rr)， 
故此 两 方程 表示 同一 圆锥 曲线 . 
1128. 证 明 二 次 曲线 4z? 十 Boy 十 0% 二 Dz Ey 二 了 =0 退 化 


工 一 oo 


24 B D 
的 充 要 条 件 是 6=| 8B 20 五 |=0. 
D hE 2F 


[证 ] 当 4 一 友 ~440C+0 时 ,将 坐标 轴 平 黎 , { 一， 
l 一 DO 


Pazo 十 32C 纺 十 五 一 0 


二 次 曲线 的 方程 化 为 4z2+ Buy +0y? 一 7 一 0。， 这 一 变换 是 可 北 的 ， 
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.… 二 次 曲线 退化 人防 B@=0. 

当 4=0 时, 如 <0, 则 AC>0; 不 失 一 般 性 , 令 4>0 C0>0. 二 次 曲线 
方程 为 (V Ax 一 V Oy)?+Dr+By+F =0. 取 ctg9~V 攻 ， 经 转轴 变换 
Lf os _VC%— VAy 
T=wX Cos 日 一 Sin 昌 VE 

2 ， 

后 ， 曲 线 方程 化 为 OU2TDz' By + 了 =0, 其 中 0=4+0,D'= 
DVO+EVA -和 -DVA+EVGO ， 
VOTFEVA -DVA+tEVC … 这 一 计 ，.… 二 

VA+O VATLC 这 一 变换 可 逆 次 曲 
线 浸 化 仁之 也 =0, 即 DYVOCO + EVA=0< 0D?+AEB?+2DEVAC= 
CD AB?- BDE=0 CHO-B8A0F+2BDE ~ 2AF? ~ 20D? ~ 2FB?=— 
2F(440 一 B2) +2(BDE ~- 4 瑟 ~ 0D2?) =0， 同 理 可 证 8>0 的 情况 . 
当 8=0 时 , 则 4、C 中 必 有 一 为 零 , 不 妨 设 4=0, 二 次 曲线 方程 为 OV? 十 


Y=7x Sin0+y eos 


24 BB DD 
Dr+By+F=0.，.. 二 次 曲线 退化 D=0<》@=|B 20 万 
D EE 38 


一 0。 改 二 次 曲线 Ax?+ Bzy+0y?+Dz++ Ey+F=0 退化 的 充 要 条 件 是 
@=0. 

1I29. 已 知 马 是 焦点 , P、Q@ 是 贺 欠 曲线 上 两 动 点 ,而 人 PFQ 
一 26(6 为 锐角 )， 求 证 ，(1) 过 点 了、 的 切线 的 交点 的 轨迹 是 
以 Z 为 焦 反 的 圆锥 曲线 ; (2) 直线 PQ 和 恒 切 于 一 以 了 为 焦点 
的 圆锥 曲线 . 

[证 」. (1) 在 以 焦点 耳 为 极 , 圆锥 曲线 的 对 称 轴 为 极 轴 的 极 坐 标 系 中 ， 
8 的 极 角 分 别 为 y+6、 一 6， J 7 为 参数 , 则 过 P、@ 的 切线 方 
程 为 < 人 一 os(9 一 y—6) ~ ecos0...0, ~cos(9 ~ ~y+0)~—ecosO...0. 
从 @. 四 得 cus@- 一 ?一 0) 一 cos(O — p+). 由 于 6 于 0, .9 二 y, 以 Y= 
9 代入 外, 得 一 一 一 008 0 一 8 C605 日 ， 即 0 一 上 ~ 6 Sec 6 cos 06，.. 轨迹 


为 以 五 为 焦点 ，e se9 6 为 离心 率 ， 通 径 长 为 2ap sec 6 的 圆锥 曲线 ， 当 


86. 证 明 是 687 


cos06>>e 时 是 椭圆 ; 当 cos 6=e 时 是 抛物 线 ; 当 cos 6<e 时 是 双 曲 线 ， 

(2) P、@ 的 连 线 方程 为 =sec6 COS(0 ~ Yy) 一 e CoS 8， 即 -2 一 
cos(0—~y)—ecosScos0...(@)、 与 eos(O -0) ~e eos 对比, 可知 @ 
为 圆锥 曲线 Pl ecosd cos 的 切线 ，.“, 图 与 以 ecos 6 为 离心 
率 ，2ep 008 6 为 通 径 长 , 了 为 焦点 的 圆锥 曲线 恒 相 切 , 


1130. 设 0C 为 等 采 人 A4BC 底 边 4B 上 中 线 , 若 一 条 二 次 曲 
线 经 过 4、 两 点 且 与 4C、BC 相 切 ， 与 00 相交 于 了 点， 记 
OD 


和 一 已 坟 >0， 试 证 ， 当 入 >1、 和 一 1、 入 <1 时 ,该 二 次 曲线 分 别 


为 椭圆 抛物线 、 汉 曲线 . 


[证 一 ] 取 0B 为 x 轴 、00 为 y 轴 ， 建 立 直 角 坐 标 系 ， 设 B(1, 0)、 
4 一 上 0)、C(0, 从 (>0)， 由 于 一 非 退 化 的 
二 次 曲线 与 一 条 直线 至 多 有 两 个 交点 , 故 该 二 次 
曲线 不 过 原点 ， 其 方程 可 设 为 ao2 十 2bzy 十 cy? 十 
2dx 十 2ey 一 1 二 0… 和 四， 曲线 过 4、B 二 点 ， 
.… ax2 十 2dz 一 1=0 的 两 根 为 1、 一 1 … 4 二 0， 
4 一 过 四 上 点 (zo %) 的 切线 方程 为 xzoz 十 
Dkzogy 十 2go) 十 cgoy 十 6(9 十 加 ) —1=0, EB (rot+by0) r+ (brot+ eyote) y+ 


et 一 1=0， 在 点 4、 卫 的 切线 的 斜 康 分 别 为 ; 一 二 二， 一 b 一 一 王 寺 一 . 
— 1 1 . _ 1 一 hk —\ 
A 中 得 ?= 小 CT 又 点 刀 坐标 为 (0， 这 小 二 次 曲 


é 


线 过 刀 点 ,.… (3 ) +2e( . )-1=0. 得 c= 六 一” 故 二 次 曲线 


了 十 4/ 了 十 人 Ke” 
方程 为 2?+ 过 一 护 + 子 y~1~0， 因 此 当 X>1、A~l、 0<A< 工 时 , 广 
程 分 别 表示 楷 贺 .抛物线 、 双 曲线 


[证 二 ] 设 与 40、BC 相 切 于 4、B 两 点 的 二 次 曲线 系 方程 为 
Certy- 了 Dev-y+ 有 ) 一 py 曲线 过 点 D(0，I)… wm 一 和， 
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曲线 方程 可 写成 82xz2? 十 (72 一 1)2 十 280 一 要 二 0( 关 0)，、,… 当 和 >1、 和 =1、 
0<A<1 时 ,方程 分 别 表示 彬 圆 、 抛 物 线 、 双 了 曲线. 

1131. 4、B 为 二 次 曲线 gr?++bxy 二 cP 十 ew 十 fy 十 g=0 
(c 关 0) 上 的 两 个 定点 ,过 点 4、B 任 作 一 圆 与 二 次 曲线 相交 于 
奶 外 两 点 0、D、 求 证 直线 CD 有 定 问 . 

[分 析 一 j] 要 证 直线 0D 有 定向 , 应 求 出 直线 0D 的 方程 ， 为 此 先 简化 
直线 45B 与 已 知 二 次 井 线 的 方程 ， 若 取 点 4 为 原点 ，48 所 在 直线 为 
ZX 轴 , 建立 新 坐标 系 , 利 用 二 次 曲线 系 方 程 即 可 求 得 CD 的 方程 ， 

[证 一 】 以 4 为 原点 ，4 为 wz 轴 ， 作 新 坐标 系 ， 设 号 点 新 坐标 为 
QQ, 0), 在 此 坐标 系 中 , 因 二 次 曲线 与 w 轴 交 于 4、B 两 点 , 故 二 次 曲线 方 
程 可 化 为 2 十 79 十 Cy? 一 1 十 fy 一 0.…Q)， 过 点 44、 如 的 圆 方程 为 
z+y ?一 1Y 十 Ay 二 0 (XX 为 参数 )…@ 回 ， 人 外 一 回 , 得 yb'z' 寺 (ec 一 1])y 十 
(六 一)]=0。， 这 是 另外 两 个 交点 C、D 坐标 满足 的 条 件 , 因为 CO、D 不 
在 7 轴 上 , 故 它 们 的 纵 坐 标 久 和 0,， 从 而 直线 CD 的 方程 是 Do Tc 一 1)y 
十 了 汪 一 4 一 0， 因 > 、yY 的 系数 5、《e' 一 1) 为 定 值 , 故 直 线 CD 有 定向 

[分 析 二 ] 因 过 点 4、B 的 任意 圆 万 与 已 知 二 次 曲线 的 另 两 交点 为 C、 
D, 改过 4、8、C、D 四 点 的 二 次 曲线 系 5 中 包含 圆 肪 利用 仿 为 贺 的 充 
要 条 件 , 也 可 确定 直线 CD 方程 中 x、y 项 系数 之 比 . 

[证 二 ] 了 到 4 为 原点 ，4B 所 在 直线 为 x! 轴 建 立 坐 标 系 ,在 此 学 标 系 
中 ,已 知 二 次 曲线 的 方程 为 aw3+bwy 二 coy?2+dw'+e'y=0。， 其 中、 
b'、c'、@、e' 为 定 值 . 直线 0D 的 方程 为 Iv' ++my'+%=0, 过 A、 BO.D 
的 二 次 曲线 系 方程 为 Go 十 Dog 十 cg 二 GO 十 ef 一 MU Ce +my +n)， 
即 ao 十 (一 DZU 十 (Ce 一 MU ?Gx' 十 (e' 一 MW)y =0， 若 此 二 次 曲 

0 一 0 一 入 7 
线 为 园 ， 则 |，，,，,_。…@. 

若 mw 二 0, 划 ! 寺 0,， 即 直线 0D 与 多 轴 平 行 , 故 有 定向 ， 

车 m 尖 0, 则 由 @@ 得 直线 CD 的 斜率 一 二 一 一 二 -为 定 信 , 故 直线 0D 
有 定向 


1132， 若 椭圆 内 切 于 萎 形 , 试 证 其 两 轴 与 萎 形 的 对 角 线 重合 
分析] 利用 椭圆 如?++a2y? 一 a2b2 的 外 切 平行 四 边 形 四 边 的 方程 ， 车 
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两 两 对 边 的 距离 相等 , 则 此 平行 四 边 形 为 菱形 ， 从 此 证 明 椭 加 的 外 切 萎 形 
的 对 角 线 与 酉 圆 的 对 称 轴 重 合 . 
[证 ] 设 梢 图 方程 为 22 二 ay? 一 a?b?, 其 外 切 平行 四 边 形 四 边 的 方程 


依 次 为 ; 二 cos q 十 区 Sn a=1...0), 二 cos 有 十 半 si B=1:..®, cosat 


b 
艺 sin d= 一 1.… @@, 二 cos B+ 妆 sin B= 一 1…@， 若 此 平行 四 边 形 为 鞭 
形 , 则 两 两 对 边 的 距离 相等 . 
2 
cos3w , 8Sin2w /cos?B , sin?2B 
a V a 
BE (a?—b2) (sin?a 一 sn26) 一 0 '. a2~ 0b2F0,， ., sin2g 一 6in28, 又 


0Q 关 有， .wa 一 一 D， 或 aq 十 =m， 由 由 、@、 曲 、 井 解 得 凌 形 的 四 顶点 
坐标 分 别 为 . 4A(aseca, 0)、B(0, Decseoy .OKC 一 a seca, 0).D(0, 一 bcseay ， 
改 净 形 的 两 对 角 线 与 椭 贺 的 对 称 轴 重 合 ， 


1138. 设 0 为 圆锥 曲线 ( 非 等 轴 双 曲线 , 且 轴 与 过 的 切线 、 
法 线 不 平行 ) 上 任意 一 点 ，PQ 为 其 弦 , 且 与 过 0 的 切线 ,法 线 不 
平行 。 求 证 ，(1) 如 果 PQ 在 点 0 张 直角 , 则 PQ 过 点 O 的 法 线 
上 的 一 定点 ; (2) 如 果 OP、08 的 夹 角 被 点 的 法 线 所 平分 , 
则 PQ 过 点 0 的 切线 上 的 一 定点 . 


[分 析 ] 由 于 涉及 0P、08 两 直线 的 关系 , 故 应 取 点 0 为 原点 ， 又 因 题 
断水 及 点 0 的 切线 与 法 线 , 故 可 取 点 O 的 切线 与 法 线 为 z、g 轴 . 

[证 ] 了 到 过 点 0 的 切线 与 法 线 为 x、y 轴 。 设 圆锥 井 线 的 方程 为 42z2 十 
Byt0p DzTBy+tF=0， ,过 原点 0，.. fF0， "与 z 轴 ; y=0 相 
切 ，,… DJ， 因而 贺 锥 曲线 方程 为 4z?-+ Bry+0y? 十 By 二 0.…Q@， 设 PQ 
的 方程 为 y=mzx+ 入 …@@， 根 据 提要 C3.120), OP、0@ 两 直线 的 方程 为 

AZ 二 DBX 十 Co FEyG ~ mx) =0...@). 
小 如 OPLO80， 则 和 A440) 十 =0。…“ 圆锥 曲线 非 等 轴 双 曲线 ，."。 


4+C+0 .4 一 一， 对 于 PQ 的 一 切 位 置 , 均 过 点 0 法 线 上 一 定 


sv 
0 -7 ) 
点 ( EE q | O 量 
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(2)“.“ OP、08 的 夹 角 被 点 0 的 法 线 ( 即 y 轴 ) 所 平分 , .方程 @ 中 
zy 项 的 系数 等 于 零 : 和 AB 一 Bm 一 0。'. 圆锥 曲线 的 轴 与 点 0 的 切线 、 法 线 


( 即 =.y 轴 ) 不 平行 , … B<*0, 即 得 交 一 各， 但 -全 是 直线 PO 在 二 轴 上 
的 截 距 , … PQ 过 点 0 切线 上 一 定点 ( 一生，0). 


[说 明 ] (1》 中 直线 PQ 经 过 的 定点 (0，- 一世 ) 称 为 弗 雷 厅 
(Fregier) 扩 , 

1134. 圆锥 曲线 内 接 六 边 形 三 双 对 边 (所 在 的 直线 ) 的 交点 共 
线 . 

[证 ] 设 圆锥 曲线 的 方程 为 (x, 9) 一 0《 二 元 二 次 方程 ), 其 内 接 六 边 形 
为 4BCDEF， 六 边 的 方程 依次 为 a.~0Gi 一 1 2,…, 6), 其 中 是 zy 
的 一 次 式 ， 对 角 线 4D 的 方程 为 B=0, 8 也 是 zy 的 一 次 式 ， 三 双 对 边 


AB. = BG. =0 
的 交 点 分 别 为 ，[ Dp 。_0 的 交点 五 | pp om-0 的 交点 旬 
人 Oa 一 


0 
的 交点 六 适当 选取 和 , 可 使 过 4、B、0、 DD 的 二 次 曲线 
HA. ce=0 


02B 一 M93 一 0 与 1(w,Y) =0 表示 同一 二 次 曲线 , 疏 有 
aaB — MAGs= Nf CT, Y) =0°…(L. 
同 理 可 得 QsB — Masce= 2f 7, Y) =0.…(®. 
从 外、 加 消去 8， 得 和 NaiQg0s 一 Maaoeae 寺 (L202 一 Mia5) 于 (2 功 二 0 人 @. 


=—0 
… 点 4 的 坐标 是 方程 组 |“”_0 的 解 ， 也 满足 方程 @。 ,点 4 在 曲线 
@ 上 ， 同 理 , B、C、D、 加、 FP、L、M、 诸 点 也 在 曲线 图 上. 因 4、B、 


86. 证 了 网 题 691 


CG、D、B、 了 在 二 了 次 曲线 f(z, Y)==0 上 , 且 工 性、 入 三 点 不 在 f(z, 二 0 
上 , 故 工 开 、 六 必 在 直线 1292 一 L105 一 0 上, 即 工 、 改 、 三 点 共 线 . 

[说 月 ] 本 定理 亦 称 帕 斯 卡 (Pascal) 定 理 ， 其 证 明 与 六 边 形 的 边 长 无 
关 ， 只 要 4B、BE; BC、EF; CD、54 分 别 相 交 ， 则 与 六 点 排列 顺序 也 无 
关 . 由 此 可 推出 以 下 三 个 定理 : (1) 圆锥 曲线 的 内 接 五 边 形 4BCDE, 过 点 
4 的 雪 线 与 CD 的 交 扩 和 4B 与 D8、BC 与 4E 的 交点 共 线 (图 2).， (3) 
圆锥 曲线 的 内 接 四 边 形 4B0D, 过 点 4、C 的 切线 、 两 双 对 边 的 交点 共 线 
(图 3). (3) 圆锥 曲线 的 内 接 三 角形 4BC, 过 三 顶点 的 切线 与 对 边 的 交点 
共 线 (图 全. 


4 
1135. 圆锥 曲线 的 外 切 六 边 形 4BODEF 的 三 对 角 线 4D、 
BB、OF 共 点 . 


[分 析 ] 设 圆 锥 曲线 的 外 切 六 边 形 4BCDBP 六 边 的 切 点 分 别 为 隶 、 
B'.0'、D'、 BF， 4、 史 两 点 的 极 线 为 4、 
0D，… LF' 与 0D' 的 交点 N 的 极 线 必 为 
4D， 因 此 可 利用 帕斯卡 定理 ( 见 上 题 )， 与 共 线 点 
的 极 线 必 共 点 (参见 第 1076 题 ) 推 证 本 题 . 

[证 ] 设 贺 锥 曲线 的 外 切 六 边 形 4B0DEF 六 
边 的 切 点 分 别 为 4'、B'.C'、D' BF “点 4 
的 极 线 为 4', 点 也 的 极 线 为 0'D'， 设 FU' 与 
CD 交 于 点 要, 即 六 既 在 点 4 的 极 线 上 又 在 点 也 的 极 线 上， 点 术 的 
极 线 必 过 点 4 与 点 D, 即 点 Y 的 极 线 为 4D， 同 理 41B' 与 D'B' 的 交点 
工 的 极 线 为 BZ; BO'、Er 的 交点 到 的 极 线 为 CF， 据 峭 斯 卡 定 理工 、 
M、 六 三 点 共 线 ，… 它们 的 极 线 4D、BE、0F 共 点 , 即 六 边 形 的 三 对 角 线 
共 点 。 
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[说 明 j 本 定理 亦 称 布 利安 香 (Brianchon) 定 理 ， 由 此 还 可 推出 以 下 


两 定理 . 
(IT) 圆锥 曲线 的 外 切 五 边 形 , 一 顶点 与 对 边 切 点 的 连 线 和 另 两 对 相对 项 


点 的 连 线 共 点 (图 2). 
(2) 圆锥 曲线 的 外 切 三 角形 , 各 顶点 与 对 边 的 切 点 的 连 线 共 点 (图 3)。 


图 2 图 3 


1136， 设 正 圆锥 面 的 母线 与 轴线 的 夹 角 为 a, 圆锥 顶点 5 到 
一 平面 的 距离 为 平面 “与 圆锥 轴线 SS' 的 夹 角 为 0 此 平 
面 与 正 圆锥 面相 截 所 得 的 曲线 为 C， 证 明 ， (1 当 dy¥0,，0- 


可 时 ， 曲 线 C 为 圆 ; (2) 当 d#0, 0<c<0< 可 时 ,曲线 C 为 机 
圆 ; (3) 当 d¥*0, wx>>0>0 时 ,曲线 C 为 双 曲 线 ; (4) 当 dx¥0， 
~6 时 ,曲线 0 为 抛物 线 ; (5) 当 @= 0，a<0< 部 时 ,曲线 O 


为 一 抬 ; (6) 当 4 一 0, w>0>0 时 ,曲线 C 为 两 相交 直线 ; (7) 当 
&=0, a4 时 , 曲线 C 为 两 重合 直线 . 

[证 」 设 正 圆锥 顶点 5 在 平面 mw 上 的 射影 为 0，08 与 圆锥 的 轴线 
SS 所 确定 的 平面 与 的 交 线 为 0B， 在 w 上 过 
0 作 0410B, 04、0B 分 别 为 x.y 轴 建立 
直角 坐标 条 zOy, 设 Plz, 引 为 曲线 CO 上 任意 
一 氮 ， 点 也 在 04、0B 上 的 射影 分 别 为 允 、 

SP~0P- OS8~O0M+ON— 08, 
ISP| =V tt, 


$6. 证 明 题 693 
(SP)ss 一 (OM )ss. 十 (ON)ss， 一 (OS) gs 
mT 
= COs 0 —d eos ($+0) 


~ C0s 0+dasin d= vy + cosa. 
(ycos0 +asin0)?= (r+ +) cos a .…D, 
由 于 上 述 运算 是 可 逆 的 , ,… 方程 四 是 点 Po, 人 奶 在 曲线 0 上 的 充 要 条 
件 , 即 方程 @ 是 曲线 C 的 方程 , 整理 化 简 得 
Zoos2a 十 92(cos?a 一 oo820) ~ dy sin 20 + ad?(cos?a — sin20) 一 0 

(1) 当 9 一 与， Qa 于 0 时, 曲线 C 的 方程 为 (23 十)cos? a 一 ?sin? a 一 0, 
. “0<a<5, .. 60S X 关 0，,… 曲线 CO 是 圆 : 2+ 一刀 ?a 

(2) 当 a 址 0, 0<a<9<5 时 ,cosa> cos 06>0, cos? w> os30，… 曲 
线 C 方程 中 的 避 、 六 的 系数 同 号 , 又 缺 zy 项， 进行 配方 可 化 成 椭圆 的 标 
准 方 程 ， 故 曲线 0 为 椭圆 (图 二; 

(3) 当 a 生 0, 之 ~a>0>0 时 ， 0<cosa<cos0,  eos? w 一 cos20 一 0， 


: 山 线 忆 的 方程 中 的 吧 、 妇 的 系数 异 号 ， 又 缺 zy 项 ， 进行 配方 可 化 成 双 
曲线 的 标准 方程 故 曲 线 C 为 双 曲 线 (图 2); 


(4) 当 Q 天 0, a=0 有 时, cos w 一 cos 0, 曲线 C 的 方程 为 
tCOs? w 一 Co sin 2x 十 0 oos 24=—0 
“0<a< 三 可 ，: Sm 2a 关 0, 履 曲线 C 是 抛物 线 (图 3); 
(5) 当 a~=0, 0<a<9< 吉 时 , 曲线 0 的 方程 为 


02 Cos a +yI C0s? a— co0s20) =0, 
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"Cosa > cos8 > 0，cos?a 一 c08230 >0， .“. 曲线 0 为 一 后 0(0, 0); 
(06) 当 4=0, 可 >a>g>0 时 ， 井 线 C 的 方程 为 
0X2 Cos? w 一 42(eos20 一 0s2o) 一 0. 
…” cos20>cos2w … 曲线 0 为 两 相交 直线 ; 
(7) 当 4d=0, 9=a 时 ， 曲线 C 的 方程 为 ，2?cos?a 一 0。 但 cosa 生 0, 
， 弗 线 C 的 方程 为 好 一 0, 曲线 0 为 两 重合 直线 . 
[说 明 ] 此 为 圆锥 曲线 命名 的 由 来 . 


1137Y. 椭圆 上 三 点 Pi、Pa、Ps 的 三 密切 圆 交 于 椭圆 上 同一 
点 及 ,求证 (1) Pi 、Pa、 Ps、 五 四 点 共 圆 ; (2 人 As s 的 重 
心 与 椭圆 中 心 重合 . 


[证 ] (1) 设 精 贺 方程 为 持 + 妇 一 L，Pl、Ps、 情 、E 的 离心 角 分 


别 为 a、B、yY、6。 如 果 过 记 的 任意 因 与 加 再 交 于 Pi、 Pi K, 而 人 Pi、 
PP 的 离心 角 为 .a'， 根据 第 680 题 的 结论 得 w+a 十 ”十 9=2mm， 
m Ey， 如果 此 圆 为 椭 贺 在 点 Pi 的 密切 圆 , 则 a= 一 a"( 参 见 第 655 题 )。 
2mor 6¢ 人 pp_2mm 6 |) 2m'm _d 

一 一 一 杞 . 同 理 可 得 p= 3 了 本， 了 三 3 *` 因 eB、Y 是 

椭 贺 上 相 异 三 点 , 故 m、m'、”m"” 只 能 分 别 是 14、 2、3.。 "a8B+y1+0= 
4 

如 -+ 从- 人 +2 - +6 一 4m， Pi、 Ps、 Ps、K 四 点 共 加 


竺 一 吕 )+ooe( 字 一 本)+eos (am 写 ) 
(2) cosa+eosB+oeos’y= oos( 字 3 3 十 CO08 5 了 十 cogs | 2 5 


加 5) 人 加 ( 2 了 ) 
2 00s ( 一- 3 cos 本 十 oog 可 一 0 sina+sin B+sin y=8in 33 


. /dm 6 . AN_o : GO WO 
+sin (各 3)+sin( 2 一 3)=2sin(z 3 )oos 号 Sn 3 0, 因此 


人 和信 PiPoPs 的 重心 坐标 . 2 一 与 (cos & + 6¢0s B+ cosy)=0, 3 CX 十 


sin 8 十 sin ?7) 一 0， 即 三 角形 的 重心 与 酉 圆 中 心 重合 . 

[说 明 ] 本 题 结论 亦 称 斯 坦 纳 (Steiner) 定 理 ， 查 圆 上 三 后 Ps 的 
密切 圆 均 过 椭 贺 上 同一 点 全 ,点 下 称 为 斯 坦 纳 点 。 上 其 有 斯 坦 纳 反 的 椭圆 
称 为 斯 坦 纳 情 画 . 


8#7. 轨迹 题 695 


37. 轨迹 题 


1138. 已 知 一 定点 4， 一 定 直线 1 与 正 的 常数 和 从、 
B 为 动 点 了 在 1 上 的 射影 . 车 点 了 满足 : 了 4 十 | 了 8 一 2 
求 扩 卫 的 轨迹 . 


[ 解 ] 取 4 在 ! 上 射影 0 为 原点 ，04 所 在 直线 为 x 轴 ， 建立 直角 坐标 
系 . 设 44 的 坐标 为 (4,，0), 动 点 PP 的 坐标 为 
(w, y), 则 

AV (Z 一 0)2 十 (9 ~ 0+plz|=d. 
化 向 得 
(入 一 有 D+AY 20h2 + 2d4|2| 
二 A2a2— d=0. 
当 和 > 人 时 , 轨迹 是 椭圆 ; 当 和 = 几时 ,轨迹 是 抛物 线 ; 当 入 <p 时, 轨迹 是 双 
曲线 . 

1139. 一 等 大 直角 八 4BP, 腰 长 14B8|1=|BPI=c, 当 直 和 角 
顶点 如 和 田 一 顶点 4 分 别 在 %、y 轴 上 移动 时 ， 求 第 三 顶点 P 
的 轨迹 . 

[ 解 ] 放 点 书 坐 标 为 (z, y)， 取 LxBP 一 g 为 参数 , 则 

X=—OM=0B-- BM=BM -BO 
=Q cosg—acos(p+90°") 
一 Q 008 gg sin 9 *…(), 
y==MP=a gin mp GD) 
由 个 、 因 消去 参数 W 得 (z 干 站 ?十 护 =a3， 
即 二 20y 十 2 = .点 P 的 轨迹 是 两 椭圆 . 

1140.， 一边 长 为 c 的 等 边 八 4BO 的 两 顶点 4、B 分 别 在 %、y 

轴 上 滑动 , 试 求 第 三 个 顶点 CO 的 轨迹 . 


[ 解 一 】 设 点 C 坐 标 为 (%, 急 。 取 Axz4C=9 为 参数 ， 则 
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X=0M= AM ~ AO=a cos p—a cos(gp+ 60") 


一 也 COS 土 V3 a sin 9 (0); 
y=MO=a Sin op 人 
从 四、 四 消去 参数 8, 得 
y+ 2% TV 3 一 0， 
即 点 C 的 轨迹 方程 是 


453 干 4V 3 ry + dy?=a2, 
轨迹 是 两 椭圆. 

1141. 设 三 角形 两 边 O04 .OB 的 位 置 固定 , 且 A0B 和 90°, 而 
第 三 边 为 过 一 和 定点 的 动 直线 , 试 求 此 三 角形 的 垂 心 的 执 迹 方 程 ， 

[ 解 ] 取信 04B 的 顶 扩 0 为 原点 ,直线 04 为 x 轴 , 建立 直角 坐标 系 如 
民 , 则 0 和 为 y=0, 0B 为 y=kzx, 其 中 履 为 定 值 . 

设 Clg, 9) 为 定点 , 互 (2 幼 为 轨迹 上 任意 一 点 . 
过 C 的 动 直线 为 4g-B=Xz-a)， 其 路 为 参 
数 . 当 动 直线 平行 y 轴 时 ， 垂 心 在 (a， 0) 
和 央 k， 和 类 0, 入 路 了， 否则 不 构成 三 角形 。 过 

Y= kv 
(px a 
的 交 点 召 而 与 04 垂直 的 直线 为 Vg 一 5 一 和 人 Z 一 0 一 有 一 好 )， 其 中 心 一 二 
即 (% 一 和 z=5 一 QA…D; 0 的 方程 为 2 十 知 二 0.… 驯 。 消去 参数 入 ,得 所 
求 轨迹 方程 xy 十 X22? 二 by 十 az( 除 去 原点 ). 

1142， 若 二 次 曲线 jc, = Ax?+BryCOF+Dz+ By+F 
=0 的 弦 所 在 的 直线 过 定点 到， 轨 ， 试 求 弦 的 中 点 的 轨迹 方 
程 . 
[ 解 ] 设 二 次 曲线 4z2? 二 Bzy 十 Co 十 Dz 十 瑟 y 十 下 一 0 的 过 定点 了 (0) 


的 弦 所 在 直线 的 参数 方程 为 
| 全 Xo 二 tcos0 


y=yo 二 t ng. t 为 参数 )…(b， 


7. 轨迹 题 697 


其 中 《xo, go) 是 此 弦 的 中 点 坐标 。 将 其 代入 二 次 曲线 方程 , 得 关于 上 的 
二 次 方程 
(Acos*:0+Besingdcos0 -+Osin20t2+[(2Axo+ Byot+ DY)cosO+ 
(Bro + 20yo 十 五 JSID 0 二 Faxo， 410) =0 
当 其 二 次 项 系数 不 为 零 ， 且 判别 式 4> 0 时 ， 方 程 有 两 实 根 乌 、 如 。 由 于 
(vo, Yo) 为 过 定 态 信 (m， %) 的 弦 的 中 点 坐标 ， 故 红 十 加 一 0， 则 
(2Azo0t+ Byot DcosO4 (Bro tt 20y0 + BYsin0=0...@) 

当 0 了 六 时 ， cos96 竹 0, 由 @ 得 刀 0~ 了 全 …@ 以 eos9 除 加 式 两 
边 , 并 以 @ 代 入, 得 

(2A%,+ Byo + D) + (Brot20y + 3) 0 

-二 
以 x9 代 换 zo、gp, 化 简 得 
2A4x?+2Bry+20y— (2Am+Bn— Dz— (Bm+20n— BH)Yy 
a (Dm + En) =0...(4), 


当 6 各 时 ，@ 式 为 Bxo+2Cyo+ 恕 =0， 但 此 时 弦 所 在 的 直线 方程 为 
cm. 的 中 性 标 (mn -于 一 名 一 ) 抱 满嘴 方 程 @， 故 方程 @ 即 为 所 


求 的 轨迹 方程 。 
[说 明 ] 由 于 参数 过 多 , 轨迹 纯粹 性 的 限制 条 件 : 4 cos?0 填 Bsin0 cos6 
+Camn 0 关 0, 4>0 的 讨论 太 繁 , 故 从 略 . 


1143. 自 单位 立信 十 妨 一 1 上 一 动 点 @ 引 直线 4% 十 y 一 2=0 的 
垂 线 , 生 足 为 尽 ， 求 线段 QV 中 点 了 的 轨迹 . 


[ 解 ] 设 点 8 的 坐标 为 (cos 9, sin 6), 因为 直线 
gw 垂直 已 知 直线 
+Yy—2=0...0, 
改 其 方程 为 
ZX 一 9 一 cos0 一 SmnD0.G) 
由 @@、 @ 解 得 点 入 的 横 坐 标 


Xn 二 二 十 


cos 0—sing 
2 可 
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设 点 卫 的 坐标 为 (z, 办, 则 z= 2+3c08c 二 各.@、 由 回 、 国 解 得 
2 cos 0=3r+Yy~—2...@, 2sin0=z+3y~2..: 回 ， 加 :+@? 并 化 简 , 即 得 
点 一 的 轨迹 方程 为 

5xz2 十 6oy 二 58-8z 一 8y 二 23 一 0…@@ 
因 4= - 64<0， 故 此 方程 的 曲线 为 精 圆 型 ， 令 其 中 心 坐标 为 人 及 ， 则 从 


Jup 十 06 一 8 一 0 
方程 组 | 。，，10。 8_ 0 解 得 1 一 互 ，1= 豆 .经 平移 后 ， 方 程 @ 可 化 简 


:id 
为 5z'? 十 6xg' +5y? 一 2， 再 经 旋转 , 将 方程 化 简 为 ~ 一 -2= 工 故 所 


4 
求 的 动 点 轨迹 为 中 心 在 ( 于， 吉 )， 半 长 轴 为 1 半 短 轴 为 去 的 一 梢 加 


114 竹 . 户 为 圆锥 曲线 O 的 焦点 , 了 为 O 上 一 点 ,点 以 分 线段 
PP 成 PM:MP= 和 , 求 点 1 的 轨迹 , 


[ 解 ] 六 圆锥 曲线 C 的 方程 为 p= rg 点 书 的 坐标 为 


《pi，00)， 点 到 的 坐标 为 (p，0， FMIMNP= 和 .0 一 No 一 p))， 
区 _ 11+ 入 F 者 昌 = ey 一 一 G 2 
解 得 p1= 一 一 Pp. . 避 卫 在 圆锥 曲线 入 上 ， 4 和 ”了 工 下 gc085 


入 
荆 十 人 )， (人 > 凡 十 人 
rl pry 以 p、.9 代 换 p'、 甸 得 p Tod 故 所 


求 的 轨迹 仍 为 一 圆锥 曲线 . 
[说 明 ] 凡 轨 迹 上 的 动 点 是 随 已 知 曲线 上 的 对 应 动 点 而 运动 的 轨迹 题 ， 
都 可 取 已 知 曲 线 上 的 动 点 坐标 为 参数 ， 运 用 轨迹 条 件 , 以 轨迹 上 的 动 点 坐 
标 表 示 参 数 的 值 , 然后 代入 已 知 曲线 方程 ， 即 得 所 求 轨迹 的 方程 ， 这 一 方 
法 对 直角 坐标 系 和 极 坐 标 系 都 适用 . 
”1145. 求 通过 四 个 已 知 点 P, @、 BR、S 的 圆锥 曲线 的 中 心 的 
轨迹 (P、Q@、 有 RS 四 点 中 无 三 点 共 线 ). 
[分 析 ] “” 求 出 过 此 四 点 的 圈 锥 曲线 系 的 方程 后 ， 根 据 二 次 曲线 4z? 十 


247z7 十 By 十 也 一 0 
Bry + Cy DrEE t=0 小 \ 关 < { hE 
y+Oy y+ 一 0 的 中 心 为 两 直线 { 20 #0 的 交点 


$7 .轨迹 题 699 
消去 参数 即 可 获 解 . 

[ 解 一 ] 不 妨 假设 四 边 形 PORS 有 一 双 对 边 P8、RS 相交 于 点 0 取 
其 为 5、y 轴 ， 建 立 斜 坐标 系 ， 令 OP=a, 08=b, 0R=c, 08=d; P、&@.、 
RB 四 扣 的 坐标 分 别 为 (a, 0)、(5, 0)、(0, ce)、(《0, 9). 设 过 P、8@, RS 
四 点 的 二 次 曲线 方程 为 Az? 寺 Bxy 寺 Cy 十 Dz 革 By 十 1 一 0…Q@).。'.“ 曲线 过 


P、@ 两 点 ，… 方程 4 十 Dr 十 1 一 0 的 两 根 为 4、5, 故 4+5 一 一 地 , ab 一 


1 , 1 a+b »» ~ . 9 
A* 和 A= D ob 时 . 曲线 过 七、 S 两 点 ， ,方程 Cy + Eyt 


Eb 1 1 c+d 
一 们 “1 ~ == 一 — ” 一 二 Y 一 = 一 
1~0 的 两 根 为 马 故 o 十 gr 一 所 ,cd 一 万 ,0 一 -二 瑟 ~ 一 人 二 
。 过 厂 、 YE、 心 四 成 的 圆锥 曲线 系 方程 为 
于 ， 1 »_ 4+b 
m0 Wt Tab? 
_¢+d 时 
-7 4 十 一 0 


其 中 4 为 任意 常数 。 其 中 心 为 下 列 两 直线 的 
交友 : 


从 四、@@ 消去 参数 入, 即 得 轨迹 方程 
2cd7?— 2aby? 一 ca 十 ZaBD(e 二 四 9 一 0 


其 轨迹 为 二 次 曲线 . 
[ 解 二 ] 直线 PO、RS 的 方程 为 y==0, x 一 0。 直 线 PR、Q@5 的 方程 为 


二 + 世 =1 于 十 二 一 二 .… 过 PP、@、 BR、5 的 二 次 曲线 系 方程 为 


TL 1)= 
(E+ 1)( 凶 + 当 1) My, 


2 1 ， yy _atb, c+ta 
即 后 +( 训 ++ 训 syt 手 古人 
1 , 4 
如 令 二- 十 一 一 一 一作 则 所 得 结果 同 [ 解 一 ], 下 略 . 


[说 明 ] 本题 轨迹 3cdo 一 2ab 凡 一 cq 十 DZ 十 ap(CcTo)y=0 通 过 四 边 
形 P9RS 两 双 对 边 的 交点 与 对 角 线 交 点 0、 忆 、F, 还 过 四 边 和 两 对 角 线 
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的 中 点 及 、G、IT、 玉 、L、 必 ， 因 此 ， 称 为 九 点 圆锥 曲线 ， 轨 迹 的 中 心 


(< 二 ， 寻 4) 为 四 边 形 PQRS 的 中 心 


1146. 等 轴 双 曲线 系 与 y 轴 相 切 于 原点 , 且 过 定点 从 (1, 4)， 
求 其 中 心 的 轨迹 方程 . 

[分 析 ] 二 次 曲线 4z2? 二 Bzoy 十 CO 十 Dz 十 Boy 十 FF 一 0 车 为 等 轴 双 曲线 ， 
则 两 渐 近 线 的 斜率 为 方程 4 十 卫士 012 一 0 的 两 根 ， 而 等 轴 双 曲线 的 两 浙 


近 线 互相 垂直 ， “一 -1l 改 等 轴 双 曲线 方程 为 2 二 Bry 一 纺 十 Dr+ By 


+F=0 
[ 解 ] 候 等 轴 双 曲线 方程 为 22 寺 Bzy 一 六 Dr 二 By+ 了 =0，““ 此 等 
轴 双 曲线 与 y 轴 相 切 于 原点 ，. 一 纺 十 BY 十 了 一 0 的 两 根 为 零 ，.… B= 下 
=0, 又 因 则 线 过 定点 M(1, 1), 1+B—1+D=0, 即 D= 一 已 ， 故此 
等 轴 双 曲线 方程 为 好 十 By 一 多 一 B2 一 0, 其 中 总 为 参数 。 这 双 曲 线 中 心 
By—B=0 
只 标 为 方程 组 B26。 ”的 解 ， 消 去 即 得 中 心 的 轨迹 方程 
2 十 光一 4 一 0,， 故 轨迹 为 圆 , 
[说 阴 ] 等 轴 双 曲线 方程 一 般 可 以 设 为 妇 二 DBzy 一 妇 十 Dr 十 By 十 五 一 
0, 其 中 含有 四 个 参数 , 故 四 个 条 件 可 确定 一 条 等 轴 双 曲线 ， 三 个 条 件 可 
以 确定 一 单 参 数 的 等 轴 双 曲线 系 , 从 此 可 求 其 中 心 的 轨迹 . 


1147. 求 人 4BO 的 外 接 等 轴 双 曲线 系 的 中 心 的 轨迹 方程 . 


[ 解 ] 设 A4BpBC 三 顶点 在 坐标 轴 上 ， 坐 标 分 别 为 4(a, 0)、B8(0, 5)、 
Cle, 0)， 且 5 和 0， 等 轴 双 曲线 方程 为 2 十 Bry 一 Drt+By+F=0. 
.4a、C 是 方程 避 十 Dz 十 了 =0 的 根 且 5 满足， 一 BP? 十 Bb 十 太一 0. 


“D7 te), Fac, p90. 于 是 双 曲 线 方程 为 ?+ Boy 一 纺 一 
(ato)s tio gg 上 ac 一 0， 关中 心 为 两 直 维 
27+ By— (a+c)=0..….0) 
| 2y+ 之 一 2 < 一 0.… 回 


的 交点 ， 从 @、@ 消去 参数 B， 即 得 中 心 的 轨迹 方程 


8$87. 轨迹 题 701 


#1 


2 一 
272 202 一 (o+o)z 一 一 于 g=0， 


改 轨迹 为 圆 . 
[说 明 ] ”此 轨迹 过 A480 三 边 的 中 点 ,三 高 的 垂 足 , 以 及 重心 到 三 顶 操 
连 线 的 中 后 , 凤 A4BC 的 九 点 圆 . 


1148.， 癌 锥 有 曲线 4w* 十 By 一 1 的 两 切线 在 % 轴 上 截 得 的 线段 
长 为 28， 试 证 两 切线 交点 的 轨迹 方程 为 By”(4w? 十 By 一 1) = 
A (By —1)™. 


[分 析 ] 先 求 自 曲 线 外 一 点 (zo， 奶 ) 所 引 曲 线 的 两 切线 方程 ， 再 求 此 两 
切线 在 xz 轴 上 截 得 的 线段 长 。 即 可 得 解 . 

[ 解 」 俊 了 (zo, yo) 为 轨迹 上 任意 一 点 则 点 PP 关于 圆锥 曲线 4x? 十 
2 一 上 的 切 点 驴 方 程 为 4xoz 十 Byoy= 二 由 提要 (8.73) 可 得 与 此 圆锥 曲 
线 切 于 两 切 点 的 二 次 昌 线 系 方程 为 

(Azor+ Byoy 一 工 一 人 人 42 十 刀 六 一 了 二. 
当 曲 线 电 过 点 Po，t) 时 ，(4zj 二 Di 一 1)2 一 人 (4Zz3 二 Do 一 1)， 故 
^ 一 42zo+ Bo% 一 I， 此 时 曲线 四 即 为 过 点 乙 与 两 切 点 的 两 直线 ， 亦 即 过 
战 了 的 两 切线 方程 ， 所 以 过 点 王 的 两 切线 方程 为 (4zoz 十 Boyog 一 1)2= 
(Azo+ Bys 一 1)(4x?+By? 一 1)， 此 两 切线 在 xz 轴 上 两 截 距 Xi、 zs 为 方程 
A(Byo—1)r+2Ar0r— (AT?+ By?) =0 


的 两 个 根 ， | 
多 | 285 一 |Z1 一 0oj ， 
d= (z1 一 02) 2 一 (2 十 22)3 一 412g 
dro 4(CAXot By¢) 


By ACBy I) 
以 Cz, 9) 代 换 (zo, yo) ,化 简 即 得 By?(A4zx?+ By 一 1) = 4A?CBy? 一 1)2 
1149. 圆锥 曲线 aw? 十 By?=1 的 两 切线 与 圆锥 曲线 2w?++ 
2hmy 十 by = 的 两 共 罗 直 色 平行 , 求证 ; 两 切线 交点 的 轨迹 方程 


为 另 一 圆锥 曲线 wm 十 21og 十 88 一 全 十 切 ， 
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[ 解 ] 设 过 点 己 (w 幼 所 引 曲 线 wz? 十 6 = 的 切线 的 斜率 为 mW 则 
m 满足 方程 y—ms + ml 十 己 ， 即 


ma?( -= ) -2ym+y 一 =0"@. 


x 


方程 也 的 两 根 m1、 2， 即 过 点 卫 的 两 切线 的 斜率 ， 


1 
tf? Go 
m1 十 7% 二 2 _...@), W175 一 B 3) 
23 一 1 22 一 1 
Ot 0 


如 果 此 两 切线 与 赔 锥 曲线 sz? 十 3pzy 二 0%2 一 工 的 共 斩 直 径 平 行 , 则 ?m1、 "m2 
满足 ec 十 六 (wd 十 ol2) 十 bmm1m2 一 0…@， 以 四、 图 代入 国 , 即 得 轨迹 方程 
区 - 
py Ary 十 bp 二 U0， 有 即 ax?+2hry+ by = 4+. 
2 2 x b 


全 全 

1150， 求 原点 在 圆锥 曲线 ce? 十 321zoy 十 82?=2z 的 动 切线 上 
射影 的 轨迹 方程 . 

[分 析 ] 如 令 自 原点 到 切线 的 垂 线 与 Oz 轴 的 夹 角 为 6, 原点 到 切线 的 
距离 为 p, 则 射影 的 极 坐 标 为 (co, 8)， 从 而 可 写 出 对 应 的 切线 方程 。 利 用 
此 切线 与 已 知 圆锥 曲线 相 切 的 条 件 可 得 轨迹 的 极 坐 标 方程 . 

[ 解 j 妈 Po, 的 为 轨迹 上 任 一 点 , 则 圆锥 曲线 的 切线 为 xcos0+ysin9 
一 p。 因 sin 9、cos9 不 同时 为 零 ， 不 妨 设 sin9 疡 0， 得 y= LT 0080. 


Sn 


、 _ - P 一 和 Cos 号 p 一 cos02 
代入 圆锥 曲线 方程 得 oz + 2h% sin 0 + sin 0 ) 22， 即 
(asin20—2hs8in 0 cos0+bceos? Or:+2 (ph sinO— pb cos0—sin? 0) r+ bo 
.. (hpsin 0— bpcos0O—sin?0)?= bo(a sin20 ~ 2hsinO cos0+b cos’ 0)., 
此 即 所 求 轨迹 的 极 坐标 方程 。 … sin? 034-z，.…… 可 将 轨迹 方程 化 为 
直角 坐标 方程 (一 ab) 十 0 二 30 二) (DT 一 hy) + = 0. 
1151， 椭圆 hw? 十 9 一 2kw 十 18kwy 十 983 一 8 一 0 的 焦点 在 


与 x 轴 平 行 的 直线 上 , 试 求 此 椭圆 焦点 的 轨迹 . 


3$7. 轨迹 题 703 


[分 析 ] 因 椭 贺 方 程 中 是 任意 常数 , 且 无 2% 项 ， 故 利用 配方 或 平移 
可 得 焦点 坐标 .消去 参数 加 即 得 轨迹 方程 。 但 应 注意 * 的 允许 值 冰 围 对 
轨迹 泡 围 的 限制 . 

[ 解 ] 椭圆 方程 经 配方 得 

k(x—1)2+9y+8)’ = 0%, 
““ Kk 大 0 《否则 ,方程 不 是 椭圆 ), 得 
Ce 二 CY. 一 荆 


因 梯 加 焦点 在 与 < 轴 平行 的 直线 上 ，.…. 0<5<9， 本 
加 中 心 是 C1， 一 及, 故 两 焦点 是 及 (1 一 V5 一刀 )、 m+ VO -有 ). 
设 Po, 细 为 圾 迹 上 任意 一 点 则 { VY "消去 得 轨 光 
方程 (2 一 ?一 y+9( 一 9<y<0)， 故 所 求 轨迹 是 以 (1，-9) 为 顶点 , 开 
日 向 上 的 抛物 线 在 点 (1，--9) 至 (一 2 0) 和 (1，-9) 至 (4 0) 间 的 两 段 (不 
包括 端点 )， 


1152， 一 通 径 长 为 4c 的 抛物 线 与 两 坐标 轴 相 切 而 滑动 ， 求 
证 ， 焦 点 的 轨迹 方程 为 和 %=c TY Di 顶点 的 轨迹 方程 为 
v3 ys (p34) 一 0 

[分 析 ] 设 抛物 线 与 两 坐标 轴 相 切 的 切 点 坐标 分 别 为 4(a，0)、 
B(0, b), a、5b 为 参数 ,利用 第 1097 题 的 结果 , 即 可 得 解 . 

[ 解 ] 设 抛物 线 与 x%、y 轴 分 别 切 于 点 4(4, 0)、83(0, 8)。， 根据 第 1097 
题 , 其 焦点 坐标 为 : 

ab? 
-ED 和 om ® 
从 @.@、@ 消去 参数 4、.5, 即 得 焦 和 c*(w3 + ) oY 叉 , 撼 
a 
物 线 顶 点 坐标 为 . 0 ©, 3 一 by “©. 设 上 3 
2 06/ gt13 


~ 由 @、. 回 得 4= ys，b=i03， 代 入 @: ‘ys 入 


4 3 
@. se 即 ty 消去 即 得 
i (ws ys )? Z3 Ys 
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op yi ty). 
1153. 抛物 线 与 两 坐标 轴 相 切 , 焦点 到 原点 的 距离 为 定 值 。 
求证 顶点 的 轨迹 方程 为 zi 二 一 3. 
[ 解 ] 设 抛物 线 与 zy 加 分 别 切 于 点 4Ca, 0) 和 BC0, b), a、 5 为 参 
数 , 则 据 第 1097 十 抛物 线 的 焦点 坐标 为 (= 他 57， 世 了 7) 顶点 坐标 


为 ，o 一 J“ ，y 一 Ca 盾 2553 @， 又 焦点 到 原点 的 距离 为 定 什 


。 a2b* 0Q4D3? 2D? 
CC  。。 Ct mr 从 OD、 ©, 动 中 消 去 a、 


2 8 2 上 3 
ob ta b _o b (a th) os 


里 生 
(a? 十 b2)3 (02 十 D3)3 


1154. 长 轴 、 短 轴 的 长 分 别 为 22、22 的 椭圆 , 在 第 一 象 腿 与 
两 坐标 轴 相 切 而 滑动 , 求 椭 贺 中 心 的 轨迹 . 

[ 解 ] 设 点 (zu %) 为 精 圆 - 往 十 所 一 工 的 两 重 直 相交 的 切线 的 交 
点 ， 切 线 方程 为 g 一 jz 土 V 现 而 十 两， 于 是 有 加 一 hao 十 Wor 本 ， 
(yo — kro)? 一 p202 填 523， 即 太 (z0 一 0 一 2jxoyo 二 90 一刀 一 0 这 方程 的 两 根 
Ni、1a 表示 过 点 (zo，%) 的 糊 圆 两 垂直 切线 的 斜率 , 故 Kk 一 一 1. 由 韦 达 定 
理 ， 一 1 一 必 轨 一 益 二 生 。 … 可 二 名 一 o9 十 态 。 因而 椭 加 中 心 在 任何 时 修 
与 两 垂直 切线 交点 之 间 的 距离 提 等 于 V o2 二 多“ 椭圆 在 第 一 象限 沿 
两 坐标 轴 相 切 而 滑动 时 , 顶 夯 中 心 须 满足 条 件 ; x>5 与 9>b。 … 椭圆 与 
两 轴 相 切 而 滑动 时 , 它 的 中 心 轨迹 是 加 m 十 多 一 2 十 娘 在 点 (o, 5) 和 (ba) 
之 间 的 一 段 贺 统 

[说 明 ] 车 没 有 第 一 象 跟 的 条 件 ， 则 所 求 轨迹 应 由 与 2 轴 、y 轴 及 原点 
对 称 的 四 段 贺 续 组 成 


1155. 长 轴 、 短 轴 的 长 分 别 为 22、 25 的 糖 圆 和 两 坐标 轴 相 切 
而 滑动 , 求 椭 贺 焦点 的 轨迹 方程 . 


2 2 
b, 即 得 XY = 


87. 轨迹 题 708 


[ 解 ] 退 与 两 坐标 轴 相 切 而 谓 动 的 椭 贺 商 焦 点 营 标 为 (ZI， 纺 )、 
(zo, yo), 根据 第 668 题 , 梢 圆 两 焦点 到 切线 的 距离 之 积 等 于 多 ， 即 ziz3 一 
b* DD, yy2 = @; 又 (21 一 2) 十 YY) = 40 一 0 的 ， 从 四、 
@、@ 消去 两 个 参数 msbo 得 (各 -一 ) (后 一 ) 4(a? 一 bp?)， 即 
《zi 十 9i D +54( = 二 +t- 六) 一 4 亦 即 (XI 十) (wiy1 十 0 和) 一 4a?wiyi, x.y 

1 1 
代 换 x1、g1, 即 得 焦点 的 轨迹 方程 (X23 十 yj?) (x2y2 寺 54) = 4a2w2y2. 


1156. 求证， 过 四 个 点 ( 土 0)、(0, 士 妇 的 圆锥 曲线 系 的 主 
轴 的 端点 的 轨迹 方程 为 | 
(每 ~ 如)(0+9) -ey 


wv 


[证 一 ] 过 四 个 点 ( 土 a, 0)、(0, 土 5) 的 圆锥 曲线 系 方程 为 


所 + 寻 Py =]...(1). 


车 其 主轴 的 倾角 为 6, 则 如 29=- 了 一 了 -而 主轴 端点 的 直角 坐标 
a 
为 <=p 0s 0 y 一 p sin9 《pp 为 半 主 轴 长 ). 
1 _/1 1\ 2sin0.cog0 
nl CD nl CD 7 
1 1 
-去 -前 )s —y: “©. 
从 @ 与 @ 消 去 )， 即 得 轨迹 方程 写 + 复 +( 方 - 襄 )- 下 
化 简 得 (所 一 鞭 -)(o2 十 急 ) = 一 
[证 二 ] 过 四 个 点 (二 4,0)、C0， 寺 5) 的 圆锥 曲线 系 为 -5 十 - 基 二 27 
1 若 其 主轴 的 倾角 为 9, 主轴 端点 呈 的 坐标 为 (p cos9, psin 9), 则 过 
P 的 直线 2cos9+y sin 9 一 p 与 圆锥 曲线 系 在 点 己 处 的 切线 重合 ,切线 方 
程 为 


peose X + Pen 2 oN. 2 COSO-: YD sin 0.% 1 


Bp z( 2 + Xpsing )+y(Mpoos0+ 253 )=1. 
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coso 1 1 
Dp (ee 


人 +Mosing~ 


Mipcosb 十 了 5 一 一 < 人 言 +Xog9~ 方 …@， 


由 D、 @ 消去 参数 ， 得 所 求 轨 迹 的 极 坐标 方程 是 
让- 吉 )seo-( 吉 -去 )6 


| ja 03 
化 为 直角 坐标 得 
Gr 
取 人 


1167. 设 入 为 参数 ,求证 ， 双 曲线 系 台 一 急 十 和 Avy 一 0 的 顶点 
的 轨迹 方程 为 (wy ?一 a (vw 一). 


[分 析 ] 先 设 双 曲 线 的 顶点 坐标 ， 然 后 求 出 项 点 坐标 满足 的 曲线 系 方 
程 ， 同 时 , 顶点 又 在 双 曲 线 系 台 一 成 十 My 二 02 上 , 故 所 求 轨迹 即 此 两 曲线 
系 交点 的 轨迹 . 

[证 ] 因 双 曲线 系 人 一 殷 十 Mey 二 a3…@ 没有 一 次 项 ， 故 它 的 中 心 在 原 
点 ， 设 其 实 轴 与 2 轴 的 夹 角 为 6 则 顶点 坐标 为 2&=peosg， % 一 psgin 


Cp 为 半 实 轴 长 ) 而 色 20 一 一 CT 和，… 顶点 在 曲线 系 


4gnbcos6 4psnb.pcos _ dry 
co830 一 8in20 pi2cos*0— PSin 2 一 入 
土 ， 即 和 (z2? 一 9) 一 420… 和 加， 从 图 与 四 消去 参数 和 即 得 项 点 的 轨迹 方 
得 2 一 力作 一 即 (人 一 的 ?二 4 下 一 的 ， 亦 即 
(z+) = 40 my). 
[说 阴 ” 《1) 求 圆锥 曲线 的 顶点 的 轨迹 , 大 多 可 转化 为 求 两 曲线 系 交 所 
的 轨迹 ， (2) 以 上 两 题 的 轨迹 都 应 除去 原点 ， 


1158. 一 直角 入 40B, 点 0 为 原点 ， 上 4 的 坐标 为 


(2h, 0) (0，21) ,求证 点 0 在 人 408B 的 外 接 抛物 线 系 的 准 线 上 
的 射影 的 轨迹 方程 为 wt 十 hy 十 229 (车 护 ) (2 十 hy) 二 0. 


A=2 te 20= 


87. 轨迹 题 707 


[分 析 ] 因 抛 物 线 由 焦点 及 准 线 所 确定 ， 故 可 人 设 抛 物 线 的 焦点 坐标 为 
《4, 5), 准 线 方程 为 2 cos a+y sin w 一 p， 再 根据 轨迹 条 件 建立 合 参数 4b、 
a、 Pp 的 五 个 方程 , 消去 以 上 四 个 参数 即 得 所 求 . 

[ 解 ] 设 抛 物 线 的 焦点 为 (a, b)， 准 线 方程 为 zcos a 十 y sin a==p, 则 
抛物 线 方程 为 (Zz 一 0)? 十 (y 一 0)?== (zw cos gy sin gq 一 p)?，““ 拢 物 线 过 避 
0(0, 0)、A(C2h, 0) 和 已 (0，28)， .+=p 0D, (Ra) + = 
(2h cos w 一 力 ) ,q+ (2k-0)?= (2ksina 一 p)2……(8@)， 原 点 0 在 准 线 上 
的 射影 为 : = 一 Dcosa… 则 9 一 psina… 国 从 四 @、 国 得 : hsin?g 一 a 十 
Peosa=0.….@®, Kcos a—b+p sina=0.…. MO@, © 人 代 A@.,®. a= 
+hsin? a..®, b=Yyt+kcosa..@. ED, @®, @ 得 2?+ y= a+ 


、 _ oY 几 、 _ hy 
0 =p2. WL SINa 一 ,COS 0 代入 © @. d=7+ 1 


V 0 十 咏 VZ2 十 22 TY 
jz3 . ha2 ) ( ew? ) , 
e=:2/ 十 2 十 玉 一 (2Z 十 + LY 十 \ 司 得 
4 人 2 时 你 vy (z 人 2 yy 好 2 yf 2 化 个 


per + haf 2ry rT? 4) Exthy) =0. 


11889. 求 对 边 互 不 平行 的 凸 四 边 形 4BOD 的 内 切 椭圆 中 心 
的 轨迹 . 

[ 解 ] 设 四 边 形 48B0D 的 一 双 对 边 4B 和 0D 相交 于 点 0, 取 4B、OD 
所 在 直线 为 zy 轴 建 立 斜 坐标 系 ， 设 四 顶点 的 坐 
标 分 别 为 4Ca, 0)、.B(C5b, 0).0C0, oc)、D(0, d)， 两 
切 点 PB 的 连 线 方程 为 az 十 By 一 1==0, 则 四 边 形 
4BOD 的 内 切 李 圆 方程 可 设 为 (az+By 一 1)?= 
2)zy， 其 中 a、B、 入 为 参数 ， 直线 D4 方程 为 
于 + 当 ~1, 曲线 了 (ar+ 罗 一 一生 ) 一 2zg 
表示 D4 与 椭圆 交点 和 原点 的 连 线 ，… 直线 D4 与 椭圆 相 切 , … 有 曲线 瑟 为 
重合 站 线 . 帮 (a- 汪 ) + l(a 二 )(e -+] yt (ey 


-oa 14[(-)e- 坟 -本 -<(e- 拉 -地 


0 
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(ee 


… 直线 BO 元 十 艺 一 工 与 精 阅 相 切 , 同 理 可 得 


a -a 
椭圆 Caz 十 By 一 1)?=2Awy 的 中 心 为 方程 组 . 
| ax+ (aB—AMNy—a=0 


《cg 一 人 2 十 DB 一 有 一 (0 


a 


、 oe xD 一 人 
的 解 。 … 椭 贺 有 中 心 ， = 和 (2aB 一 和 ) 半 0, 故 和 A 二 0， 
aB 一 人 B: z 
2a8— 入 生 0. 
B 
2aB—A 
_ a 
7 2aG 一 人 
从 四 得 24a8 一 -= 和 近 二 至- 全, 即 
ad 
28 2 2 
2a8 — 了 5 一 人 4 十 到 5 一 克 “一 一 一 0 
从 国 得 2c6 一 =- 汪 十 妈 一 总 ， 即 
28 2a 2 
0A ti? 2ap—i be. 
。 2 2 
。 20xz 十 30w 一 ~ad... 一 ~ bo... 
ay DH 00. 人, 2crt + 2by Dg be .4). 


加 一 @, 即 得 轨迹 方程 (4 一 oz 十 2(a 一 0g 一 ad 一 be。… 对 角 线 40、BD 
的 中 点 (号 ， 呈 外 《 喜 、 号 ) 均 满足 此 雪 迹 方程 ，… 轨迹 为 连结 两 对 角 线 


中 点 的 线段 . 
[说 明 j 此 轨迹 所 在 直线 称 为 四 边 形 4B0D 的 牛顿 (Ne wton) 线 . 


和 本 | 
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1160. 过 原点 0 作 任意 直线 ， 交 图 z+ 一 oz 一 0 于 点 也 
交 定 直线 “一 5 (5 之 a>0) 于 点 Q， 在 此 直线 上 截取 OP 一 BO， 
求 点 卫 的 轨迹 方程 


[分 析 一 」】 假设 过 原点 的 直线 的 斜率 已 知 , 则 点 B.C 的 坐标 均 可 利用 
斜率 的 值 求 得 ,于 是 通过 OP= BC 即 可 或 得 轨迹 方程 , 
[ 解 一 ] 设 过 O 的 直线 方程 为 y=hz… 人 D， 则 与 


已 知 国 2+ 妨 ~az=0 的 交点 瑟 的 坐标 为 (本 Cr 
ak 


村 号 林 )， 又 由 @@ 和 2b, 得 点 0 的 坐标 为 (pb 她 )， 
设 点 了 的 坐标 为 (z, 内 则 由 OP=B0 得 2+ 二 
bt pp) = 区 -2 十 克 开 . 

(和 9 + 人 (人 bt) -I 
由 加 得 8= 去， 代入 加 并 化 简 ， 得 (十 六 =[az? 一 bz 十 9 


“OP 与 BC 同 向 ,，.. 点 卫 必 在 y 轴 右 方 , 即 ZX>0。 故 所 求 的 轨迹 方程 
为 (Z2 十 8 人 一 人 一 azZ2 

[分 析 二 」 由 于 0、P、B、C 四 点 共 线 ， 故 可 从 夏 尔 定理 得 到 由 这 些 点 
为 疾 反 的 有 向 线 侦 之 间 的 关系 , 并 运用 极 坐 标 求 得 动 点 的 轨迹 ， 

[ 解 二 ] … 0O、P、 了、C 四 点 共 线 ，… OO0O=0B+BC; 又 BC =0P, 
“OC 二 0B 二 OP 中, 设 点 呈 的 坐标 为 (0,0), 则 0C=bsec0,0B=acosg, 
而 OP=Pp， 代 入 由 ,得 psecg=awcosg+p 即 p= 一 (pseceg -gcos9)， 此 有 即 
所 求 轨迹 的 极 誉 标 方程 ， 


[说 明 ] 此 轨迹 称 为 昔 叶 线 ， 当 a 一 5 时 ,轨迹 为 六 = 一 和 一 
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过 圆心 D 作 DK」04, 使 DRE=a。 连 结 4EK 交 萝 叶 线 于 点 9 点 9 
在 04 上 的 射影 为 百 … 2DA=DEK,.. BQ=28A, 又 


。， . 0 0 
只 总 福 蕊 上 叶 线 上 ， 和 bo ~ or 故 


EQ3=2.083 
若 已 知 立方 体 的 棱 长 为 它 的 们 立方体 的 村 长 为 
按 ? :1 一 B9:0B， 作 出 必 则 如 =28， 同 样 ， 车 取 
DEK = 计 4, 则 可 以 求 出 n 倍 积 立 方 体 的 村 长 . 


1161. 0 是 直 色 为 a 的 圆 O 上 一 定点 ， 作 豆 0B, 并 在 弦 0B 
所 在 的 直线 上 取 一 点 P, 求 满足 下 列 各 条 件 的 点 了 的 轨迹 方 
程 ，(1) | BP| 等 于 点 B 到 直 和 名 04 的 距离 ; (2) | BP| =&，(8) 


BP|=|4B|; (4) |BP| -$0. 


[ 解 ] 以 点 0 为 极点 , 射线 04 为 极 轴 建立 极 坐 标 系 (图 1, 则 圆 C 的 
方程 为 p=acos96， 设 点 B 的 华 标 是 (po, bo)， 


“点 BB 在 圆 C 上 ，.… po 一 4cos90… 人 0， 又 设 Plp, 08) 
氮 上 的 坐标 为 4o 0 显然 0 一 0 四, 且 |1BP BCpo. 00) 
一 |p 一 po|. 

(I) 作 BM104, 垂 足 为 到 则 |BM|= Ax 
[posindol. *. [BP|=|BM|, .. lp—pol = 
|posin0o|, 即 p-po= 土 posin 0.…@. 由 心 、 图 II 


思 . 轧 可 得 p 一 a(l 土 sin9)ceos0.， 由 于 方程 p=a(1+sin9)cos9 和 p= 
a(l 一 sin0)cos9 表示 同 一 曲线 , 故 所 求 的 轨迹 方程 为 p=a(1+sin0)cos0. 
已 极点 为 原 总 , 极 轴 所 在 直线 为 x 轴 建 立 直 角 坐 标 系 后 ,其 对 应 的 直角 坐 
标 方 程 为 (x 二 六) (2 站 一 a7x)? 一 qa2x2y2 

(2) '“ |BP|=a, .. jp-pol=a, 即 p 一 po= 土 0…@ 由 四 .四 .@ 可 
得 Pp 二 a(cos8 土 1)， 由 于 方程 p=a(eos0 十 二 和 P 二 a(C0S9 一 1) 表 示 同 一 
曲线 , 故 所 求 的 轨迹 方程 为 p= 二 a《cos9 十 1)。 以 极点 为 原点 , 极 轴 所 在 直 
线 为 x 轴 建 立 直 角 坐 标 系 后 , 其 对 应 的 直角 坐标 方程 为 
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(t+ ar) = (+). 
(3) WY |BP|=|4B|, 而 14BI=|asin0|, ., [jp~pol= [asing|, 即 
R 一 Po 一 土 4Sin0.… 句 . 由 四、 四、@@ 可 得 p= 一 alcos90 土 sin9).， 此 有 即 所 求 的 
轨迹 方程 。 以 极点 为 原点 , 极 轴 所 在 直线 为 zx 轴 建 立 直 角 坐 标 系 后 , 其 对 
应 的 直角 化 和 标 方程 为 wx? 十 六 一 ax 干 ay 二 0. : 
3a 


(4) 1BP| = 各 1p-po|=32, 即 p 一 p= 土 - 近 …@， 由 @、 


四 .@ 可 得 p=a(cos0 + 当 ) 由 于 p=a(cos 9 十 可 和 p=a( co80 - 3) 

表示 同一 曲线 , 故 所 求 的 轨迹 方程 为 p 一 a(cos 9 十 可 )， 以 极点 为 原点 , 极 

轴 所 在 直线 为 xz 轴 建 立 直 和 角 坐 标 系 后 , 其 对 应 的 直角 坐标 方程 为 
4(2 + —ar)’:= 90 (7 yy). 


[说 明 ] 以 上 (2) 的 轨迹 称 为 心脏 线 ( 图 3. (4) 的 轨迹 中 如 取 
18P1=b, 则 轨迹 方程 为 p 一 acos9+b、。 其 曲线 称 为 娲 线 (图 3)， 


116%.， 一 动 点 卫 与 两 定点 了 、 的 距离 之 乘积 为 一 常量 a3, 
两 定点 闻 的 距离 为 25, 取 连 结 两 定点 的 直线 作为 4 轴 ， 两 定点 
连 线 的 中 点 为 坐标 原点 ， 求 点 了 的 胃 迹 方程 , 

[ 解 ] 设 P(s, 幼 为 轨迹 上 任意 一 点 ，… TPR .|PF'|==a3 
NCE TER A 
两 边 平方 后 ,得 (2? 十 访 十 5)? 一 463w? 二 as, 整理 后 即 得 所 求 的 方程 
(P+ 602 — =a:— bt 
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[说 阴 ] 此 轨迹 称 为 卡 西 尼 (Cassini) 卵 形 线 ， 如 取 原 点 O 为 极点 ，Oz 
轴 为 极 轴 , 建立 极 坐 标 系 ， 设 Po, 9) 为 轨迹 上 任意 一 点 , 则 相应 的 极 党 
标 方程 为 

p2? 一 52cos20 十 Wo 一 pisin220 

当 两 定点 间距 离 为 24， 动 点 P 与 两 定点 的 
距离 之 积 为 a? 时 ， 点 PP 的 轨迹 方程 为 p= 
2q*cos29， 其 轨迹 称 为 内 努 利 (Bsrnoulli) 双 
纽 线 , 是 卡 西 尼 卵 形 线 在 4==5 时 的 特例 . 


1163. 一 定 长 为 24 的 线段 4B, 两 端 分 别 在 xy 轴 上 滑动 ， 
求 原点 在 此 线段 上 的 射影 妈 的 轨迹 . 

[分 析 ] 车 点 LM 的 坐标 确定 , 则 点 4、B 的 坐标 可 用 点 ML 的 坐标 表示 . 
利用 |4B|= 2c, 即 可 求 得 轨迹 方程 

[ 解 ] 设 原点 在 线段 4B 上 的 射影 为 MCw, 2)， 
则 直线 OM 的 方程 为 wz 一 y=0， 从 而 直线 4B 的 
方程 为 wz 十 邮 = 妇 十 好 显然 从 w 都 不 等 于 0 故 
直线 4B 与 zy 轴 的 交点 4、B 的 坐标 分 别 为 
(0) (0, L407). 1481 -2 

w 他 


。 qd 412 4 2 ny2 2 

9) + -= 
化 简 , 并 以 z、y 分 别 代 换 汉 风 即 得 所 求 的 轨迹 方程 (2 十 好)3 一 4a2xz202. 
若 以 原点 为 极点 ， 以 x 轴 的 正 半 轴 为 极 轴 建 立 极 坐 标 系 ， 可 得 p= 
土 asin 20。 因 方 程 p=asin 29 和 p= 一 asin 20 表示 同一 曲线 ， 故 所 求 轨 
迹 的 极 从 标 方程 为 p=Qsin 29， 轨 迹 为 四 叶 玫 瑰 线 . 


1164， 一 定 长 为 c 的 线段 ， 两 端 4、B 分 别 在 z.y 轴 上 滑动 
过 点 4、B 分 别 作 y 辅 、.z 轴 的 平行 线 相交 于 点 9, 试 求 点 @ 在 
线段 4B 上 的 射影 了 的 轨迹 . 


[ 解 」 设 点 卫 坐标 为 (%, 力 ， 取 ZL4B9=p 为 参数 ， 则 AL04B= 
LPQA=9, xXx=0M=NP= BpPeosg 一 有 Boos p= acosg, y= MP= 


$i. 高 次 曲线 ?713 
APsinp==AQsin?*p 一 gasin3gp， 故 轨迹 的 参 
7 一 0C0S3 0 
数 方程 为 {。_”，，”。” 当 卫 在 其 它 象限 时 ， 
y=asin’g. 
所 得 结果 相间 ， 此 轨迹 称 为 内 摆 线 , 或 称 星 形 
线 : 

1165. 围绕 定点 0 旋转 的 直线 交 不 
过 0 的 定 直 线 1 于 点 以 在 直线 CO 上 取 一 点 也 , 使 |QP| 为 定 
长 5, 试 求 点 卫 的 轨迹 方程 

[ 解 一 ] 取 定 点 0 为 极 ， 过 0 向 1 引 垂 线 为 极 办 ， 建 立 极 坐 标 系 。 设 
Pp、9) 为 轨迹 上 任意 一 点 , 0 到 ! 的 距离 为 a, ?与 极 轴 的 交点 为 4(a, 0). 


OP~00+8P, 而 OP=p, 00~asec0, QP=+b, .. p=aseof+b. 
…D=4secgTD 与 p=4sec0 一 D 表示 同一 曲线 ，… 所 求 轨 迹 方 程 为 
p=4sec0+b， 当 9 € (于 ， 导 ) 时 , p=asec9+b 表 示 此 曲线 的 外 支 
p=4sec0 一 b 表示 旧 线 的 内 支 . 


a>o 


[ 解 二 ] 取 0 为 原点 ,过 0 向 1 引 垂 线 04 为 2 轴 , 建立 直角 坐标 系 , 设 
Plw, ) 为 轨迹 上 任意 一 点 , PP 在 x 轴 上 的 射影 为 下, 点 4 的 坐标 为 
(ga, 0), ‘. Ad44c AOMP, |00|:104|=|10P|:10M|, 

(Vet oD r=aoVety ,ar + 一 D272 
[说 网 .此 轨迹 称 为 蚌 线 ,可 用 以 三 等 分 任意 角 . 设 已 知 角 40B， 
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点 BB 在 O04 上 的 射影 为 4, 以 4B 为 定 直 线 4 取 53=2|0B1, 作 时 线 如 图 2 
过 B 作 BC 1 AB, 交 蚌 线 于 点 0, 连 缩 CO， 
则 和 400 = 亏 和 40B， 理 由 如 下 设 00 交 
AB 于 D, CD 的 中 点 为 M … 是 直角 
ABOD 斜 边 CD 的 中 点 , … 1BMNI= 地 10D| 
-103B|1=10U1，… 400= “00B= 
LOBM. 而 LBOM= “ONMB =23 了 00P， 
. L400= 雯 LBOM = 地 ZAOB, 图 2 


(2) 过 原点 0 的 任意 直线 交 曲 线 了 (p, 90)=0 于 扩 外 在 08 上 截取 一 
点 卫 , 使 18P|=5( 定 长 ), 则 点 达 的 轨迹 称 为 “一 般 蚌 线 ” 方程 为 
Fo 士 D, 0)=0 


1166. 过 定点 4( 一 &, 0) (a>>0) 作 任 意 直 线 交 y 轴 于 点 B. 
在 直线 4B 上 到 一 点 卫 使 | 8P|=|08|, 求 点 卫 的 轨迹 方程 , 


[分 析 一 ] 点 卫 的 位 置 决定 于 点 B, 在 假设 点 召 的 坐标 后 ， 点 呈 的 内 
标 便 可 用 总 8 的 坐标 表示 , 消去 参数 , 即 得 所 求 的 轨 


迹 方 程 , 

[ 解 一 ] 设 点 卫 的 坐标 为 (z, 引 , 点 B 的 坐标 为 
(0, MW. .|BP|=|0B|,， .22+ (yA)?=X2， 即 
人 十 纺 二 2Ay…@， 又 “A4、B、P 忆 三 点 共 线 ， 

: —a0 1 
0 和 1|=0, 
ry 1 


即 ay=A(a+2)… 加 ， 由 QO、 加 消去 得 护 (4 一 2) = 如 (g+s)， 显 然 
由 于 a> 0, .ws 大 a、 故 所 求 的 轨迹 方程 为 一 2? 2 二 


分析 二 ] 点 了 的 位 置 依赖 于 点 B, 布点 B 的 位 置 又 依赖 于 直线 4B 
的 倾角 , 故 也 可 选择 4B 的 倾角 为 参数 解 之 ， 
[ 解 二 J 俊 点 卫 的 坐标 为 (%, ), L244P=a, 则 0B=atga，'…“|BP| 
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=|0B|, .. 2BPI= 十 x 培 Ga。 又 w%=1BPlcosac， 即 z= 上 a sin gD; 
= |BPlsinatatga, By=tga(atasina).… WO 代入 回 ， 得 y= 
(a+r) 霹 a… 国 ， 当 a 天 0 时 ， 由 @、@ 分 别 得 ，osca= 土 二 …@， 
cga~ 2. ®. @’ ~ © 得 -5 人 -1，、 化 简 即 为 好 = 


ZT 人 2.,.@)， 当 4 一 0 时 ， 由 名、 加 可 得 z=0,，y=0， 仍 适合 方程 @， 
WL 


故 @ 式 即 所 求 的 轨迹 方程 
以 原点 为 极点 ，& 办 正 半 轴 为 极 组 建立 极 坐 标 系 ， 即 得 其 极 坐标 方程 为 
000820 
Cos 人“ 


[说 明 ] ”此 轨迹 曲线 称 为 环 索 线 . 


1167， 已 知 定点 4(2c,， 0), 定 直线 1 zs 一 a(g 关 0)， 过 原点 0 
作 任 意 直 线 交 定 直 线 1 于 点 B, 以 4 为 圆心 ,|4B| 为 半径 作 
图, 交 0B 或 其 延长 线 于 另 一 点 P.。 求 点 也 的 轨迹 . 


[分 析 ] ”由 于 点 乙 的 位 置 决定 于 点 妃 而 点 
马 在 直线 4 ca 上 ， 故 可 选取 其 纵 坐标 为 参数 
解 之 

[ 解 ] 设 点 互 的 坐标 为 (w 芒 , 其 中 # 为 参数 ， 
则 直线 0B 的 方程 为 好 = 史 …@， 又 以 4 为 加 
心 , 14B| 为 半径 的 圆 方程 为 (p 一 2a)? 十 急 一 a2+ 
上 加 当 zr#0 时 , 由 四 得 1 一 ,代入 加 ,并 
化 简 得 (34 一 z) (a 一 2 一 (at+z) (a 一 2)…@@， 当 点 P 不 在 直线 1 上 时 ， 
则 zg。 又 "4 天 0，.、 由 图 式 可 知 z 关 -a、 故国 式 可 化 为 多 = 
了 2…@， 当 z=0 时 ,由 四 得 y 一 0; 显然 (0，0) 也 是 轨迹 上 的 点 
《此 时 点 互 为 以 40 为 一 边 所 作 的 等 边 三 角形 的 项 点 ), 且 (0，0) 也 满足 
方程 @， 当 点 卫 在 1 上 时 , 10B| ~ 4B], 且 贺 4 与 08 相 切 于 B, 因而 
点 8 与 重合 ， 此 时 , 点 了 的 举 标 为 (a, a) 或 (4， a)。 这 两 点 的 坐标 


也 满足 方程 @, 故 所 求 的 轨迹 方程 即 y? 一 2” 32 一 艺 ， 其 轨迹 如 图 所 示 
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[说 明 ] ”运用 此 葛 线 可 以 三 等 分 任意 角 gc。 其 方法 如 下 , 以 点 4 为 角 a 
的 项 反 ，42 为 其 始 边 ， 设 其 终 边 交 曲 线 于 点 PP 连结 0、P', 交 直 线 1 于 
点 @，… 点 @ 在 线段 04 的 垂直 平分 线 上 ，… L40P' 一 人 O48， 又 
49j= 14P .. ZA9P'=/AP'Q， 而 40P'~=2/AO0P', ,., /zxAP 


= /AOP' + /APQ=3/AOP, Bh /AOP' = LrAP' = 2 故 


《40P' 为 角 “ 的 于. 由 于 此 曲线 可 用 于 三 等 分 任意 角 , 故 名 三 等 分 图 线 , 


1168. 从 原点 O 作 任意 直线 交加 雹 +y? 一 24ay 一 0 (c>0) 于 
所 龟 交 定 直线 V=2c 于 点 4. 过 和 与 4 分 别 作 wy 轴 
的 平行 线 , 相交 于 点 了 , 求 点 卫 的 轨迹 方程 . 


[分 析 ] 点 8@ 的 位 置 确定 后 ， 点 4 及 点 PP y 
的 位 置 也 随 之 而 定 。 故 可 选取 点 8 的 坐标 为 J=22 -六 - 
参数 解 之 。 

[ 解 ] 设 点 卫 的 坐标 为 (zx,，y), 点 8 的 坐 
标 为 (zo, %). … @ 不 能 与 0 重合 , .… %o 关 (0 
义 囊 线 08 的 方程 为 zoy 二 yox， 而 点 4 是 09 和 直线 y= 二 24a 的 交点 , 故 其 


坐标 为 (0 35 )。… PR 和 PA 分 别 平行 于 sy 轴 ，.， so 一 209%， 


ygo; 即 90 一 E…@, go 一 y…@， 又 点 8 在 国 22 十 所 一 2ay 一 0 上， 
. a0 ' 轩 ， 从 中 、@、 国 消去 wo、yos 即 得 所 求 的 轨迹 


方程 y= 8a3 
Y w+ do" 


此 轨迹 曲线 称 为 筑 舌 线 , 

1169. 已 知 @ 为 圆 作 + 一 20z 一 0(a>>0) 上 的 动 点 , 过 @ 且 
志 wz 负 平 行 的 直线 交 癌 之 定 直径 DD'(w=a) 于 下 ， 直 线 OK 
与 过 @& 而 与 y 轴 平 行 的 直线 交 于 了 点 , 求 点 卫 的 轨迹 方程 . 

[ 解 ]」 设 点 多 的 坐标 为 (co yo), 则 又 十 奶 一 24az0 二 0…@， 点 的 坐标 
为 (a, yo), 直线 0K 的 方程 为 y= wx) 当 % 和 天 0 时 , gy go 一 一 又 直 
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线 PQ 的 方程 为 0, 代入 @, 得 ?+ 一 246 一 0， 

名 好 一 200 Tay? 二 0.…@， 当 X=0 时， 由 人 @ 可知 
二 0, 则 直线 OK 与 P@ 的 交点 为 (0, 0), 仍 适 合 

程 @, 改 所 求 的 轨迹 方程 即 x 和 一 24x3 十 a3y? 一 0. 

[说 阴 ] 所 求 轨迹 称 为 皮 利 福 姆 (Piriforme) 曲 线 ， 
其 图 象 如 图 所 示 ， 曲线 所 围 的 面积 5 =xwa?, 

1170. 在 曲柄 连 杆 机 构 中 ， 取 曲柄 的 旋转 中 心 为 原点 ， 导 加 
为 2 轴 ， 曲 柄 i103B| =7， 连 枉 148|=1， 过 4 作 z 轴 的 垂 线 交 
曲柄 08B 的 延长 线 于 点 PD， 当 机 构 运 动 Y P(x, ») 
时 , 求 点 的 轨迹 方程 . 

[ 解 ] 设 点 了 的 人 举 标 为 (zx, yj), 取 人 A0B 
一 0 为 参数 , 则 y=ztg8.… 吕 ， 

Tr Dy 0080=—12.. © 由 个 得 巡 0= 

… 和 二 )， 由 加 得 sec0= ee r …， 一 @”， 即 得 所 求 的 轨迹 方程 
(02 十) C02 22) dr2 Q—r<rel+r). 


82. 超越 曲线 


1171， 如 图 ， 一 宽 为 a 的 矩形 长 木 条 沿 着 半径 为 7 的 定 圆 无 
滑动 地 滚动 。 试 求 木 条 外 缘 上 某 点 卫 的 
轨迹 方程 . 

[分 析 一 ] 根据 轨迹 条 件 4 为 = |BF|， 取 
一 403 一 9 为 参数 , 求 出 点 三 的 坐标 即 得 解 

[ 解 一 ] 以 定 圆 圆心 0 为 原点 , 0、 .也 共 线 
时 所 在 直线 为 + 轴 , 建 立 直角 坐标 系 如 图 1， 设 


点 交 的 仙 标 为 (2, 引 , 取 40OP=y 为 参数 ， 则 
LPFQO= LFBO~Y9, |BF|=AB. | 图 1 


了 
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=O0 TDF+FO=rcosp+rpsinp+acosg 
= (r+a)cosp+ rpsing 
y=GP=0B—- DB+OP=rsingp—~rpcosp+asing 
一 (十 G)SID 一 和 DeosoO 
此 即 轨迹 的 参数 方程 、 这 一 解法 适用 于 点 了 在 
第 一 象限 内 的 情况 ， 
当 扣 卫 位 于 第 二 象限 时 (图 2)，… FP 0B,， 
0z 与 BF 的 夹 角 为 p 一 地，1BF|=rg. 
X=O0G=00-0B+EG 


=rcosp+ BF cos( pp - 吾 )+a COSq 


= (r+a)cosp+r9 sing, 
: y—GP~QF -QE ~ KF-BPsin(p—)+rsinp+asing 


= (7+a)sing— ?ocoso. 
当 点 一 在 第 三 .四 象限 时 , 可 仿 第 一 .二 象限 处 理 . 
_[ 分 析 二 ] 选取 40B 一 9 为 参数 , 运用 轨迹 条 件 AB~|BF|，0B = 
即 可 得 解 . 
[ 解 二 ] 坐标 系 与 参数 同 [ 解 一 ]。 
OP= OF +FP= 0B+ BF+ FP, 
zx=(0P)o = (0B)o, + (BF)o, + (FE)oo 


=7 COSPTacosgp+ rpoos( 9 -号 


一 (人 ?十 0)C08D 十 ?0D Sin og, 
y— (OP)ow ~ (0B)o, + (BP)o, + (FED)w 
=rsinpt+asinp+rpsin( 9 -号 ) 
一 (十 GD)Sin 0D 一 "0 008 gp. 
[分 析 三 ] 如 取 人 BOP=a 为 参数 ,运用 极 坐标 系 也 可 得 解 ， 


[ 解 三 」 以 0 为 极点 ，O、 互 、 书 共 线 时 所 在 直线 为 极 轴 , 建立 极 坐标 系 ， 
设 了 P(p, 0) 为 轨迹 上 任意 一 点 , 取 人 BOP=a 为 参数 ， 
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“* p=OP= -于 ， 1 二 oO 一 4 十 Qt 认 C 


{2 (r+a)seca 


[说 明 ] 这 类 轨迹 题 用 向 量 或 复数 解 较 方便 ,其 
中 [ 解 二 ] 无 论 图 形 画 在 什么 象限 都 能 适用 . 

a=0 时 ， 此 轨迹 是 圆 的 渐 开 线 (图 3); c 关 0 时 ， 
称 为 等 距 渐 开 线 ， 图 3 

贺 的 渐 开 线 是 研制 齿轮 理论 的 工具 , 还 可 应 用 于 制作 渐 开 线 变 压 器 . 

172， 一 半径 为 了 的 圆 ,在 定 直 线 上 作 无 滑动 的 滚动 , 试 求 圆 
上 一 定 扩 了 的 轨迹 。 大 为 圆 内 一 定点 或 加 外 一 定点 , 且 与 加 
心 距 离 为 1, 则 轨迹 各 是 什么 曲线 ? 

[ 解 ] 取 定 直线 为 < 轴 , 点 也 在 2 轴 上 时 的 一 个 
位 置 为 原点 , 建立 直角 坐标 系 , 且 以 此 时 圆 的 位 置 
为 初始 位 置 (图 力 , 设 P(e;y) 为 轨迹 上 任意 一 点 . 取 
圆 的 转动 角度 t 为 参数 . … 0 一 00-+04 + ! 

{ (OP)o = (00) out (94)o+ (AP) oO@, 

y= (OP)o= (00)o+ (4) ot CAP)o%®, 
因为 108| 一 8 的 长 =rt; 40 与 o 轴 成 ~ 所 角 , 按 顺 时 针 旋 转 + 角 
后 ， A'P 与 z 轴 成 -本 一 ! 角 ， 代 入 QD， 得 X=ri-+0 十 + cos (- 委 -+)= 
r(t 一 8in); 代入 四 ,得 y=0 十 ?十 Sin (~ 和 -+ )=rCl cost). 所 以 当 


点 已 在 动 圆 4 上 一 定点 时 , 它 的 运动 轨迹 为 
| 2 一 y 人 一 SID 力 


y=7r(1 ~ceost), 
当 拟 己 在 动 圆 内 离 圆心 距离 ;<r 时 ，|4'P|=l 用 同样 方法 可 导出 点 


T=?ri— lslnt 
PP 轨迹 为 | 
y=7—tlCO8t. 


当 点 卫 在 动 圆 外 离 圆心 距离 ?> 时 , 类 似 地 可 得 点 卫 的 轨迹 为 
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人 


y=7—lcost 


[说 阴 ] 当 点 卫 在 动 加 上 时 , 轨迹 称 为 摆 线 或 旋 轮 线 , 当 i>? 时 , 轨迹 
称 长 幅 摆 线 ; 当 i<7 时 , 轨迹 称 怎 幅 摆 线 , 两 者 统称 次 摆 线 ， 摆 线 也 是 研 
究 齿 轮 齿 面 曲 线 的 理论 工具 . 


C=7) C>7) GC<7) 


1173. 一 定 圆 0， 半径 为 有 一 动 圆 0, 半 名 为 +(R>7). 当 
动 圆 与 定 圆 内 切 而 滚动 时 , 试 求 动 贺 上 一 定点 卫 的 轨迹 . 


[ 解 ] 取 点 了 在 两 圆 相 切 的 切 点 书 时 的 动 
贺 位 置 为 初始 位 置 (图 1), 以 初始 位 置 的 两 加 
连 心 线 为 ” 轴 , O 为 原点 ， 建 立 直 角 坐 标 系 . 
设 动 圆 经 过 某 一 时 刻 后 , 融 心 在 CO， 令 00' 绕 
点 0 转 到 00 位 置 时 转 过 的 角 为 妃 小 辆 的 半 
径 C'P' 绕 圆 心 转 到 OP 位 置 时 转 过 的 角 为 9， 
则 Ri=r(-9), Oz, OP)=itp= -(2-1): 


一 一 (273 一 5 其 由 由 一 二 > 图 i 


xm (OP)ow = (O00os+ (OPYos= (RB—?7)costt+r cos[ ~ (mr 一 了 要 
= (R— 7?)cost-t?r costm— 1)t, 
y= (OP)o = (O00)w + (OP)w= (BR~r)sintt rsinf ~ (m—1)1] 
= (BE—7)Sint—?rSsn(m—1)t. 
Zs=7| (mm—1)cost+cos(m—1)t 
用 代 蔡 了 了 得 | es 1 共 中 为 参数 , 
是 动 贺 半 径 ,，m 是 定 圆 与 动 贺 的 半径 之 比 ， 
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T=27 CoSt 


[说 明 ] 当 加 2 时 ,轨迹 方程 为 | 故 轴 迹 是 定 圆 位 于 加 


上 的 直径 (图 2). 
当 m 一 4 时 ,轨迹 方程 为 
ZX 一 人 (3cost 十 cos 31) = Reost 
| 4 一 ”和 (3SInt 一 Sn 3 = Rn3t 
此 轨迹 称 为 四 尖 内 旋 轮 线 , 也 称 星 形 线 ( 图 1).， 
当 m 为 任意 值 时 ， 轨 迹 称 为 圆 内 旋 轮 线 或 
内 摆 线 ， 如 点 书 位 于 动 图 半径 上 , 到 动 圆 圆心 
的 距离 为 7z， 当 和 > 工时 ， 轨 迹 称 为 长 幅 贸 内 图 2 
诈 轮 线 ; 当 0< 和 A<1l1 时 , 轨迹 称 为 短 幅 圆 内 旋 轮 线 , 统称 为 内 次 摆 线 . 


y=0, 


长 幅 以 二 1 短 幅 (%<1) 


二 一 圆 沿 着 与 之 内 切 而 半径 大 一 倍 之 圆 无 滑动 地 滚动 ， 
引 一 条 固定 在 小 圆 中 的 直径 ， 求 此 直径 两 端点 之 问 的 某 一 定点 
的 轨迹 . 


[分 析 ] 根据 上 题 的 [说 明 ] 可 知 ,小 圆 定 直 
径 的 两 端点 轨迹 应 是 大 圆 的 两 条 互相 垂直 的 
定 直 径 。 歼 本题 可 化 为 ， 设 长 为 一 定 ( 小 圆 的 
直径 ) 的 线 妖 的 两 端点 在 两 条 互相 垂直 的 直线 
上 移动 , 求 其 上 某 一 定点 的 轨迹 . 

[ 解 了 俊 定 加 0 的 半径 为 27, 动 贺 0' 的 半径 z 
为 7，4 是 小 圆 的 直径 ,0 为 此 直径 上 的 一 点 ， 取 0 为 原点 ,04 为 z 轴 . 

当 小 贺 竣 动 时 , 由 上 题 [说 明 ] 可 知 ， 点 4、B 的 轨迹 分 别 为 互相 垂直 的 
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两 直径 。 … 了 40B=90°%， 可 取 0B 为 y 轴 建立 直角 坐标 系 如 图 ， 设 
C(z, 9) 为 轨迹 上 任意 一 点 , 1 B01=a, 140|=b. 


2 
Iz|_1041 Iyl_10BI, vy O42 0B rn » 41. 
a mo “eb 


因此 动 贺 定 直径 上 任 一 点 描 出 的 轨迹 是 椭圆, 该 和 项 圆 的 半 长 轴 与 半 短 轴 
分 别 是 这 点 到 直径 两 端的 距离 . 

定 圆 外 切 而 滚动 , 试 求 动 贺 上 一 定 扩 了 
的 机 迹 . 

[ 解 】 取 点 了 在 两 圆 相 切 的 切 点 书 时 的 
动 圆 位 置 为 初始 位 置 ( 图 七， 以 初始 位 置 的 
两 图 连 心 线 为 zx 轴 , 0 为 原点 ， 建 立 直角 坐标 
系 . 设 动 圆 经 过 某 一 时 刻 后 ， 圆 心 在 C。 令 
ti 一 COC， 用 9 表示 半径 0P' 的 旋转 角 ， 
人 MCP=9. CL/C'P， 且 与 x 轴 反 向 ， 而 C 卫 是 半径 CP 的 新 位 置 ， 
”ALOM==t，.“, LCP=g 十 !。， 根据 题 意 ，P'M= PM,， 有 芭 Ri=79g， 


由 此 得 和 LOP 一 一 (全 +1)t. 令 全 =m 得 LLOP= mts 


(Oz, OP)=180° + (m+t1)t 
r= (R+r)cost+?r cos[180° 十 (m+1) t] 
二 (E+?r)cost—?cos(m+1)s, : 
y= (R+?)sintt+?r sin[180° + (m1) 
~ (Rh+?7)sint—r sin(Cmt1)t. 
R(X=7[(mT1l)eost— com+t+l1)D 
用 公营 了 了 得 {pr mint aonsT 其 中 为 参数 ,rf 是 
动 圆 半径 ,mw 是 定 圆 与 动 圆 的 半径 之 比 . 
[说 明 ] 当 mm 是 无 理 数 时 ， 点 卫 不 可 能 返回 初始 位 置 (R, 0)， 因 而 当 
动 贺 继续 滚动 时 ， 描 出 完全 新 的 曲线 ， 并 且 也 不 会 重复 已 经 走 过 的 路 程 . 
实际 上 ，, 如果 点 卫 回 到 初始 位 置 , 则 说 明定 圆 峭 长 的 某 一 整数 倍 (g 倍 ) 和 


动 回 周 长 的 某 一 整 煞 傍 (p 倍 ) 相 等 , 即 2R.g~2r.p, 得 于 一 卫 , 即 = 
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过 为 有 理 数 
此 轨迹 称 为 圆 外 旋 轮 线 或 外 摆 线 . 当 n= 时, 轨迹 称 为 心脏 线 .如 点 了 
在 动 圆 的 一 半径 上 , 距 动 贺 中 心 的 距离 为 ?7， 当 入 >1 时 , 轨迹 称 为 长 幅 外 
摆 线 ; 当 0< < 工时 , 称 为 短 幢 外 把 线 , 统称 为 外 次 摆 线 , 其 方程 为 
[一 =7[ (22 十 ycost 一 入 COS( 各 十 工 ) 才 ] 
4 一 和 [2 十 1)Sint 一 和 Sin 十 工 ) 纪 。 
下 列 三 图 分 别 是 当 %==4 时 的 外 摆 线 、 长 幅 外 摆 线 和 短 幅 外 摆 线 . 


(WA=D) 长 幅 作 > 巧 短 柱 <1 


1176. 一 半径 为 + 的 圆 C 的 圆心 ,在 过 原点 0 倾角 为 a 的 一 
条 直线 上 运动 , 圆 O 上 一 点 了 沿 圆 CO 作 逆 时 针 匀 速 圆周 运动 ， 
图 C 中 心 的 速率 与 了 的 速率 相等 , 当 C 的 中 心 在 坐标 原点 
时 , 二 在 42 轴 的 正 羊 铀 上, 求 点 卫 的 轨迹 方程 . 

[ 解 」 贡 贺 CGC 的 中 心 在 0'(z', 六 ) 时 ， 点 PP 华 
标 为 (%, 几 ， 取 LN0O'P~9 为 参数 , O'N 与 区 0 
交 于 : 及 ， 则 0 | -Pk = r0, Zr00'=a. “OP 
~00+0P, .x= (0P)»= (00) )os+ (OP P)os= 
yOcosar e080 Yy = (OP) o, = (OO0') ou+ (O'P Yo, 


一 ?0 sin gar+gin8，.“, 点 己 的 轨迹 方程 是 
{0 


y=7(dsingt sin0), 


1177. 试 证 ; 在 同一 坐标 系 中 , 当 外 摆 线 的 动 圆 半径 + 无 限 增 
大 时 ,外 摆 线 的 极限 情况 即 其 定 圆 的 渐 开 线 . 
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[分 析 ] ”只 霸 将 外 摆 线 的 参数 方程 看 作曲 线 上 动 点 的 模 坐 标 、 纵 坐标 分 
别 关于 ? 的 函数 ,然后 验证 当 ?7 无 限 增 大 时 其 极限 就 是 浙 开 线 方程 ， 
[ 解 】 外 拉线 的 参数 方程 是 . 
z=7r[(m-+t1)eos0— oos(m+t+1)0]…0) 
{ y=7?[(m+1)sin0—sin(m+1)0.…®. 


其 中 6 为 参数 , m= 子 ,有 为 定 加 半径 ,7 为 动 图 半径 ， 由 @ 得 
zx 一 了 | (+1)eos 0 — eos (F+1)9| 
~ BR cog 0-++| oos 0— oeos (5+1)| 
= RcosO 十 2rsin( 训 -+1)9sin 0 
Posg men(Br +1).eh i 
py 


R Sn 370 
当 +->% 时, 则 如 -90>0， >1, 2>B(cos0+0sin0); 由 @@ 得 


2r 
y= "| (+1)sin 0-sin (+1)0| 
= Rsing 十 中 sin gsin( 字 +1)9]| 


== 玉 SinDO 一 2rcos( 部 +1)0sin (过 9 
天 . 也 
Pi- R09 eo) 
Eo 
27 
当 *-~> co 时 , y> RCsin9 一 66080).。 所 以 ， 当 动 圆 半 径 ~> ce 时 ， 外 摆 线 
的 极限 情况 是 区 的 渐 开 线 : 
和 


Jy 二 RCsin0-0c080) “参数 ). 


82. 超越 曲线 725 


1178. 圆 O0 的 一 直角 扇形 04B, 一 半径 目 初始 位 置 O04 绕 O 
作 匀 角 速 旋转 到 半径 08B 位 置 ,与 男 一 半径 自 初 始 位 置 04 作 
们 人 速 平 移 到 过 点 B 的 切线 位 置 , 所 需 时 间 相 等 ， 求 此 两 动 半 色 
交点 的 轨迹 方程 . : 

[分 析 ] 因 两 动 半径 均 自 04 出 发 ,分 别 同 时 到 
达 0B、BO. 设 一 动 半径 自 04 旋转 到 0B 共用 了 
秒 ， 从 运动 开始 经 过 t 秒 后 两 动 半径 分 别 运动 到 
0D 与 WI 的 位 置 , 相交 于 点 己 则 ON 于 
AD= St 故 ON:0B 一 4D:4B8, 从 此 可 求 “40OP 与 轨迹 方程 


[ 解 一 ] 了 到 0 为 原点 , 04 所 在 直线 为 2 轴 ， 建 立 誉 标 系 ， 设 Plz， 2) 
为 轨迹 上 任意 一 点 ，'. ON: OB~ ADb: AB, 令 04|=10B)=a， 则 4D 


-1 WY, /AOP = 人 一 本 :9 一 2Z 始 (0<gy<a)， 此 即 
内 这 的 直角 是 标 方程 


[ 解 二 ] 取 O 为 极点 ， C4 为 极 轴 , 建立 极 坐标 系 ， 刀 已 4o， 0) 为 轨迹 上 
任意 一 点 ，… ON:0B ~ 4D:48， ON 一 psgn0， AD=a0, [0B| =a, AB 


rm . psint. 0 .,_ 2a0 ( | 
FO ;Pg GE€ 0, = . 
2 


他 


[说 阴 j 此 较 迹 称 为 贺 积 线 ,为 十 希腊 的 希 庇 亚 斯 (HHippias) 所 发 现 ,可 
用 此 曲线 解决 化 加 为 方 和 等 分 任意 角 问 题 . 设 已 知 圆 半 径 为 4, 则 nn 


co~2ro, 圆 面积 为 4 一 wa?，.…. 4 二 二 ct， 从 贺 积 线 方程 y=% 记 2， 求 


其 在 = 轴 上 的 蕉 距 0B~lim 一 上 一 2， 36=m.0Z=_2 .OP 即 
my 名 20 
Da 

~ 他. 故 6 为 0B、24、 2 的 第 四 比例 项 , 可 作出 ， 再 设 与 加 等 积 的 


ad 
正方形 边 长 为 1 。 “P= 厂 oa 即 1 为 主 c 与 4 的 比例 中 项 ， 故 也 可 作出 


如 以 0 为 顶点 、04 为 始 边 作 已 知 角 w 终 边 OP 交 贺 积 线 于 点 P， 过 P 
作 04 的 平行 线 交 08 于 点 入 ,n 等 分 ON, 使 10R|= 二 ION|, 过 作 
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04 的 平行 线 交 圆 积 线 于 点 8, 令 L400=9g, … -ON 9 .0B 


ON _ 工 


六 
1179， 一直 同 柱 被 一 与 水 平面 成 45° 角 的 平面 所 截 ， 沿 一 母 
线 将 其 瘤 开 展 平 ， 试 证 截 口 展 平 所 得 曲线 为 正 蓄 曲 线 . 


[证 ] 将 圆柱 沿 母线 04 剪 开展 平 , 取 O 为 
原点 ， 截 口 椭圆 展 平 后 短 轴 00 所 在 直线 为 
x 轴 , 建立 直角 坐标 系 如 图 ， 取 圆柱 半径 为 音 
位 长 度 , 设 圆柱 截 口 曲线 上 任 一 点 为 PCz,y)， ok 
PP 在 底面 上 射影 为 入, 00 在 府 面 上 的 射影 为 
AB, O'、DD 分 别 为 00、4B 的 中 点 ,在 PN 上 
自 入 起 取 NM=OD, 连结 OM 及 DN, 则 
LADN 一 LO00'M 一 pg， 自 林 在 底面 内 作 NK 一 K 电 
48, 自 必 作 MOQ/NEK 交 00 于 9, 连 PQ, 则 POL00, ~“POM=45。 
“MP 一 QM 一 sing， 由 此 得 x=0M 一 AN=gp, y=MPsing， 消去 参 
数 p， 即 得 截 口 展 平 后 所 得 曲线 为 正弦 曲线 y 二 sin x. 


1180. 动 圆 01 与 定 圆 0 相 内 切 , 圆 0 在 圆 0: 内 , 动 圆 半 和 色 7 
己 定 圆 半径 的 比 为 3:2, 为 贺 01 的 定 半径 (或 其 延长 线 ) 上 
的 一 点 ， 且 |0:P|= 且 ( 定 值 )、 求 当 圆 01 与 圆 O 内 切 滚动 时 ， 
太 卫 的 轨迹 方程 . 


[分 析 ] 因为 OP=001+OiP, ， 故 只 要 求 出 
(0z，001) 和 (Oz，01P), 本 题 即 可 解决 ， 而 
这 两 个 角 可 以 从 4= 人 中 求 得 

[ 解 ] 取 定 圆 0 的 圆心 0 为 原点 ， 以 0 与 
01 的 初始 位 置 的 圆心 01 的 连 线 为 > 轴 , 建 
立 直角 坐标 系 ， 此 时 , 贺 0; 与 加 0 相 蕊 于 点 | 
B, 04 与 点 卫 连 线 与 x 轴 重 合 ， 当 动 圆 01 的 中 心 01 绕 着 0 滚动 转 过 
Lx001 一 a 时， 原来 贺 01 上 B 点 随 着 滚动 到 达 圆 0; 上 的 4 点 、 设 圆 04 


以。 


P(x, y) 
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2 9 为 轨迹 上 任意 一 点 。… 动 图 与 定 玫 半径 之 比 ?X=3:2 又 
47( 贺 O1) = BY (图 0)，.". fa = 70, O20, B=a-0= 三 Q, OP= 
艺 一 Ed0SC 十 大 Cos 三- 
| 可， 
其 中 a 为 参数 , 此 即 点 乙 轨 迹 的 参数 方程 . 
[说 朋 ] 此 轨迹 是 三 角 活 塞 转子 发 动 灿 的 气缸 的 拭 体 理论 型 山 线 . 


1181， 点 01 绕 定 点 0 作 送 时 针 方 向 匀 角 速 吃 旋转， 点 忆 绕 
0: 作 有 顺 时 针 方 向 匀 角 速 io 旋转 (为 常数 )， 且 10:P|= 忆 
Oo =L, 0<R<L, 而 LR<R， 坛 求 
反 二 的 轨迹 方程 . 


L 解 」 以 点 卫 在 0、01 的 连 线 上 时 为 起 始 位 置 . 
取 定 扣 0 为 原点 , 0 与 01 的 起 始 位 置 的 连 线 为 x 
轴 , 建立 直角 坐标 系 . 经 过 t 秒 后 , 点 PKz, Y) 运 动 
到 如 图 所 示 位 置 ， 令 人 x001=9 为 参数 , 则 9 一 of 
LPOO=kwi=80, (Or, OP)=r— (kD0 .OF-004+0 

¢= (0P)o =(001)0,+ (O01P)os=L eo0s0 + Reostrm ~ Ch—l)O] 
= Leo0s0 ~ Reos(k ~— 1)0, 
y=(0P)w = (00)o + (OP)o=Lsin0+Rsintr ~ (~1)0] 
=LSsin0+ RE—1)sin od. 
此 有 即 点 PP 轨迹 的 参数 方程 ， 
[说 明 ] 本 题 是 车 床 切 削 正 多 边 形 和 零件 的 数学 原理 ， 可 根据 需要 选用 
X=—(L—R)eos0 
不 同 的 的 值 ， 如 =2 时 , 轨迹 为 | 一 0) ysisg 即 横 四 -全 By 
+ -07 并 ， 显然 二 ~ 届 更 比 工 + 忆 小 得 多 , 故 可 用 以 加 工 正方 形 夫 


件 ， 一 般 情 况 下 ,轨迹 为 摆 线 族 . 
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$3. 螺 ” 线 


1182、 当 0 按 公 差 为 2 的 等 差 数列 增 大 时 ， 阿 基 米 德 螺 线 
P= 的 极 径 按 公差 为 3 的 等 差 数 列 增 大 , 求 . 
[ 解 ] 由 条 件 可 得 p=X0…@D, p+3 二 =k(0++2)…@@， 也 代入 @, 得 


3 


tO+3~k(0+ 2 .一 总 . 


1183、 在 对 数 螺 线 p=2' 中 所 有 的 极 径 都 增加 两 倍 ， 要 使 它 
与 原先 的 螺 线 相合 , 应当 将 它 以 怎样 的 角 旋 转 ? 


[ 解 」 对 数 螺 线 p=2 的 极 径 增 加 两 倍 后 ,所 得 的 螺 线 方程 为 一 3.2?. 
设 将 所 得 的 螺 线 按 逆 时 针 旋 转 a 角 以 后 , 能 与 螺 线 p=22 重合 , 则 有 2 二 
3.2:-"，.… 2 一 3，aw 一 log?3. 


1184、 等 速 螺 线 共有 三 圈 ， 螺 线 上 距 中 心 最 近 距 离 为 20cm， 
最 远 距 离 为 35cm, 求 螺 线 的 方程 . 


[ 解 ] 取 中 心 为 极点 ,以 中 心 与 螺 线 上 距 中 心 最 

近 点 的 连 线 为 极 轴 , 建立 极 坐 标 系 . J 
设 等 速 螺 线 方程 为 p=po 十 a9, 由 已 知 po 二 20 

(以 1cm 为 单位 长 )， 若 等 速 螺 线 按 逆 时 针 旋 转 ， 

则 当 6= 6r 时 ，p=35， 即 35~20+a.67, 解 得 a= 上， 这 时 等 速 曙 

线 方程 为 pe=20 十 六 - 6(0<0<6m); 若 等 速 强 线 按 顺 时 针 旋 转 ， 则 当 

9- - 6m 时, p~35， 即 35 一 20 一 a.6m, 解 得 am - :5， 这 时 等 速 螺 线 广 

程 为 p=20- 二 -0( 一 6m<0<0). 


1185， 动 点 的 极 径 与 极 角 成 反比 
例 , 求 动 点 的 轨迹 方程 . 


$3. 螺 线 799 


[ 解 ] 设 Plp, 9) 为 轨迹 上 任意 一 点 ,ca 为 反比 例 系 数 (ea 关 0), 则 p0=- 
4 为 所 求 轨迹 方程 . 

[说 阴 ] 此 轨迹 称 双 曲 螺 线 或 倒数 螺 线 。 

1186. 设 z 轴 截 癌 避 十 六 ==03 于 点 O(a, 0)(e>>0), 在 圆周 
上 取 一 强 08 使 其 长 等 于 抛物 线 妇 =4oz 上 一 点 (zo, yo) 的 横 
坐标 zz， 延长 半径 08 至 了 P, 使 BP=%， 试 求 点 书 的 轨迹 方 
程 . 

[ 解 ] 设 忆 为 轨迹 上 任意 一 点 ， 其 极 坐标 为 (p, 9), 则 p=a+%…@， 
9 一 一 …@; 又 奶 一 4czo…@， 从 四 、 回 、@ 消去 参数 mb, 得 

(p—a)’~4dacd. 

[说 阴 ] 此 轨迹 称 为 抛物 螺 线 (图 2)， 


(6% A 
图 2 
i187. 设 动 点 的 极 径 的 平方 与 极 角 成 反比 例 ， 求 此 动 点 的 轴 
迹 方程 。 / Ce 
[ 解 ] 设 PPCp, 96) 为 动 点 坐标 , 02 为 反比 例 - 


系数 (a>>0), 则 p29=a 或 P= 也 万 即 为 所 求 之 轨迹 方程 ， 
[说 明 ] ”此 轨迹 称 为 连锁 螺 线 . 
1488， 设 动 点 的 极 径 的 自然 对 数 与 极 角 

成 正比 例 , 求 此 动 点 的 轨迹 方程 . 
[ 解 ] 设 PGp,， 9) 为 轨迹 上 任意 一 点 ,a 为 正比 


Pen, 6) 
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例 系数 , 则 In p==a6 即 为 所 求 的 轨迹 方程 ， 
[说 阴 ] 此 轨迹 称 为 对 数 螺 线 . 


1189. 一 对 心 尖 端 移动 推 杆 凸 轮机 构 ， 凸 轮 按 图 面 顺 时 针 作 
勾 角 速 旋转 , 凸轮 基 圆 半径 po=25 mm, 推 杆 运动 规律 如 下 ， 


1 


G4 4£ G+03 G2t6 
凸轮 转角 6 0 一 > ， -人 -> 人 一 > 如 Ga->— >0 


8 gq—>2% 


扒 杆 移动 | 等 旭 速 上 升 瑟 | 等 速 上 升 》 等 轴 速 下 降 互 + | 停留 


[分 析 ] 当 凸 轮 以 角速度 w 旋转 时 ， 从 动 杆 的 顶尖 ， 一 面 ( 随 凸轮 表面 
上 的 点 到 旋转 中 心 的 距离 变化 ) 在 凸轮 半径 方向 上 移动 ， 一 面 又 在 凸轮 轮 
廊 表 面 上 滑动， 故 凸轮 曲线 就 是 当 凸 轮 旋 转 时 ， 从 动 杆 端点 按照 一 定 的 运 
动 规律 在 凸轮 上 画 出 的 轨迹 线 。 落 将 凸轮 看 作 不 动 ， 而 从 动 杆 以 角速度 
- 绕 凸轮 转动 ,同时 又 按 一 定 规律 作 径 向 移动 , 则 从 动 杆 端点 的 轨迹 ,就 
是 凸轮 是 线 ， 故 利用 与 变速 直线 运动 方程 =s+ 寺 (1 一 三 取 
p 一 wr, 即 :一 2 十 p02 就 可 求 出 凸轮 曲线 的 极 坐标 方程 

[ 解 ] 当 9e|0 各-| 时 ,从 动 杆 径 向 位 移 、3 一 p19 初速 为 零 的 名 加 束 


“CN , .多 a ， 。， _ 如 2 720 720 0 
运动 ); 当 《 一 时,S 一 三 二 59 A ; id 一 0T3 , 故 : 一 一 一 7、 


当 9€ | - 瑟 , 守 | 时 ，s= 互 -区 (6- 季 】 ( 匀 减 速 上 升 运动 》9 一 -本 时 ， 


$3.， 蜡 线 731 


,/0 2 ,， 2H 720 
。 _ 720 -<) 
s—10—- (0 ~ 
当 9 € | 季 , 他 | 时 ,s= 囊 +p(9 一 9) (匀速 运动 ); 9~0s 一 等 时 ,一 瑟 + 
hn 5 
2 一 太一 页 一 人 羽 5 了 十 页 Ce 01), 即 
3 一 5 
\ tm 7 9 Yor 
0€ | 全 Be -Pa - 9)2( 匀 加 速 下 降 运 动 ) 9 一 3- 时 ， 
1 H+h _ 900 
900 2 
故 5 二 12， a (4 -3) 


当 9€ | 全 ， EN p40 — -oat e~ 竺 xalo- 


的 所 减速 运动 为 8 (0+ 0:) -后 时 ， 
_ 工 。 ， Hi+h 900 
3 一 可 (H+h), PDO-ON m3” 


__ 900 2 \4 
必 一 or ( - 符 ) 
当 6e | 等 ,32 | 时 ,s=0， 从 此 可 得 凸轮 曲线 的 极 坐标 方程 
Ey gc 已 | 
= 学 0- 本 本 
sr- 吧 。[ 习 
| 了- 史 C- 吧 ，% 芭 各 
s+ 癌 (0- 千 }， oe[ 各 各 
TT 


25, 0< [至 2r | 
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$ 4. 复 平 面 上 点 的 轨迹 


、 1 z 
1190. 设 2 “THT 为 复 平面 上 的 局 ， 其 中 二 为 正 的 常 
数 , oE (0, 十 oo), 求 点 2 的 招 迹 . 


2 


[分 析 一 ] 求 点 * 的 轨迹 ,实质 即 求 复数 z 的 实 部 > 与 虚 部 % 之 间 的 天 


系 式 . 
。 一 1 LoT 1 _ wT 
了 十 2O7 1 + wT2 1 二 cw2T4 To 
, 1 ee 
?TET 山 1 TT G. 


0OE(C0， 十 ce)，.… y<0， 从 中 .已 消去 参数 内 得 
1 \ 1 一 0272 下 wT PP_/iYVY 

( 一 五 ) ty -| DCI TFT) | +| = 人 ( 亏 ) ，(y<0). 
.点 4 的 轨迹 是 以 ( 雪 ,0) 为 中 心 , 喜 为 闪 色 
的 下 半圆. 

[分 析 二 ] 求 :的 模 p 与 幅 角 9 之 间 的 天 
系 式 , 即 得 点 # 轨迹 的 极 坐 标 方 程 . 

[ 解 二 ] 设 s- ~pes, 则 p=1s| 一 | 了 oz 
.@, tg0=tg[arg(s)]= -27T…@， 以 代入 Q@, 请 去 


Tr 
得 p= 0 
迹 同 [ 解 一 ]. 

[说 明 ] (4) 本题 来 源 于 工程 控制 理论 求 正弦 传递 函数 的 一 阶 因 子 
(+iw7T) 下 的 极 坐 标 图 ， 

(2) 求 复 平面 上 点 的 轨迹 , 一般 都 可 利用 复数 线性 式 或 三 角 通 数 式 及 
复数 相等 的 概念 , 先 求 轨迹 的 参数 方程 ,然后 消去 参数 得 解 。 有 时 也 可 利 


cos9， 由 于 weE (0, +o)， 故 9e( 一 字 ,0)、 点 = 的 轨 
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用 4 与 常数 z 的 差 的 模 为 定 值得 解 ， 如 本 题 中 易 证 |* 一 喜 | 一 于, 即 可 得 
点 2 的 轨迹 . 

1191. 设 2 2 为 复数 ，4 的 方程 we 十 zw 十 吕 =0 恒 有 实 根 wa 
(a 为 实 参数 ), 试 求 点 2 的 轨迹 . y 

[分 析 ] 根据 方程 的 根 的 概念 和 复数 ] 


Pi MP ms, pi i ee EE EF i pF pn id EE de i ,i 


相等 的 定义 , 可 得 含 点 4 的 坐标 zy 和 
的 两 个 方程 , 消去 参数 w 即 得 解 . 

[ 解 」 因 忆 的 方程 ww 十 .2 十 和 =0 恒 
有 实 根 a， 故 o+az 二 2 一 0… 四 ， 令 gs=2 二 名 (C、% 为 实数 ) 代 入 @， 得 
02 十 am 一 % 一 0 全)， 
juto_0..@。 ”从 @、 加 中 消去 参 
数 a， 当 y=0 时 ,得 z=0, a=0, 即 轨 迹 过 原点 ; 当 y0 时 ,a= - 代 


入 @(- 三 ) +(~ 也 )s-y=0, 即 史 - 让 六， 轨迹 称 为 蔓 叶 线 (各 
图 )， 


[说 明 ] 这 类 轨迹 题 ， 对 动 点 的 制约 条 件 , 蕴含 于 复数 概念 和 方程 的 理 
论 之 中 。 以 求 轨迹 方程 的 参数 法 则 为 指导 , 将 制约 条 件 转 化 为 方程 , 消去 
参数 即 可 得 解 . 


11928. 设 二 次 方程 2 十 (2 十 四 ww 土 44v 十 (2w 一 0)i 二 0(w.v 为 
实数 ) 有 实 根 . 求 点 (w, 切 的 轨迹 . | 


[分 析 ] 利用 方程 有 实 根 , 及 一 复数 等 于 零 时 其 
实 部 和 虚 部 均 为 零 , 即 可 求 得 uv 闻 的 关系 . 

[ 解 ] 设 方程 x2 十 (2+?)X+4uvt (2uw—v)i=0 
的 实 根 为 o 则 2 十 (2 圭 人 a 十 0 十 (24 一 2)1=0, 
Bo2+2g+4duvt+ (a+ mv)i=0, .. oi+2a+ dw t 
一 0 人 ;wx 十 24 一 "一 0 即 Ca 一 4 一 204 四 . 回 代 入 四 得 和 :十 02 一 所 十 29 


《a2 十 az 一 四 十 ;ya 十 人 一 0，. | 


1 \2 
0, 即 tl 故 所 求 的 轨迹 为 椭圆 
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1193.， 设 复 平面 上 的 点 2 在 单位 圆 上 运动 , 试 求 点 W= 人 2 十 ) 


的 轨迹 方程 . 
[分 析 ] 由 于 : 在 单位 圆 上 , 故 其 实 部 和 虚 部 闻 具 有 一 定 的 关系 ,从 而 
利用 ww 和 3 的 关系 即 可 求 得 w 的 实 部 和 虚 部 之 间 的 关系 式 ， 
[ 解 ] 设 2= 二 cos0-isin0, Wu=2Z 二 到 出 
Z+=8+2= (C00820+6050) +ilsin 20+sin0), 
X= 0080+c08 20...0) 
| ,sin +sin29...@. 


QO?+@, 得 zw2 二 六 一 2 十 2c080，,… cos0= 去 (z?++ 妨 一 2)， 代入 @, 得 


z 一 于 (2 十 妇 一 3) 十 子叶 太一 2)? 一 J 
即 (0 + 2 + (r+ —22—4) =0. 
由 @ 得 一 记 <2<2， 故 其 轨迹 为 剖 线 的 一 段 . 


1194， 已 知 复数 :的 模 为 7, 幅 角 为 0, 且 复数 ws 二 二. 


(GD 当 6 固定 (9 mnE 了 了), 7 在 (0，+co) 上 变动 时 ， 求 复数 


2 在 复 平 面 上 的 轨迹 ; (2) 当 7 固定 他 关 世 ,0 在 [0, 2wm] 内 变化 
时 , 求 复数 史 在 复 平面 上 的 轨迹 ， 

[分 析 ] 由 于 名 和 sz 具有 一 定 的 关系 ， 故 忆 的 实 部 和 虚 部 分 别 都 可 用 
7?.9 表示 ， 于 是 视 * 为 参数 , 并 消去 它 ， 即 可 得 (1) 中 所 要 求 的 轨迹 ; 视 9 
为 参数 ,并 消去 它 , 即 可 得 (2) 中 所 要 求 的 轨迹 ， 

[ 解 ] 设 公 一 2 十 弛 ， (2 y € E), 则 

XZ+iy=8 + 二 =r(cosO +isin 0)+ 二 (cosg 一 ising) 


(7 + 二 cos6+iLr 一 全 jsin 4. 
人 0…) 
y=(7—=)sin 0 
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(1》 当 8 固定 时 ,，… O04 .. Sn0Q@0, cos0+40., 


2 一 一 2 1 昌 申 下 
wn tt", 
2 
@-@, 得 一 7 一 一 yn-=1， 所 求 轨迹 是 双 上 曲线 
? 4cos20 48sin20 。 一 
《3) 当 ? 固定 时 ， 
由 人 名 得 | 一 008 0...®, 
f 十 一 
4 
由 @ 得 y -sm6.…@， 


Ff ~ 一 一 一 


@'+@, 消去 9 得 /一 汪 5 二 一 时 ~ 所 求 轨迹 是 精 加 . 
(了 
于 的 ， 坐 标 平面 内 点 Qu 人 在 顶点 为 0(0, 0)、 A4(1, 0)、 
BL 1)、0(0, 屠 的 正方 形 周 界 上 移动 ， 当 王 (c, 四 满足 2 十 yi 
一 (w+2v2)3 十 2 十 3 时 (w, yE BR), 求 点 卫 (w, 9) 的 轨迹 ， 并 务 
出 执 迹 的 图 形 . 


[分 析 ] 根据 条 件 , 将 x.y 表示 成 4w 的 代数 式 
后 , 骨 根 据点 多 在 已 知 正方 形 的 各 边 上 移动 , 分别 
说 去 参数 即 得 其 轨迹 方程 . 

[ 解 ]】 vw 二 = G2 一 403 寺 2) 十 (4uwv+3)5 

| 0 一 久 一 402 十 2 
4 一 4 十 3. 

当 @(w, 9) 在 线段 04 上 移动 时 ,v=0 且 0<vx<1. 这 时 ,929<z 一 好 十 2<3 
且 V=J， 22 幼 在 线段 0O4 上 移动 , 当 9 在 线段 4B 上 移动 时 ,w=1 
上 且 0<v<1, 这 时 ,2=38 一 40? 县 y= 二 4; 十 3, 消 去 0 得 (yy 一 3)?= 一 4(% 一 3)， 
其 中 -lJ<z<3 有 上 且 3<y<7。，.“, 所 了 在 抛物 线 弧 4'8' .上 移动 ， 当 8 在 
线段 BO 上 移动 时 ，v=1 上 县 0<w<1， 这 时 ， z=-2 且 y= 和 纵 +3,， 请 
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hr ur 


去 ww 得 (yy 一 ?==16(《zx 二 2), 其 中 -2<ze 一 1 日 3<y<7，,, 点 了 在 抛 
物 线 弧 B'0' 上 移动 。 ” 当 @ 在 线段 00 上 移动 时 , wu 一 0 且 0<v<1， 这 
时 , 一 2 和 2=2 一 42< 和 2 且 y= 一 3，.“.P 卫 在 线段 CO 上 移动 . 

综 上 所 述 , 点 卫 轨迹 由 抛物 线 弧 4'B' 与 BC 和 直线 段 0'0'4 组 成 . 


$5， 最 大 值 、 最 小 值 


1196， 点 Pw, 小 在 曲线 x 一 2 十 40y 十 6y 一 2%w 一 3~0 上 运 
动 , 求 点 了 在 最 高 点 和 最 低 扩 时 的 坐标 . 

[分 析 ] ”在 曲线 x3y 一 2 十 4xy 填 6y 一 2x 一 3 二 0 中 确定 y 的 取 值 范围 ， 
求 得 y 的 最 大 值 . 最 小 值 , 就 是 曲线 的 最 高 点 和 最 低 点 的 纵 誉 标 . 

[ 解 】 把 zy-2 十 4y 二 6y 一 27 一 3 二 0 整理 成 关于 zz 的 二 次 方程 
zy 一 1)+r(dy-2) 十 6y 一 3==0.， “zz 是 实数 ,，.… 4= (dy 一 2)? 一 4(y 一 1) 
.C6y—3)>0, 2 y+42<0, (WD)e0. .. F<y<2. y 的 
最 大 值 是 2， 最 小 值 是 却 . y= 地 时 , 5=0; y=2 时 ，x= 一 3，… 曲线 最 


高 点 坐标 为 (一 3, 2), 最 低 点 坐标 为 (0, 亏 )- 


1197， 设 酉 加 - 气 十 -好 =- 工 上 两 动 点 P、@ 在 中 心 0 张 直角 
( 即 <PO@-90?)， 试 求 TOPTr + -GOT 的 最 大 值 与 最 小 介 


[分 析 ] 由 P0990°，|0P1=pt, 1081=pa， 并 到 0 为 参 
数 , 则 王 0 的 兴 标 可 利用 PQ 在 椭 加 上 的 条 件 ， 可 得 -二 二 本 为 定 
值 ， 从 此 可 得 ( [OPT + -OGT ) 与 9 的 函数 关系 


[ 解 ] 设 人 x0P=9, 10P|~=pt, 109| -Po 则 P. g 两 点 的 坐标 分 别 为 
(picos0, pisin0)、( 土 p2sSin9,， pa cos0).'. 了 P.8 在 椭圆 上 ， 
z 。 1COS*0 1Sin 他 
.Ber +2 tay -1 
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piSin20 ，p2cos20 ,1 
即 To_ cos20 gsin*8 1 _ sin? 0 了 cos2 © 
Pn wp 六 
i ,i 1 ,1 
a | 
2 .9 .0 9 
| cos 《 4 sin 0 )( Sin 0 站 cs 
pip3 a b a b 
1 1 sin*0+costo 
~( 二 + sin 6008?0 十 一 05 
(0 6)? 1 
pS 2 + 
1 1 ) 1 1 2 
| 
( lIoP| oo pt pi pips 
_1 1 | (2—b2)2 . 1 
一 -3 p23 十 2 一 一 sin 30 + 3 


当 gin229 二 1 时 ， (~ Dh + -007 ww “V2( 训 + 部 ); 当 sin?20=0 
时 ，( ToPr + T0607 )w ~+ 训 
”1198. 复数 * 满足 | :十 二 | 一 1, 求 复 平面 上 点 * 的 轨迹 方程 


与 |z| 的 最 大 值 .最 小 值 . 

[分 析 一 ] 由 “一 z 十 多 ，5 十 二 的 实 部 、 虚 部 均 可 用 9 的 式 子 表 出 ， 
根据 |* 十 二 | ~1 即 可 得 点 # 的 轨迹 方程 ， 又 因 |#] = 古寺 六 , 据 此 可 求 
|z| 的 最 大 、 最 小 值 


十 1 VY . 3 Yy —1, BOCx? 2\9 


| , zm- _Y 
一 | TTRTETF ny: 


D+ 
2C0 一 扩 ) 十 1 一 好 十 久 ，… 点 4 的 轨迹 方程 为 (oa 十 扩 )? 一 3y? 一 2 一 
| 一 3 一 一 <0, 故 
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上 


almes= 瑟 (VE+D, lslan=—i(VE-1). 
[分 析 二 ] 285 一 js|3， (s+ 二 )(s+ 工 )= s+ 二 | 一 4 从 此 可 
导出 jz| 所 满足 的 方程 ,于 是 点 * 的 轨迹 方程 与 jz| 的 最 大 .最 小 值 可 求 . 
[ 解 =] s+ 之 |= (z+ 二 )(s+2)=1, (z+ 二 )(2+ 二 )=1, 


gr3 tt 人 tl, sl lt], sll 


+4R2(2) -2[P2(s) 十 72(z)]= ol 即 eal -482(s)， 从 此 
可 得 点 # 的 轨迹 方程 与 12| 的 最 大 、 最 小 什 同 [ 解 一 ]. 

[分 析 三 ] 因 s~|sl(cos0+isin9), 而 [s+ 二 | 一 1 可见 |e| 与 9 之 间 
有 函数 关系 , 从 此 可 求 点 4 的 轨迹 方程 与 1:| 的 最 大 ,最 小 什 . 

L 解 三 ] 设 y= 12?| 《co080 + tsinO), “. 


let1il? | lal (00s20 +isin20) +1?_ 《15|2cos 20+4+1)?+ [els sin? 20 


2 
e+ 二 |=1 . s+ 过 
2 局 


ma 


| ts) oo820+1 1], 故 Hl F00820..@ 一 二 


4 一 
tl, 即 |oj4+1j?+T>0…@@，|z|4-3lsp+1<0…@ 


令 sp, 则 由 @ 即 得 点 z 轨迹 的 极 坐 标 方程 。 四 区 能 成 立 ， 由 国 可 
得 |s| 的 最 大 \ 最 小 值 同 [ 解 一 ]. 


[分 析 四 ] 由 于 已 知 条 件 为 | * 寸 却 | = 了 故 可 用 复数 模 的 三 角 不 等 式 ， 
求 1s| 的 最 大 、 最 小 值 


[ 解 四 ] '. 1= s+ 二 |>|1s)- 
5 的 育 数 倍数 时 , 等 号 成 立 ， 
a 
故 Yl St 
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V 5 十 AMV5 一 
2 a 


» |g| min 


印 | 2 maX 一 

[说 明 ] 有 关 复 数 模 的 问题 , 可 根据 复数 的 线性 式 、 三角 函数 式 模 的 概 
仿 进 行 探索 , 如 [ 解 一 ][L 解 三 j; 也 可 根据 #3 二 121” 或 复数 模 的 三 角 不 等 
去 进行 分 析 , 如 人 解 二 ]、[ 解 四 上] 


$6. 其 它 
1199， 作 点 集 D=1{(z, 9) |sin(zt+y)>0, |z| <x，|y| <x} 
的 图 形 ， 寺 
[分 析 ] ”根据 条 件 先 找 出 边界 的 方程 即 可 画册 Bx 
1 NR 
" 化 < Y < ZN 2 这 
—27T<T+YT a. Sin(w+y)>0, 全 AN 
0<Z 十 YY<0， 一 27<X 二 2< 一 各 一 2r 


D=1(%, Y)|sin(z+) >0, Izl<w, |y|<=w} 
={1%, I~r<r<n, xy, O<riy<n, 一 27<2Z 二 2 一 条 


集合 了 D 所 示 的 平面 区 域 为 图 中 影 阴 所 示 (《 不 包括 边界 ). 


”1200. 设 点 了 在 圆 2 十 P= 太 (5>0) 的 第 一 象限 的 弧 上 运 
动 , 圆 与 2 轴 正 半 轴 的 交点 为 4, 点 了 关于 wv 轴 的 对 称 点 忆 ， 
D(a, 0) (a> 站 为 定点 ,直线 DP 与 PO 交 于 点 Q， 当 了 党 
着 圆 缴 向 点 4 逼近 时 , 试 求 10Q| 之 长 的 极 
限 值 

[分 析 ] “108| 随 点 卫 的 位 置 而 定 ， 故 可 先 求 出 
09 | 与 点 己 坐 标的 函数 关系 后 , 再 求 其 极限 值 ， 


[ 解 】 设 4OP=0, 直线 OP' 的 参数 方程 为 
| = —tc0os0 


昌明 生 
让 


y=t8Sin(w ~—0) =tsind 
直线 DP 的 方程 为 (Vcos9++a)y 一 blz 填 4)sin9.…@, 以 代入 加 ,得 
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Xp 
GC 十 220 cos0’ 


lim Ool -lim_ %  _ mo 
9 0 4 十 20cos0 a+26° 


1201.， 动 点 M 从 原点 出 发 , 沿 z 轴 的 正方 向 前 进 c(c>>0), 然 
后 问 左 转 90° 角 , 沿 9 轴 的 正 向 继续 前 进 ar(0<<r<<1), 再 向 右 转 
90” 角 ,党 wv 轴 的 正 向 继续 前 进 ar”， 如 此 无 限 地 进行 下 去 ，(1) 
求 动 扩 以 的 极限 点 坐标 ; (2) 如 果 7 是 参数 , 求 极限 点 的 轨迹 . 

[ 解 ] 设 点 坐标 为 (z, 办，… 0<7<1, 

“X= 十 973 十 474 十 … 二 一 = "(DD; 


ee ,.。 t= 


即 1081= 


sD. 


了 M(x, y) 


Y=ar tar + 一 2 


即 点 巡 府 标 为 (于 5， 了). GO?-@2 再 右 


利用 外 消去 参数 盖 得 z 玉 一 民 … 国 .从 四 .四 知 x,g 的 符号 与 a 的 符 
与 相同 .aa>0 … 点 型 的 轨迹 是 双 曲 线 @ 在 第 一 象限 的 部 分 . 


1202. 平面 上 两 圆 相 交 ， 4 为 一 个 交点 .两 质点 同时 从 4 出 
发 , 以 定 速 分 别 在 各 目的 圆周 上 依 相 同方 向 绕 行 。 旋 转 一 周 后 ， 
两 质 扣 同时 到 达 原 出 发 态 ， 证明 在 这 平面 上 有 一 定点 卫 , 使 得 
在 任何 时 刻 了 到 两 动态 8、& 的 距离 相等 . 》 


[分 析 一 ] 通过 两 质点 的 特殊 位 置 , 分 别 作 
对 应 点 的 连 线 的 垂直 平分 线 ,它们 的 交点 即 为 
点 卫 的 位 置 , 从 而 得 解 , 

[证 一 4- 取 融 0 中 心 为 哲 氮 ，C.O 连 线 为 
z 轴 ， 建 并 直角 坐标 系 (图 1), 令 人 x204=a 
Lx0'4=B, L408= 人 人 《40@=p， 贺 0、 1 
0' 的 半径 分 别 为 R、 +， 点 ,8 的 坐标 为 (Reos(a+ gp), Rsin(a+9))、 
(Reosa— reosB + ?eos(tB + 9p), rsin(B + 9)), 有 Rsina=rsinB 当 
p= 时 ,HI(~ Rcosa, ~ Bsing) Reosa—rcosB—rcosB, ~rsinB). 


et 


er bg 


CM 
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“Rsina=7sin B，… 914: 的 中 算 线 为 X= 一 ?cos B'…(D， 当 9p 一 可 时 ， 
Qa — Resing, Reosa), QReosa—r7rco8B—r7snp, reospB). 9 的 圣 


Ra Roarrogiris rcoSB— Ecosa 


.“. Qo94 的 中 垂 线 为 


yy — Reosat+recosB _,_ Roeosa—r*cosB—?rsin BRsina 
一 了 一 To 


BP y= 二 2X 十 r+ cos B+7 8inB'…@@， 人吉 与 名 的 交点 为 (一 + 6c08 BB, f? 813B), 即 
页 也 因为 
JPOI?=[Reos(a+@p)+r co B+ [ReinCa+p) ~ 7 sin BJ? 
=R+7r +2Rrfcos(at+g@)c0sB—sin(at+o)sin BJ 
=R+7?+2Rr cos(at+B+9p). 
IPY |?= [Reosa—r oo08B+?roos(B+9) 十 cos 08]? 
+[rsn(B+9)—?rsn 8B} 

=[Rcosat+rcos(B-t9) + [ran(B+p)— Rsina]? 

= R72 2RrLicosacos(B+op) —Sin(B+9)sin a] 

= R47 +2Rr cos(a+B+op). 

1P@l=1P9' 
[分 析 二 ] 欲 证 存在 一 定点 了 到 9. 人 ' 的 距离 相等 , 可 由 证 明 80' 的 中 
垂 线 过 定点 着 手 , 从 而 求 出 点 书 的 坐标 。 
[证 二 ] 取 妃 为 原点 ，4B 所 在 直线 为 

y 轴 建 立 直角 坐标 系 ( 图 3). 点 4 的 坐标 为 
(0, 5), 则 圆 0 的 方程 为 2 十 护 一 2c2 一 By 
一 0.…@, 圆 0 的 方程 为 2 十 六 一 247 一 by 
= 0… 包 ， 设 任意 时 刻 两 质点 到 达 的 位 置 为 
44。 "LAO00= LAOQ, .… LABYQ= 
180° 一 人 LABY。， 下 8、B、 三 点 检 线 ， 了 到 LxzB 9, 1B8| = ps 
188 1 = pz， 则 后 久 、W 的 坐标 分 别 为 (p160s09, pisind)、(pac0s (0 十 w)， 
PaSin(0 十 Tw))。 “后 色 在 图 0 上 ，… pi 一 《2ccos0t08in0)pi=0, p= 
2ccos9+bsin0; 点 @ 在 贺 0' 上 ，… p84+(3acos9 上 bsin 的 pp 一 0，p= 
一 32acos0 一 DSsin0， 1 一 D 一 2(Gaocosb-ccos0 二 psn 执 ， 物 ' 的 中 点 站 
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的 坐标 为 (2 了 和 cos 0, 全 3 人 2 sin 9 ); 99 的 垂直 平分 线 方程 为 rcos6+ 
ysinab=wcosp-Hecos0 二 bsineg, 即 (一 wa 一 ccos80-( 人 一 D)sina0=0.… 99/ 
的 垂直 平分 线 过 定点 Pla 十 co, 5), 改 [P81= |P8'|. 

[说 了 明 ] 如果 先 证 明 8、B、8' 在 任何 时 刻 都 共 线 (如 [证 二 ])， 当 p>0 
时 .8 趋 近 于 4, 8、8' 的 连 线 与 直线 4B 重 合 、 此 时 8 的 中 垂 线 为 过 
4 而 与 43 垂直 的 直线 , 那么 就 能 更 快 求 出 点 一 的 位 置 ,使 解 的 过 程 更 向 
单 。 

1208. 设 人 4BO 三 边 4B BO _G4 的 方程 分 别 为 卫 =0， 
Q=0, R=0, 其 中 P.、Q.R 分 别 为 Ww 十 my 十 mw 一 0GG=1,2,3)， 
则 直线 系 MP 十 XQ 十 一 0(X 为 参数 ) 中 除 至 多 两 条 直线 外 ， 每 
一 条 直线 恒 与 二 次 曲线 他 一 4PRER 相 切 . 

[证 ] 将 直线 系 方程 与 二 次 曲线 方程 联 立 , 得 方程 组 (1L) 

| 入 十 /局 十 玫 一 0 人 
Y=4PR... 
由 四 得 站 = 一 PP 一 20, 代入 名 ,得 
42PI+4XPQOT92=0， 即 (2XP+0)?=0. 
由 此 得 @= 一 2AP, 代入 @, 得 NP 一 R=0。 故 方程 组 (11) 
和 
(2AP+O)=0..@) 
与 方程 组 (TI) 周 解 。 方程 组 (II) 即 
(和 3 一 13)% 十 (2 一 M3)0 十 和 一 03 一 0 
{cay, +l2)T+ (DAMm1i + moa)y + (2An1 +n2)]=0, 
A Mm — ms 
仿 at SAmit ma 
印 D= 119 ~— Lam) NM +23 lam) 和 + lama — Tama. 

故 至 多 有 两 个 实数 和 能 使 D=0, 即 直线 系 12P+)9+ 召 =0 中 至 多 有 两 
条 直线 使 方程 组 (II) 无 解 ， 除 此 之 外 , 对 于 * 的 任意 实数 , D 均 不 等 于 堆 ， 
故 方程 组 (II 有 两 组 相同 的 实数 解 , 亦 即 方程 组 (IC 有 两 组 相同 的 实数 解 ， 
“P=0, 0 一 0, R=0 图 成 三 角形 ，.. 信 =4PQ 是 非 退 化 二 次 曲线 , 它 己 
直线 六 P+ 和 8 十 有 B=0 的 两 个 交点 重合 , 即 二 者 相 切 。 
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[说 明了 本 题 即 证 明了 命题 , “如果 直 线 系 ( 非 直线 束 ) 方 程 含 有 一 个 参 
数 , 其 次 数 为 二 次 , 则 此 直线 系 的 包 络 为 圆锥 曲线 。 且 给 出 求 此 类 直线 系 
的 包 络 的 一 个 简便 方法 ,即将 直线 系 方 程 看 作 所 含 参数 的 二 次 方程 , 由 它 
有 等 根 的 条 件 , 即 可 给 出 包 络 方程 。 


1204. 证 明 : 过 点 (MV 5 , 0), 且 至 少 又 过 两 有 理 点 (坐标 为 有 
理 数 的 点 /的 直线 有 且 只 有 一 条 . 


[分 析 ] 只 需 找 到 一 个 二 元 一 次 方程 , 使 它 不 仅 有 解 且 至 少 


有 两 组 不 同 的 有 理 数 解 ， 并 证 明 这 样 的 方程 (不 考虑 其 同 解 方程 ) 只 有 一 
个. 

[ 解 ] 过 点 (V 5，0) 和 两 个 有 理 点 Mi(wmi, xi)、MKa(ma m) 的 直线 ! 
不 可 能 与 x 轴 垂 直 , 即 m1 半 m2, 否则 其 方程 为 zw~V 5, 则 此 直线 上 所 有 
点 的 模 坐 标 均 为 无 理 数 M5, 与 它 过 有 理 点 M1、Ms 矛盾 。 故 可 设 直线 


人 


/ 的 方程 为 V 一 Atz2 十 D。 
“直线 了 过 (m41, 711) 和 (aa 712)，。 人 一 AI02 十 六 四 ， 和 一 213 十 四， 
721 一 入 m1n3 一 1 
由 @、 @@ 解 得 %= 而 :二 my? 一 一 tm 一 Ww， ?和 mas 均 为 有 再 


数 ， .kb 也 是 有 理 数 . 但 直线 1 过 点 (V5, 0) , 故 有 V5k+b=0.…@)， 

… @ 式 当 且 仅 当 下 = 一 0 时 才 成 立 ，,… 满足 条 件 的 直线 有 且 只 有 一 条 ， 
其 方程 为 yy 一 0， 即 z 辅 . 

[说 明 ] 由 于 本 题 的 证 明 只 用 到 M5 为 无 理 数 ,并 未 涉及 它 具体 的 什 ， 
故 用 同样 的 方法 也 可 证 明 经 过 点 (a, 0) (a 为 无 理 数 )， 且 至 少 过 两 有 理 点 
的 直线 有 且 只 有 一 条 , 即 2 办 

取 05， 在 平面 上 给 出 无 限 个 点 ， 如 果 这 些 点 中 每 两 点 之 间 的 
距离 都 是 整数 , 则 所 有 的 点 痢 在 同一 条 直线 上 . 

[分 析 ] 显然 , 若 无 限 个 点 中 两 两 之 间 的 距离 不 限于 整数 ， 它们 可 以 不 
在 同一 直线 上 、 同 样 ,车 点 是 有 限 个 ,虽然 它们 两 两 之 间距 离 均 为 整数 , 结 
论 仍 可 能 不 成 立 ， 客 可 从 点 的 个 数 是 无 限 个 及 它们 中 两 两 距离 都 是 整数 
出 发 ,用 反 证 法 证 之 . 

[证 」 设 平面 上 给 出 的 符合 条 件 的 无 限 个 点 的 集合 为 S,， 取 Pi, 马 E85， 
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并 过 这 两 点 作 直 线 玉 车 在 8 中 存在 不 在 直线 五 上 的 点 配 则 对 于 
任意 的 PeS. 由 LPPi|、1PPs1、1PPs| 均 为 整数 ， 可 得 | PPi| ~ 1PPs| | 
一 m (m 为 正 整 数 ， 且 %< 1 PPs| 一 了 D,， 故 点 PP 必须 在 满足 上 述 条 件 的 甸 
条 双 了 但 线 , 或 直线 只 上 ， 记 在 这 径 条 双 曲 线 上 的 点 的 集合 为 S1， 则 

P ENTIU UD. 

同 理 ，P 叉 必须 在 满足 条 件 |1 PP 一 1PPs||=n (2 为 正 整 数 ， 且 2%< 
1PiPs| 一 的 % 条 双 曲 线 ， 或 直线 PiP, 上 ， 记 在 这 条 双 曲 线 上 的 点 的 
集合 为 5S, 直线 PiPs 为 i 则 了 P 了 eSsU… 加 ， 由 四. 加 得 

PECSIUU) N CU 7) = 510N 82) U CIN 2) YU CN YU GN 12), 

显然 81n0753、53n0、2n5 均 为 有 限 集 ， 又 9 和 83? 为 两 组 焦点 不 尽 相 
癌 的 双 曲 线 , 改 sn 52 也 是 有 限 集 , 从 而 (S11 So) U (S81Nn 1) U (SsNn1)U 
(Qn 妨 也 是 有 限 集 。 这 与 5S 为 无 限 集 矛盾 , 故 5 中 不 存在 不 在 直线 1 上 
的 点 Pa 即 5S 中 所 有 的 点 都 在 同一 条 直线 上 ， 


题目 分 类 索 5| 


说 明 


本 索引 由 “题目 类 型 表 ” 和 “代号 索引 表 组成， 每 一 题目 用 一 个 四 位 数 
作为 代号 , 其 代号 的 四 个 数字 从 左 至 右 按 下 述 原则 确定 . 

第 一 位 数 ”由 题目 所 属 的 大 类 而 定 。 题 目 共 分 四 大 类 , 分 别 用 
表示 轨迹 题 (《 包 括 轨 迹 的 证 明 题 )， 

4 一 一 表示 证 明 题 (包括 判断 图 形 的 性 质 和 位 置 关 系 )， 
，。 。 汪 节 计 是 (包括 如 一 入 曲线 的 方程 ). 
表示 作 图 题 (包括 对 图 形 性 质 的 讨论 ). 

大 中 要 求 作 的 朋 线 图 象 ， 其 方程 或 集合 未 给 出 的 ， 均 作为 计算 
”第 二 位 数 ” 由 题目 的 条 件 和 结 论 中 所 涉及 的 几何 图 形 而 定 ， 为 便于 记 
和信 结合 本 书目 录 中 的 章节 编排 , 分 别 用 : 
表示 题目 中 的 几何 图 形 只 涉及 点 ， 

9 表 洒 是 目 中 的 几何 图 形 涉及 直线 或 非 封 闭 直 线形 (包括 直线 系 ,下 
同 ). 

3 一 一 表示 题目 中 的 几何 图 形 涉及 多 边 形 。 

一 表示 题目 中 的 几何 图 形 涉 及 贺 . 

一 一 表示 题 且 中 的 几何 图 形 涉 及 椭圆. 

6 一 一 表示 题目 中 的 几何 图 形 涉及 双 曲 线 、 

{一 一 表示 题目 中 的 几何 图 形 涉及 抛物 线 . 

一 般 二 次 曲线 . 

9 一 一 天 示 题 目 中 的 几何 图 形 涉 及 其 它 几何 图 形 ( 包 括 高 次 曲线 、 超 越 曲 
线 、 并 体 图 形 党 等 ) 或 个 涉及 任何 几何 图 形 ， 除 轨迹 题 外 ， 所 有 未 知 的 则 
线 , 图 象 均 属 此 类 ， 


H] 谎 ] 
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凡 题 中 涉及 几 种 不 同 的 图 形 ， 则 以 代号 较 大 的 数字 作为 该 题 的 第 二 位 
数 . 

如 果 题 中 给 出 的 曲线 方程 未 明确 为 哪 一 种 曲线 , 若 该 方程 是 一 次 的 ， 则 
其 第 二 位 数 为 2 车 方程 是 二 次 的 ， 且 不 需 用 羯 别 式 就 可 确定 是 何 种 曲线 
的 , 则 以 该 种 曲线 的 代号 为 其 第 二 位 数 ; 不 能 直接 判定 的 二 次 方程 其 第 二 
位 数 为 8; 若 方 程 是 极 坐 标 方程 或 参数 方程 , 其 第 二 位 数 为 9. 

例如 , 第 1095 题 : “ 求 过 二 次 曲线 人 2 十 2 一 2=0 和 22 一 9 一 2 一 0 的 交 
点 ， 且 与 直线 2 十 2y 一 1=0 相 切 的 二 次 曲线 方程 。 其 中 二 次 曲线 妈 十 
2% 一 2 一 0 和 2z? 一 y 一 2=0 不 需 用 判别 式 就 可 分 别 确定 为 梢 圆 (《 代 号 5)、 
抛物 线 ( 代 号 7), 而 结论 涉及 的 二 次 曲线 尚 不 能 断定 为 何 种 二 次 曲线 ， 则 
作 一 般 二 次 曲线 (代号 8) 论 。 以 上 这 些 几 何 图 形 的 代号 以 8 为 最 大 ， 改 
此 题 代号 的 第 二 位 数 应 确定 为 8. 

第 三 、 第 四 位 数 ”可 从 “题目 类 型 表 查 得 ， 题 目的 类 号 (用 1 23、3… 表 
示 ) 作 为 第 三 位 数字 ; 其 型 号 (用 (1)、(3)、(3)… 表 示 ) 作 为 第 四 位 数字 ， 类 
型 两 可 的 , 以 代号 较 大 的 数字 为 准 , 类 下 不 分 型 的 , 第 四 位 数字 为 0. 


例如 , 第 823 题 ,“ 设 P(zu 约 ) 是 双 曲 线 - 一 - 殷 ~ 工 上 任意 一 点 ， 过 
局 作 双 曲 线 的 渐 近 线 的 平行 线 ， 分 别 与 另 一 源 近 线 交 于 8、 BR， 求证 
P81.1PR|= 了 (a?+53)”, 因 这 是 一 道 证 明 题 , 故 第 一 位 数 为 2. 而 按 其 条 
件 和 结论 所 涉及 的 几何 图 形 , 应 取 双 曲线 的 代号 6 作为 第 二 位 数 ， 又 因 访 
题 要 求证 明 |PQ|、|PR| 的 积 为 一 不 等 于 零 的 常量 子 Ca?+5?)， 根据 是 


目 类 型 表 查 得 其 第 三 、 第 四 位 数 分 别 为 3.3, 因此 该 题 的 代号 为 2623， 
题目 的 代号 确定 后 , 就 能 从 “代号 索引 表 ”" 中 检索 出 有 关 题 目的 序号 . 


索引 口 诀 


首位 数字 大 类 定 ， 
第 二 位 数 按 图 形 ， 
欲 得 三 位 、 四 位 数 ， 
题目 类 型 表 中 寻 . 
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题目 类 型 表 
1. 轨迹 题 2. 证 明 题 
1. 特殊 点 轨迹 1， 证 明 等 式 、 不 等 式 及 其 它 关系 
GL) 定 比分 点 式 
(2) 线段 的 中 点 (1) 一 次 等 式 (包括 等 差 数列 , 平 
(3) 驼 的 中 点 分 某 一 量 ) 


(4) 中心 、 外 心 、 内 心 

(5) 重心 .重心 

《6) 王 足 .射影 

(7) 其 它 特殊 点 ( 切 点 、 焦 点 、 变 
换 上 所 等 ) 

2. 图 形 的 顶点 或 曲线 (包括 直线》 

的 交 后 轨迹 

(1) 顶点 (包括 二 次 曲线 对 称 轴 
的 问 瓜 ) 

(2) 两 动 下 线 的 交 所 

(3) 含有 相等 条 件 ( 包 括 平 分 
一 个 量 ) 的 两 动 直线 的 交 
所 

(4) 切 、 法 线 的 交 操 

(5) 动 曲线 的 交 后 

3. 动 直 线 上 后 的 轨迹 

(1) 含有 相等 条 件 的 动 操 

“(2) 含有 定 值 条 件 的 动 所 

(3) 含有 其 它 条 件 的 动 所 

4. 动 曲线 上 点 的 轨迹 

5. 其 它 动 所 轨迹 

(1) 含有 相等 条 件 的 动 扩 


(2) 含有 定 值 条 件 的 动 点 (包括 


条 件 为 两 变量 成 正 、 反 比 
例 ) 
(3) 含有 其 它 条 件 的 动 点 


(3) 二 次 及 高 次 等 陈 

(3) 含有 分 式 、 根 式 的 等 式 , 比例 
式 (包括 等 比 数列 ) 

(4) 有 关 超 越 运算 、 乍 阵 的 等 式 

(5) 有 关 面 积 的 等 式 

(6) 不 等 式 或 其 它 关 系 式 


3， 证 明定 值 ( 凡 运算 结果 为 一 不 


等 于 等 的 常量 的 , 均 属 此 类 ) 

(也 线段 、 角 、 弧 等 量 为 定 值 \ 证 
线 的 垂下 关系 ) 

(2〉 和、 差 为 定 值 

(3) 积 . 商 及 其 和 、 差 为 定 值 

(4) 医 、 方 根 及 其 和 、 差 为 定 值 

(5) 超越 运算 的 结果 为 定 值 

《6) 面积 为 定 值 

(7) 不 变 式 、 不 变量 

(8) 曲线 的 形状 、 大 小 不 变 , 直线 
定 同 


3， 证 明 点 与 点 ,点 与 直线 、 点 与 曲 


线 的 位 置 关系 


_(D 点 与 点 的 位 置 关系 (包括 点 


不 变 ) 
(2) 点 在 直线 上 《直线 过 点 )、 共 


线 所 
(3) 动 直 线 过 定点 、 共 点 线 
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(4) 点 与 加 的 位 置 关系 (9) 点 集 (包括 区 域 . 范 围 ) 
(5) 点 与 棋 圆 的 位 置 关 系 2， 求 线段 的 长 度 、 距 离 . 及 其 有 关 
(6) 点 与 双 曲 线 的 位 置 关 系 量 
(7) 点 与 抛物 线 的 位 置 关系 (1) 线段 的 长 度 、 距 离 
(8) 点 与 其 它 曲 线 的 位 置 关系 (2) 线段 的 长 度 、 距 离 的 有 关 
4， 直 线 与 直线 、 直 线 与 曲线 、 曲 线 最 
”与 曲线 的 位 置 关系 (3) 线段 的 长 度 、 距 离 及 其 有 关 
(1) 直线 与 直线 平行 .重合 量 的 极 值 、 极限 什 
(2) 直线 与 直线 垂直 3. 求 直线 的 交角 (包括 倾角 ,方位 
(3〉 直线 与 曲线 的 位 置 关系 角 、 旋 转角 )、 曲 线 的 交角 及 二 
(4) 曲线 与 曲线 相 切 面 角 
(5) 曲线 与 曲线 直 交 4， 求 字母 (参数 ) 的 值 ， 或 它们 之 
(6) 曲线 与 裔 线 重 合 及 其 它 关 系 间 的 关系 (包括 结论 成 立 的 条 
“5. 证 明 图 形 或 方程 满足 特定 的 条 件 》 
件 GD 字母 (参数 ) 的 值 (包括 斜率 、 


(1) 点 或 其 坐标 满足 特定 条 件 离心 率 等 ) 
《2) 直线 、 直 线形 或 其 方程 满足 《3) 字母 (参数) 之 间 的 关系 〈 包 
先 定 条 从 括 结论 成 谋 的 条 件 ) 
(3) 二 次 曲线 、 其 它 曲 线 或 其 方 (3) 字母 (参数 ) 的 取 值 范围 
程 满 足 特定 条 件 (4) 解析 式 的 值 


6。 判断 图 形 的 性 质 或 位 置 关系 (5) 字母 (参数 ) 及 其 解析 式 的 极 
值 


(6) 交换 人 公式、 变换 和 矩阵 


| 3. 计 算 题 5、 求 面积 

1， 求 点 的 坐标 (1) 图 形 的 面积 及 面积 之 比 
(1 了) 分 点 | 加 (2) 面积 的 极 值 、 极限 值 

(23) 中 心 、 外 心 、 内 心 、. 王 心 . 重心 6. 求 直 线 方程 

(质心 ) 及 焦点 (1) 条 件 、 结 论 中 涉及 线段 长 度 、 
(3) 切 点 距离 的 直线 


(4) 极 值 点 、 极 限 点 、 极 

(5) 变换 点 ,不 变 扣 ( 定 尽 ) 

《6) 曲线 (包括 直线 ) 的 交 扩 、 弦 
的 端点 


. 《DD 图 形 的 顶点 (包括 二 次 曲线 


对 称 轴 的 端点 ) 
(8) 其 它 点 / 


(2)〉 过 已 知 点 , 且 条 件 . 结 论 涉及 
角 的 直线 

(3) 其 它 过 已 知 点 的 直线 

(4) 其 它 直 线 


“(56) 张 、 割 线 ,直径 所 在 的 直线 


(6) 切 、 法 线 
(7) 公 切 线 
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(8) 准 线 、 渐 近 线 
4 求 二 次 曲线 方程 
(也 过 已 知 点 , 或 已 知 圆心 的 图 


(9) -一般 二 次 曲线 (包括 求 其 化 
简 后 的 方程 》 


”8. 求 其 它 方程 (包括 未 知 曲 线 的 


(2) 和 已 知 直 线 ( 包 括 坐 标 轴 ) 相 方程 及 已 知 方程 的 变换 方程 ) 
切 的 图 
(3) 和 已 知 曲线 相 切 或 家 交 的 加 《&， 作 题 


(4) 过 已 知 曲线 (包括 百 线 ) 交 点 
的 图 


1. 已 知 方 程 、 不 等 式 或 集合 作 其 


(5) 内 切 圆 .外接 图 以 及 其 它 贺 曲线 .图 象 

(6) 对 称 轴 重 合 于 坐标 轴 ， 中 心 (1 整 式 方程 
在 原点 的 椭圆 、 双 曲线 或 顶 (2) 分 式 方程 
点 在 原点 的 抛物 线 (3) 无 理 方 程 

(7) 对 称 轴 平行 坐标 轴 的 椭圆 、 (4) 含有 绝对 值 符号 的 方程 
双 曲 线 、 抛 物 线 ( 包 括 对 称 轴 (5) 超越 方程 
重合 于 坐标 轴 ， 但 顶点 不 在 (6) 极 坐 标 方程 
原点 的 情况 ) (7) 不 等 式 

《8) 对 称 轴 不 平行 坐标 轴 ( 包 括 (8) 其它 


题 意 不 能 确定 是 否 平 行 ) 的 | 2. 利用 尺 规 作 二 次 曲线 的 焦点 、 
祷 贺 、 双 曲线 抛物 线 中 心 
代号 索引 表 


1912% 128 139 362 366 367 
11 1216 584 1163 1164 
1152 527 1162 1185 1190 1194 | W217 137(2) 1201(2) 
1]98 1222 129 139 131 153 155 156 
1153 144 150 151 152 154 158 157 353 354(1) 357 359 


162 163 164 168 816(1, 2) 372 712 1170 
1181 1191 1199 1223 133 159 160 374 376 


1231 141 351 377 378 1013 
12 1166 
1232 145 169 1165 
i2it 361 369 i1251 125 126 522 524 850 851 


460 
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1252 132 349 350 696 850 1011 


1253 


1138 1187 1188 
352(1) 


13 


375 
140 1109(1,4) 

364 370 379 

149 365(1) 380 582 1031 
1141 

124 138 363 368 381 698 
845 846 847 1139 1140 
355 358 360 371 373 863 
356 

127 346 347 521 526 

135 523 

587 1195 


14 


569 571 

548 549 573 1143 

170 481(2) 541 552 553 

560 561 

123 538 539 540 543 543 
544 545 555 562 563(1) 

564(1) 566 697 852 853 

876 577 

579 581 583 

565 578 588 

468 589 1171 

136 551 554 556 557 559 
572 574 714 854 1032 

了 63 1169 

1178 


1424 
1425 
1431 


1432 


1433 
1440 
1451 


1458 


1511 
i1512 
1b13 
1514 


1515 
i516 
1b17 
i021 
1522 
1524 


1525 


1612 
1618 


1614 
1616 
i161°? 


1021 


536 
1167 

134 534 546 550 575 1160 
1161(1, 3) 

533 558 570 848 1161(2, 4) 
1174 1180 

568 849 

1173 1173 1175 1176 

525 529 530 531 532(1) 
535 536 537 1010 1013 
148 547 585 1198 


15 
699 
700 
621 622 701 731 


723(2) 724 727 732 1154 
1159 

709 710 

704 715 716 717 

705 706 726 1151 1155 
725 

703 703 708 713 

611(3) 618 707 718 720 
721 723 728 729 730 

719 


16 


856 857 

763 855(1) 858 859 860 
861 

872 1146 1147 

864 

87i 

868 1157 
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1622 862 

1624 761 865 866 21 

1 

2% 807 2114 278 

19 2127 116 117 
2131 458(1) 
1714 1094 S151 1055 
1713 906 907 1020 1021 1022 
1023 1025(1) 22 
i714 1019 1036 1037 1038 1047 
L715 933(1) 1046 2211 1 2 8 109 267 268 270 
1716 1029 1033 1034 1158 3 4 。 a op6 26 
1717 1039 1040 1152 ol 00 100 66 269 
1721 932(1) 1014 1015 1018 3 67 100 106 263 324 
11 60 1153 2214 9 98 103 104 105 122 321 

1722 146 1026 1027 1028 1030 ?712 

1724 903 1035 1043 1045 2216 77 229 

1725 161 1041 2221 258(1) 
i781 1017 1186 222%8 265 
4732 1044 2223 108 

4740 1016 2227 0 oo 292 

1753 165 166 167 1042(1) 1048 | >» 

1) 2233 241(2) 333 334 335 338 


1932 


18 


1144 
1080 1149 

1145 

1150 

869 870 

1156 

1074 

1073 1129(1) 1148 1149 


19 
580 


2314 


233 238 

236 

88 

241(2) 254 257 265 830 
1056 1057 

237 


32 34 36 42 60 61 315 
316 322 326 341 

33 35 

47 262 330 331 

329 
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2315 68 69 70 71 72 73 74 87 (2) 566(2) 
101 107 i10 261 2444 424(1) 426(1) 427 429 
2316 75 76 99 102 566({1) 
2322 332 2445 434 435 436 437 
2323 325 327 328 2451 1209 
2325 239 2452 407 422(2) 426(1) 515 
2326 258(9) 2453 388 403 428 444 447 515 
2331 43 95(1) 
2332 79 80 81 82 339 340 341 z 
342 345 2 
2338 44 51 52(2) 336 343 344 | 2511 656 658 660 662 679 680 
2341 56 57 53 240 “ 689 
2342 60 61 62 63 64 65 66 67 2513 661 678 
317 318 319 B14 657 672 
2351 323 2515 647 
2352 86 89 96 235 258(2) 261 2546 699 
252 659 677 723(1) 
924 25622 607(1) 
2523 668 670 671 673 
2411 485 486 489 490 532(3) 2524 674 676 681 
2412 432 471(1) 487 488 492 2526 669 675 
494 498 517 2528 633 
2413 415 449 491 493 495(3) . 2531 695 1137(2) 
496 497 2532 633 690 
2415 473 2533 620 679 691 694 
2416 564(2) 2534 686 687 688 1137(1) 
2421 482 484 563¢2) 2535 631(2) 711 
2423 510 2541 638(2) 663(1) 664 665 
2424 483 512 1132 
2425 511 513 514 6042 666 667 
2432 418 422(1) 500 501 503 2543 600(3) 683 685 
2433 ‘499 503 518 519 44 682 684 
2434 437.458(2) 504 505 506 2551 693 
520 2553 605(1) 
2442 433 2560 723(3) 


475 507 508 509 516 539 
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2718 897 996 1003 1004(2) 
96 2714 965 
2715 960(1) 1005 1006 
2611 798 799 801 803 805 807 | 27146 942 970C3) 998 1008 
809 811(1) orof g86 
2612 800 
2 2722 973 974 
2723 890(2) 983 985 1125 
2614 808 
2724 984 
2615 839 
2616 844 1007 
2732 958(2) 975(1) 981 982(2) 
S62% 766 997 1001 
2628 810(1) 820 823 p729 908 994 
A004 775 821 822 825 827 2784 934(1) 992 993 1042(2) 
2625 768 769 
2626 811C2) 824 820 2787 193 194(2) 995 
2741 976 977 978 979(1) 980 
2631 816(3) p40 
0 929 (2) 982(1) 
263% 2743 194(1) 895 896 911 988 
2033 762 840 841 989 991 1021 
2634 195 831 832 833 834 835 
2745 909(2) 
2056 842 2751 1004(1) 
2641 663(2) 757 812 813 1081 | psp 399 1000 1000 
2642 806 814 815 816(4) 818 | 2758 90901) 
819 (2) 
2643 829 830 837 
2644 828 28 
2645 770(23) 817 
2651 802 819(1) 838 公开 Ll3 1115 
2652 762 826 838 1082 1098(1) | 2312 1070 1078 1114(1) 1124 
2653 1098(2) (1) 1128 
2814 1114(2) 
27 2822 1112 1118 
2823 1119 1121 1122 1123 1124 
2711 962 963 964 967 968 969 (2) 1126 
970(1) 972 975(2) 987 2824 1069 
1003 1004(2, 3) 2825 1120 
2712 966 970(2) 971 990 1131 


?54 
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解析 几何 简 史 


解析 几何 产生 于 十 七 世纪 的 欧洲 ,这 不 是 偶然 的 ， 文 艺 复 
兴 后 的 欧洲 进入 了 一 个 生产 力 迅 速 发 展 、 思 想 普遍 活跃 的 时 代 . 
机 械 的 广泛 使 用 , 促使 人 们 对 机 械 性 能 进行 研究 , 这 就 需要 运动 
学 、 动 力学 知识 和 根 应 的 数学 理论 ; 建筑 的 兴盛 , 河道 与 堤坝 的 
修建 , 又 提出 了 有 关 固 体力 学 和 流体 力学 的 问题 , 这 些 问题 的 合 
理解 决 需 要 正确 的 数学 计算 ; 航海 事业 的 发 展 , 向 天 文学 , 实际 
也 是 向 数学 提出 了 如 何 精 确 测定 经 纬度 ， 如 何 计 算 各 种 不 同形 
状 船 体 的 面积 、 体 积 与 确定 重心 的 方法 望远镜 和 显微镜 的 发 
明 , 提出 了 研究 凹凸 透镜 的 曲面 形状 问题 , 在 数学 上 就 需要 研究 
求 曲线 的 切线 问题 . 所 有 这 些 都 难以 用 初等 几何 、 初 等 代数 等 ， 
常量 数学 来 解决 。 于 是 ， 人 们 就 相继 转 而 研究 变量 数学 ， 作为 
几何 与 代数 相 结合 的 产物 一 一 解析 几何 ， 也 就 在 这 种 背景 下 间 
直 ， ， 

几何 学 形成 得 很 早 ， 公 元 前 三 世纪 就 产生 了 具有 完整 
演绎 体系 的 欧 儿 里 得 (Euolid, 约 公 元 前 880 一 前 275) 的 《几何 
原本 ”十 三 卷 . 半 个 世纪 后 ， 古 希腊 另 一 位 数学 家 阿波 罗 尼 斯 
(Apollonius, 约 公元 前 260 一 前 170) 著 有 xz 圆锥 曲线 论 > 八 卷 ， 
它 几乎 包括 了 圆锥 曲线 的 全 部 性 质 ， 但 是 , 与 古 希腊 所 有 的 几 
何 学 一 样 , 阿波 罗 尼 斯 的 几何 是 一 种 静态 的 几何 . 它 既 未 把 曲 
线 看 作 是 一 种 动 点 的 轨迹 , 更 没有 给 出 它 的 一 般 表 示 方 法 。 这 
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种 局 了 鼠 性 在 十 六 世纪 前 并 没有 引起 注意 ， 因 为 实践 没有 向 几何 
学 提出 可 能 引起 麻烦 的 课题 ， 十 六 世纪 以 后 的 情况 就 不 同 了 ， 
哥 白 尼 (Nicolaus Copernicus, 1473- 一 1543) 提出 日 心 说 ， 合 利 
略 (Galileo Galilei, 1564 一 1642) 由 研究 物体 运动 得 出 自由 落 
体征 律 和 抛 体 运 动 规律 ， 都 向 几何 学 提出 了 用 运动 的 观点 来 认 
识 和 处 理 圆锥 曲线 及 其 它 几 何 则 线 的 课题 . 地 球 绕 太 阳 运 转 的 
轨道 是 椭圆 , 物体 斜 抛 运动 的 轨道 是 抛物 线 , 这 些 都 远 不 是 靠 建 
立 在 用 平面 截 圆锥 而 得 到 的 椭圆 与 抛物 线 的 概念 所 能 把 握 的 ， 
传统 的 几何 学 缺乏 解决 这 些 问 题 的 有 效 办 法 ， 要 能 反映 这 类 运 
动 的 轨迹 及 其 性 质 , 就 必须 从 观点 到 方法 都 来 一 个 变革 , 需要 一 
种 建立 在 运动 观点 上 的 几何 学 . 

于 六 世纪 代数 学 的 发 展 也 为 产生 解析 几何 创造 了 条 件 、 我 
们 知道 , 解析 几何 的 基本 方法 是 在 引进 坐标 系 的 基础 上 , 把 由 曲 
线 所 决定 的 两 个 坐标 之 间 的 关系 用 方程 表示 出 来 ， 通 过 对 方程 
的 研究 来 掌握 曲线 的 性 质 。 如 果 代 数 尚 未 符号 化 , 那么 即使 敏 
费 殖 心地 引进 坐标 , 也 不 可 能 建立 一 般 的 曲线 方程 ,更 不 可 能 在 
方法 上 引起 划时代 的 变革 ， 1591 年 法 国 数学 家 韦 达 (Francois 
Viete, 1540 一 1608) 首先 在 代数 中 有 意识 地 系统 地 使 用 字母 ， 
他 不 仅 用 字母 玫 示 未 知 数 (这 在 他 之 前 旱 有 人 做 了 )， 而 且 用 以 
罕 示 已 知 数 , 包括 方程 中 的 系数 和 常数 .而 象 今天 那样 用 a、5、 
c… 表 示 已 知 数 ， 用 2、y、2… 袁 示 未 知 数 则 是 后 来 笛 卡 儿 (René 
Descartes，1596 一 1650) 创始 的 。 这 样 ， 代数 就 从 一 个 过 去 以 
分 别 解 决 各 特殊 问题 的 、 侧 重 于 计算 的 数学 分 支 , 转变 成 一 门 研 
究 一 般 类 型 问题 和 方程 的 学 科 ， 这 就 为 由 几何 曲线 建立 代数 方 
程 并 由 代数 方程 来 研究 几何 曲线 铺 平 了 道路 . 

但 是 有 了 坐标 概念 和 可 用 于 几何 的 代数 ， 并 不 等 于 就 能 产 
生 解 析 儿 何 。 事 实 上 ,用 坐标 系 来 确定 点 的 位 置 , 早 在 纪元 前 就 
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有 人 使 用 了 . 公元 前 四 世纪 ,我 国 战国 时 代 的 石 趾 就 曾 利用 坐标 
方法 记录 了 一 百 多 颗 恒 星 的 方位 ， 著 成 世界 上 最 早 的 星 表 一 一 
《 石 氏 星 经 >， 阿波 罗 尼 斯 在 研究 图 锥 曲线 的 时 候 也 曾 引 用 两 条 
正 交 的 直线 作为 一 种 坐标 轴 .。 1486 年 ， 法 国 数学 家 奥 雷 斯 姆 
(Nicole Oresme, 约 1828—1382) 在 他 的 著作 中 已 经 象 后 来 的 策 
卡 儿 那样 使 用 了 纵 轴 和 横 轴 来 确定 点 的 位 置 和 变化 状态 了 . 哇 
然 这 些 思想 启发 了 后 来 的 学 者 , 但 还 不 能 算 作 解析 几何 ， 

同样 , 用 代数 形式 表示 几何 命题 的 做 法 也 出 现 得 很 里. 我 
国 数学 家 刘 徽 ( 约 公 元 三 世纪 ) 在 他 的 < 海岛 算 经 ?一 书 中 ， 把 全 
部 九 个 几何 问题 都 用 代数 形式 来 表示 ; 希腊 的 帕 普 斯 (Pappus， 
三 世纪 末 ) 也 曾 将 代数 系统 地 应 用 于 几何 ; 1598 年 , 韦 达 将 古 希 
腾 闭 作 中 出 现 的 以 几何 形式 表示 的 恒 等 关系 用 代数 形式 表示 出 
来 , 并且 通过 建立 方程 来 帮助 作 图 .但 是 , 即使 象 韦 达 那样 的 工 
作 , 也 仍然 不 能 算是 创立 了 解析 几何 。 事实 上 他 只 是 在 几何 中 
用 到 了 代数 , 而 没有 真正 建立 起 代数 与 几何 的 本 质 联 系 . 

真正 将 代数 与 几何 沟通 起 来 并 创立 解析 几何 的 是 十 七 世纪 
四 十 年 代 的 两 位 法 国 数学 家 一 一 费 尔 马 (Pierre de Fermat, 
1601- 一 1668) 和 箔 卡 儿 ， z 

1630 年 ， 费 尔 马 写成 < 平面 与 立体 轨迹 引 论 >( 发 表 于 1679 
年 ) 在 这 篇 文章 中 费 尔 马 把 希腊 数学 中 使 用 立体 图 形 所 发 现 的 
曲线 的 特征 ,通过 引进 坐标 ， 以 统一 的 方式 译 成 了 代数 语言 , 使 
得 各 种 不 同 的 曲线 都 能 用 代数 方程 表示 和 研究 ， 费 尔 马 还 具体 
研究 了 直线 、 贺 和 其 它 癌 锥 曲线 的 方程 ,注意 到 了 坐标 轴 可 以 平 
移 和 旋转 , 并 以 此 来 化 简 方 程 . 虽然 如 此 , 费 尔 马 的 解析 几何 还 
是 不 成 将 的 ， 他 还 没有 完全 克服 阿波 罗 尼 斯 静态 地 研究 几何 曲 
线 的 影响 , 因此 从 解析 几何 的 角度 来 说 , 它 是 不 纯粹 的 . 

通 营 人 们 都 把 笛 卡 儿 作 为 解析 儿 何 的 创立 者 。 笛 卡 儿 的 解 
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析 几 何 是 以 如 下 两 个 观念 为 基础 的 , 一 是 坐标 观念 ,二 是 把 有 互 
相关 联 的 两 个 未 知 数 的 任意 代数 方程 看 成 平面 上 的 一 条 弗 线 的 
观念 、 对 坐标 , 向 卡 儿 与 前 人 所 不 同 的 是 他 不 仅 用 坐标 表示 所 
的 位 置 , 而 且 将 坐标 通过 “点 动 成 线 的 观点 具体 地 用 到 建立 曲 
线 的 方程 上 . 对 方程 , 笛 卡 儿 不 仅 把 它 看 成 是 未 知 数 与 已 知 数 
的 关系 式 , 而且 更 多 地 把 它 看 作为 两 个 交 量 之 间 的 关系 式 , 这 正 
古 对 于 处 理 几 何 曲线 十 分 有 区 的 新 方法 的 思想 基础 ， 笛 卡 儿 还 
把 不 同 次 数 的 几 条 曲线 同时 表示 在 一 个 坐标 系 中 ， 这 就 使 得 解 
术 几 何 的 应 用 范围 极 大 地 扩展 了 ， 这 是 包括 费 尔 马 在 内 的 任何 
前 人 都 未 曾 做 到 的 , 它 也 是 笛 卡 儿 呐 献 的 独特 之 处 ， 箔 卡 儿 把 
他 的 这 一 思想 发 表 在 1637 年 出 版 的 他 的 解析 几何 著作 一 一 < 几 
何 ? 中 ， 这 是 他 的 一 本 题 为 更 好 地 指导 推理 和 寻求 科学 真理 的 
方法 论 > 著 作 的 附录 . 

佛 下 儿 的 另 一 个 功绩 在 于 他 解 开 了 捆绑 在 代数 学 上 的 一 条 
强 案 一 一 齐 次 原则 ， 所 谓 齐 次 原则 是 方程 各 项 的 次 数 必须 一 
致 ,这 是 十 六 世纪 以 前 西方 数学 家 所 拘泥 的 一 个 原则 . 齐 次 原 
则 认为 , 由 于 体积 、 面积 和 长 度 不 能 互 加 , 因此 表示 几何 量 之 癌 
关系 的 方程 的 各 项 也 只 能 是 齐 次 的 ， 按 这 一 规定 , 象 方程 wz? 十 
oz 十 6 一 0 便 无 意义 ， 因 为 aw? 是 一 个 体积 量 ， 它 怎么 能 与 jz 这 
个 面积 量 以 及 。 这 个 长 度量 相 加 呢 ? 笛 卡 儿 不 理会 这 些 ， 他 通 
过 引入 单位 数 的 概念 ， 使 所 有 的 几何 量 都 通过 单位 数 而 变 成 统 
一 的 数 的 表示 . 于是, 图 形 中 各 种 量 之 间 的 关系 都 可 以 化 成 数 
与 数 之 闻 的 关系 ， 从 而 形成 代数 计算 与 几何 作 图 之 间 的 平行 关 
系 , 开辟 了 把 代数 与 几何 巧妙 地 统一 起 来 的 道路 . 

华 凸 儿 对 直线 建立 方程 主要 有 三 个 步骤 : 给 定 符号 (字母 )、 
引出 式 子 、 建立 方程 。 即 给 图 形 中 的 各 种 线段 不 管 是 已 知 的 还 
是 未 知 的 以 相应 的 字母 ， 再 根据 问题 所 给 出 的 线段 间 的 关系 来 
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列 出 式 子 , 然后 依据 存在 着 的 相等 关系 来 建立 方程 ， 篇 卡 儿 指 
出 , 如 果 照 这 样 建立 起 来 的 方程 的 个 数 等 于 未 知 数 个 数 , 那么 解 
方程 的 结果 是 所 要 求 的 未 知 线段 ， 如 果 方 程 的 个 数 少 于 未 知 数 
的 个 数 ,那么 方程 是 不 定 方程 , 它 代表 了 一 条 由 相应 的 点 所 组 成 
的 曲线 。 这 些 点 是 由 逐次 给 一 个 未 知 数 以 不 同 的 值 , 相应 地 得 
到 另 一 个 未 知 数 的 值 而 确定 的 ， 于 是 , 一 个 在 代数 中 看 来 意义 
不 大 的 不 定 方程 ， 由 于 引进 了 对 一 个 未 知 数 逐次 给 以 确定 值 的 
变化 的 思想 , 就 成 了 表示 变量 与 函数 关系 的 式 子 , 并 成 为 曲线 的 
代数 形式 . 

在 这 里 , 第 卡 儿 把 以 往 对 立 着 的 两 个 研究 对 象 “ 数 ”与 “ 形 ” 
统一 起 来 了 , 并 在 数学 中 引入 了 变量 的 概念 , 从 而 完成 了 数学 史 
上 一 项 划时代 的 变革 ， 这 一 工作 开拓 了 一 个 变量 数学 的 崭新 领 
域 , 特别 是 加 速 了 微 积 分 的 成 熟 . 恩格斯 把 解析 几何 称 为 最 重 
要 的 数学 方法 之 一 ， 他 高 度 评 价 了 向 卡 儿 的 革新 思想 , 说 : “ 数 
学 中 的 转折 点 是 笛 卡 儿 的 变数 ， 有 了 变数 , 运动 进入 了 数学 , 有 
了 变数 , 辩证 法 进入 了 数学 , 有 了 变数 , 微分 和 积分 也 就 立刻 成 
为 必要 的 了 , 而 他 们 也 就 立刻 产生 ,……”(4< 自 然 辩证 法 ?人 民 出 
版 社 1971 年 版 第 336 页 ). 

笛 卡 儿 创 立 了 解析 几何 学 ,他 的 贡献 是 伟大 的 , 他 的 思想 方 
法 是 划时代 的 .但 是 解析 几何 作为 一 门 学 科 毕 竟 当 时 还 很 不 完 
善 , 例如 , 笛 卡 儿 当 时 尚未 自觉 地 引进 第 二 条 坐标 轴 一 一 y 轴 . 
一 百 多 年 后 瑞士 数学 家 克拉 默 (Gabriel Cremer, 1704 一 1752) 
在 他 的 < 代数 曲线 分 析 引 论 > 中 才 正 式 引 入 y 轴 ， 正 是 由 于 许多 
数学 家 在 各 个 方面 作 了 大 量 的 修正 和 补充 , 才 使 它 日 至 完善 ， 

1655 年 英国 数学 家 沃 利 斯 (John Wallis, 1616 一 1708) 首 
先 引进 负 的 纵 . 横 坐标 , 这 就 使 得 解析 几何 可 以 在 整个 平面 内 研 
究 曲线 ， 从 而 摆脱 了 原来 的 局 限 。 沃 利 斯 还 导出 了 各 圆锥 曲线 
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的 方程 , 并 且 从 这 类 方程 都 是 二 次 的 情况 ， 把 圆锥 有 曲线 定义 为 ; 
含 两 个 变量 的 二 次 方程 的 曲线 、 沃 利 斯 的 这 个 定义 第 一 次 摆脱 
了 把 圆锥 曲线 仅仅 看 成 是 圆锥 与 平面 的 截 线 的 观念 ， 从 而 确立 
起 圆锥 曲线 作为 一 种 普通 的 平面 曲线 的 地 位 ，1717 年 美国 数 
学 家 斯 特 林 (James Stirling, 1692 一 1770) 把 % 和 /的 一 般 二 
次 方程 化 为 若干 标准 型 . 

1691 年 瑞士 数学 家 雅 各 . 伯 努 利 (Jacob Bernoulli, 1654 一 
1705) 引 入 了 极 坐 标 (t671 年 牛顿 也 曾 提 出 过 极 坐 标 , 但 他 的 文 
章 发 表 在 1736 年 ), 这 极 大 地 便利 了 某 些 曲线 方程 的 建立 , 也 使 
人 们 对 曲线 的 认识 更 进 了 一 步 。 这 时 期 先后 发 现 了 双 纽 线 、 久 
形 线 、 对 数 螺 线 、 悬 链 线 、 旋 轮 线 等 各 种 特殊 曲线 、 14779 年 德国 
数学 家 赫 尔 曼 (Jacob Hermann，1678 一 417383) 把 极 坐 标的 概念 
进一步 完善 ,并 给 出 了 直角 坐标 和 极 坐 标的 变换 公式 . 瑞士 数 
学 家 欧 拉 (Leonhard Euler，1707 一 1783) 则 第 一 个 在 坐标 中 了 明 
确 地 使 用 三 角 沙 数 , 给 出 了 现代 形式 下 的 极 坐 标 系 。 他 还 开创 
了 曲线 的 参数 表示 . 

解 术 儿 何 的 一 个 重要 发 展 是 由 平面 推广 到 空间 .这 一 工作 
最 初出 现在 十 七 世纪 ， 笛 卡 儿 曾 认识 到 ， 一 个 食 有 三 个 未 知 
数 一 一 这 三 个 数 定 出 轨迹 上 的 一 个 点 0 一 一 的 方程 ， 所 代表 的 
点 CO 的 鸭 迹 是 一 个 平面 、 一 个 球面 或 者 是 一 个 更 复杂 的 曲面 , 这 
说 明 笛 卡 儿 已 经 体会 到 他 的 方法 可 以 推广 到 三 维 空间 中 的 曲线 
和 曲面 上 , 但 是 他 没有 进一步 去 考虑 这 种 推广 。 1679 年 法 国 数 
学 家 拉 伊 尔 (La Hire, 1640 一 1718) 对 三 
维 坐 标 几 何 作 了 较为 特殊 的 讨论 ， 他 先 用 
三 个 坐标 表示 空间 中 的 点 了 ( 见 图 )， 然 后 
写 出 了 曲线 的 方程 ， 14715 年 雅 各 * 伯 努 利 
的 弟弟 约翰 : 伯 努 利 (Jobhann Bernoulli, 
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1667 一 1748) 首 先 引 入 我 们 现在 通用 的 三 个 坐标 平面 , 在 这 基础 
上 , 通过 法 国 数学 家 帕 朗 (Autoine Parent, 1666 一 1716)、 克 莱 
罗 (Alexis Olaude Olairaut, 1718 一 1765) 以 及 约翰 . 伯 努 利 、 替 
尔 曼 等 人 的 工作 ， 弄 清 了 幅面 能 用 三 个 坐标 变量 的 一 个 方程 表 
示 的 思想 ; 1731 年 友 莱 罗 又 指出 描述 一 条 空间 曲线 需要 两 个 曲 
面 方程 , 他 还 揭示 了 这 样 一 个 事实 ， 空 间 曲 线 的 投影 方程 , 即 竺 
直 于 投影 平面 的 柱 面 的 方程 ， 可 以 通过 决定 这 条 曲线 的 两 个 曲 
面 方程 的 某 种 组 合 给 出 ; 赫 尔 曼 则 在 1782 年 给 出 了 绕 z 轴 旋 转 
的 曲面 方程 的 一 般 形 式 : 2 十 y= 了 (z)、 

1748 年 欧 拉 的 《分 析 引 论 > 一 书 中 出 现 了 解析 几何 发 展 史 
上 的 重要 一 步 , 即 给 出 了 现代 形式 下 的 解析 几何 的 系统 的 叙述 ， 
它 可 以 视 为 现代 意义 下 的 第 一 本 解析 几何 教程 ， 在 这 本 书 中 ， 
欧 拉 还 给 出 了 空间 坐标 的 变换 公式 和 六 种 曲面 ( 锥 面 、 柱 面 、 椭 
球面 、 单 时 双 曲 面 和 双 叶 双 曲 面 、 双 曲 抛物 面 以 及 抛物 柱 面 ) 的 
标准 形式 . 

继 欧 拉 以 后 ,法 国 数学 家 蒙 日 (Gaspard Monge, 1746 一 1818) 
对 三 维 解析 几何 作 了 大 量 的 研究 ， 他 与 他 的 学 生 阿 软 特 (Jean- 
Nicolas-Pierre Hachette, 1769 一 1834) 证 明了 二 次 曲面 的 每 一 
个 平面 截 口 是 一 条 二 次 曲线 ， 而 平行 截面 截 得 的 是 相似 的 二 次 
曲线 . 他 们 还 证 明了 单 叶 双 曲 面 和 双 曲 抛物 面 都 能 用 一 根 直 线 
按 两 种 不 同方 式 运动 而 得 到 , 这 类 曲面 称 为 直 纹 曲面 

1788 年 ,法 国 数学 家 拉 格 朗 上 日 (Joseph-Louis Lagrange， 
1736 一 1813) 在 他 的 名 著 《 解 析 力 学 ?中 以 类 似 后 来 的 向 量 形 式 
表示 力 、 速 度 、 加 速度 等 具有 方向 的 量 ， 虽 然 拉 格 庆 日 没有 对 向 
景 概念 作 更 深入 的 研究 ， 但 是 这 种 概念 一 经 提出 就 引起 人 们 
很 大 的 注意 .十 八 世纪 八 十 年 代 在 英国 数学 家 训 布 斯 (Josiah 
Willard Gibbs，1839 一 19038) 和 玄 维 赛 德 (Oliver Heaviside， 
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1850 一 1925) 的 努力 之 下 ， 一 门 名 为 “向 量 代数 的 学 科 诞 生 了 . 
正如 吉 布 斯 所 预料 ， 向 量 代 数 的 出 现 立 即 对 解析 几何 产生 深刻 
的 影响 , 几何 又 一 次 从 代数 中 吸收 了 新 的 活力 。 现 在 , 问 量 代数 
已 经 成 为 解析 几何 学 的 重要 组 成 部 分 . 

纵 观 解析 几何 形成 和 发 展 的 历史 , 可 以 这 样 说 ; 解析 几何 的 
创立 者 是 费 尔 马 与 笛 卡 儿 ， 但 是 使 解析 几何 演变 成 一 个 独立 的 
而 且 充 满 活 力 的 数学 分 支那 要 归功 于 十 七 、 十 八 世 纪 的 从 多 数 
学 家 , 其 中 最 主要 的 是 欧 拉 , 拉 格 表 日 和 和 有情 日 . 

十 九 世 纪 后 , 解析 几何 已 经 发 展 得 相当 完备 , 但 这 并 不 意味 
着 解析 几何 的 活力 已 经 结束 . 作为 二 维和 三 维 解析 几何 上 所 研究 
问题 的 代数 推广 ， 人 们 开始 讨论 四 维 解析 几何 和 % 维 其 至 无 穷 
维 的 解析 几何 , 即 考虑 有 四 个 或 "个 其 至 无 穷 个 未 知 数 , 而 在 结 
构 上 与 二 维和 三 维 相 类 似 的 情 诸 . 

正当 解析 几何 茵 动 发 展 的 时 候 , 以 光滑 曲线 .曲面 为 其 研 冤 
对 象 ， 且 以 数学 分 析 和 微分 方程 为 研究 工具 的 一 门 几何 学 的 新 
分 科 一 一 微分 儿 何 诞生 了 . 虽然 微分 几何 的 研究 手段 不 同 于 解 
析 几 何 ， 但 是 微分 几何 的 内 容 在 很 大 程度 上 吸收 了 解析 几何 的 
成 果 , 而 这 两 门 学 科 的 发 展 又 弟 第 交织 在 一 起 . 

二 十 设 纪 以 来 迅速 发 展 的 两 个 新 的 宽广 的 数学 分 支 一 一 泛 
函 分 析 和 代数 几何 ,也 都 可 以 看 作 是 古典 解析 几何 的 直接 延续 . 
因为 前 者 是 综合 运用 函数 论 、 几何 学 、 代 数学 的 观点 来 研究 无 穷 
维 向量 空 间 及 其 上 的 函数 ， 它 的 重要 分 文 一 一 种 尔 介 符 空间 及 
其 中 的 自 共 轿 算 子 谱 分 析 理 论 可 以 看 作 是 无 限 维 向 量 空间 的 解 
析 几 何 学 ; 后 者 是 研究 以 空间 坐标 的 一 个 或 多 个 代数 方程 所 确 
定 的 点 的 轨迹 ( 称 为 代数 流 形 )， 研 究 三 次 以 上 的 代数 曲线 和 代 
数 曲面 的 几何 性 质 ; 而 二 维 或 三 维 解析 几何 中 的 对 象 ; 直线 、 贺 
锥 曲线 .二 次 曲面 都 是 它 的 特例 . 
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”在 生产 力 发 展 的 推动 下 , 可 以 断言 , 几何 学 和 整个 科学 文化 
将 更 加 繁荣 和 发 展 、 如 上 记述 , 数学 的 许多 分 支 在 吸收 了 解析 
几何 的 思想 方法 ,并 在 其 它 学 科 发 展 的 影响 下 得 到 了 莲 勃 发 展 ， 
解析 几何 作为 一 门 基础 学 科 在 数学 中 占有 重要 的 地 位 ， 在 数学 
发 展 史上 发 挥 了 它 的 积极 作用 。 

( 表 小 明 握 稿 ) 
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平面 解析 几何 plane analytic geo- 
metry 

解析 法 analytie method 

解析 证 法 analytiec demonstration 

有 问 直 线 directed line 

有 向 线段 的 数量 the value of 
directed line sezment 

有 向 线段 的 长 度 the length of 
directed line segment 

向 量 ”vector 

单位 回 量 unit vector 

零 向 量 zero vector 

标量 ， 纯 量 ， 数量 scalar 

向 景 射 影 定理 the theorem of 
projection of vector 

坐标 coordinate 

有 序数 偶 ordered couple 

坐标 系 ”coordinate system 


笛 卡 儿 坐 标 系 Desoartesian gys- 
tem of coordinates 

笛 卡 儿 坐 标 Cartesian coordi- 
nates 

坐标 轴 ”coordinate axis 


坐标 平面 ”coordinate plane 
原点 origin 
横 举 标 。 abscissa 


横 坐 标 轴 axis of absocissas 
纵 举 标 ordinate 
纵 坐 标 轴 axis of ordinates 


直角 坐标 rectaneular coordinates 

斜 坐 标 oblique coordinates 

象限 quadrant 

平面 极 坐 标 polar coordinates in 
the plane 

极 , 极 点 pole 

极 轴 polar axig 

极 径 , 向量 径 radius vector 

极 角 “polar angle, vectorial angle 

幅 角 argument 

距离 ”distance 

分 点 point of division 

定 比 分 点 point of definite ratio 
division 

middle point 

internal division 

external division 

slope 

倾角 , 斜 角 inclination，angle of 
inclination 

面积 area 

坐标 变换 coordinate transfor- 
mation : 

坐标 畏 的 平移 translation of axes 

坐标 办 的 旋转 rotation of axes 

对 称 变换 ”8Syminetrictransftorma- 
tion 

轴 对 称 axial symmetry 

对 称 轴 axis of symmetry 
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对 称 中 心 eenter of symmetry 

相似 变换 Similarity transforma.- 
tion 

-位 似 变 换 homothetiec transfox- 
mation 

相似 中 心 center of similarity 

反 演 Inverslon 

反 演 中 心 “center of inversion 

行列 式 ”determinant 

矩阵 ”mmatfriX 

判别 式 ”disceriminant 

入 射 角 angle of incidence 

反射 角 angle of redection 

旋转 角 angle of rotation 

有 向 角 directed angle 

方位 角 azimuthal angle 

射线 ray, half line 

折线 ”broken line, polygonal line 

一 维 空间 one-dimensional space 

二 维 空间 two-dimensional space 


项 线 ”Curve 

方程 equation 

点 标 方程 equation in point eoor- 
dinates 

直角 坐标 方程 ”equation in rectan- 
gular coordinates 

极 坐 标 方程 squation in polar 
coordinates : 

参数 方程 parametric equation 

挡 迹 tracing eurve 

方程 讨论 diseussion ot an equa- 
tion 

截 距 intercept 

对 称 , 对 称 性 ”symmetry 

曲线 系 family of curves 


参数 ”parameter 

胃 有 迹 ”locus; loci(Cpl.》 

虚 点 imaginary point 

无 穷 远 点 ”point at infinity 

消去 法 ”elimination method 

消去 式 , 结 式 eliminant 

必要 条 件 ”necessary condition 

充分 条 件 ”sufficient condition 

充 要 条 件 ”necessary and sufficient 
condition 

流动 坐标 current coordinatea 

极限 情况 ”lmiting case 

极限 点 limit point, 
point 

极限 位 置 ”limit position, limiting 
position 

极 大 ( 值 ) maximum， mazximal 
value 

极 小 《 值 ) iminimnm， minima! 
Value 


limiting 


直线 jline，right line，straight 
fne 


linear eouation 


斜 截 式 “slope intercept form 
点 斜 式 “point slope torm 

两 点 式 two-point form 

截 距 式 intercept form 

法 线 式 ”normal form 
参数 式 ”parametric form 


一 般 式 , 普通 式 general form 
两 直线 的 夹 角 angle of intersec- 


‘tion of two lines, angle between 
two lines 


平行 ”parallel 
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垂直 , 正 交 ”perpendicularity 

上 正 奖 , 直 交 orthogonal 

重合 coincide 

垂 线 , 垂直 (于 ) perpendicular 

交点 ”the point of intersection 

三 角形 triangle 

角 平 分 线 angular bisector 

中 垂 线 perpendicular bisector 

中 线 ”JedQjan 

高 altituade 

重心 ”center of gravity, barycen- 
ter 


得 心 ”crthocenter 
内 心 “center of inseribed circle ， 


incenter 

外 心 center of circumgscribed cir- 
cle, cireumcenter 

Sy、 egcenter 

四 边 形 quadrilateral 

对 角 线 。 diagonal, diagonal line 

平行 四 边 形 ”Parallelogram 

变形 rhombus, diamond 

完全 四 边 形 complete quadrilat- 
eral 

多 边 形 polygon 

直线 系 ( 族 ) family of straight 
lines 

(和 下) 线束 ”pencil of lines 

点 线 间 的 距离 distance from a 
point to a line 

离 差 dispersion 

法 化 因子 “normal factor 

共 线 点 collinear points 

茶点 线 ”concurrent lines 

二 次 齐 次 方程 homogeneous equa- 
tion of second degree 


区  circle 

null circle, point circle 

Imaginary circle 

radius 

直径 diameter 

同心 圆 ”concentrie cireles 

圆 系 ( 族 ) family of oircles, gys- 
tem of circles 

共 轴 圆 ”coaxial circles 

直 交 圆 ”orthogonal circles 

根 轴 ”radical axig 

根 心 ”radical center 

周 cireumference(of & circle) 

圆 的 一 般 方程 ”general equation 
of circle 

圆心 轨迹 deferent 

割 线 ”secant 

弦 chord 

切线 ”tangent 

法 线 ”norma) 

切 点 驼 chord at contact 

极 与 极 线 ”pole and polar 

公 切 线 ”common tangent 

内 、 外 公 切 线 ”internal, external 
common tangent 

外 接 贺 cicumacirele，cicumgseribed 
circje 

内 切 圆 

外 切 图 

劳 切 图 

公共 纺 

弧 arc 

扁 形 ”sector 

马 形 segment of a cirele 

圆周 角 angle in a circular eg- 
ment, angle of circumference 


inscribed eircle 
externally tangent circle 
escribed circle 

common chord 
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己 形 角 
ment 

同心 角 ”central angje 

点 对 圆 的 圭 power of a point 
with respect to a circjle 

切线 长 ”length of tangent 


angle of a ciroular seg- 


桶 圆 ”ellipse 

点 椭圆 ”null ellipse, point ellipse 

双 昌 线 hyperbola 

共 力 双 曲 线 conjugate hyperbo- 
lias 

等 轴 ( 边 ) 双 曲 线 ， 直 角 双 曲线 
equilateral, rectangular hyper- 
bola 

抛物 线 parabola 

其 焦点 抛物 线 ”confocal parabolas 

共 焦 点 圆锥 曲线 confocal conies 

顶点 vertex; vertices(pl.) 

焦点 focus; foci, focuses(pl.) 

准 线 ”directrix 

长 轴 maJjor axis 

半 长 轴 ”semimajor axes 

短 轴 ”minor ax18 

半 短 轴 semiminor axes 

实 轴 , 贯 办 real axig 

横 截 轴 ”transvers axis 

碟 轴 ， 共 粥 轴 imaginary axis, 
conjugate axis 

遂 径 , 正 焦 驼 “jatus-rectam 

”和信 半径 focal radius 

焦距 focal distance, focal length 

焦点 弦 ”focal chord 

焦点 性 质 ”focal property 

离心 京 ”eccentrieity 

离心 角 “eccentric angle 


录 


铺 助 融 “auxiliary circjle 
闪 忽 直 径 conjugate diameters 
补 驼 ”sapplementary chords 


法 线 弦 normal chord 
次 切线 ”sabtangent 
次 法 线 ”subnormal 


准 圆 ”director circle 
渐 近 线 asymptote 


同 锥 曲线 ”conie section 

锥 ， 维 面 ”cone 

圆锥 ”ceircular cone 

二 次 曲线 ”quadric curve 

一 般 二 次 方程 the general equa- 
tion of the second degree 

主轴 principal axls 

不 变量 ,不 变 式 invyariant 

半 不 变 式 , 半 不 变量 semi-invar- 
lant 

有 心 锥 线 central conic,conic with 
Center 


无 心 锥 线 ”non-central conic, conlc 
without center 
党 态 二 次 曲线 non-degenerate 
conie 
退化 二 次 曲线 ”degenerate conic 
二 次 曲线 的 特征 方程 characteris- 


tic equation of quadratic eurve 
二 次 曲线 的 特征 根 characteristio 
roots of quadratic cQTVe 
密切 圆 ”oseulating circle 
窗 切 驼 osculating chord 
密切 二 次 曲线 ”osgcujating conic 


algebralc eurve 


代数 曲线 


” 当 越 曲线 ”transcendental curve 
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也 方 抛 物 线 , 三 次 抛物 线 
parapola 

半 了 立方 抛物 线 ， 半 三 次 抛物 线 
semicubical para bola 

兰 立 方 曲 curve of duplication 
of cube 

三 等 分 角 线 trisectrix 

蔓 叶 线 ”cissoid 

稼 天线 witeh, versiera 

是 线 ”conchoid 

一 般 晨 线 ”general conchoid 

坏 索 线 ”strophoid 

应 利 福 姆 曲线 “了 Piriforme eurve 

申 线 hmacon 

心脏 线 cardioid 

双 纽 线 ”lemniscate 

卵 形 线 oval 

叶 形 线 ”folinm 

放 轮 线 , 控 线 ”cycloid 

长 、 短 幅 旋 轮 线 ， 次 摆 线 
curtate eycioid, trochoid 

加 内 旋 轮 线 , 由 握 线 ”hypocycloid 

长 、 短 幅 网 内 旋 轮 线 ， 内 次 摆 线 
Bypotrochoid 

圆 外 旋 轮 线 , 外 择 线 epicycloid 


prolate, 


cubical 


长 、 短 幅 圆 处 旋 轮 线 ， 外 次 摆 线 
epitrochoid 


星 形 线 astroid 

四 尖 内 摆 线 ”hypocyeloid of four 
cUsPS 

贺 的 新 开 线 inyolute of the circle 

圆 积 线 , 割 贺 曲 线 ”quadratrix 

等 速 归 线 spiral of uniform ve- 
locity 

中 基 米 得 暗 线 ”spiral of Archime- 
des 

双 曲 螺 线 hyperbolie spiral 

倒数 螺 线 reciprocal spiral 

对 数 螺 线 logarithmie spiral 

代数 螺 线 algebraic spiral 

等 角 螺 线 ”equiangular spiral 

抛物 螺 线 ”parabolic spiral 


费 尔 马 螺 线 ”Rermat's spiral 

连锁 曾 线 , 平方 倒数 螺 线 lituus 

玫瑰 线 rose curve 

四 准 孜 瑰 线 tour leaved roge 
eurve 

渐 忆 线 evalute 

王 足 曲线 ”pedal curve 

包 络 enyelope 
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